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. RESUMEN Y OBJETIVO

El fenomeno conocido como esferas danzantes o danza de péndulos consiste en el
efecto éptico que se produce en un juego de péndulos simples de longitudes diferentes y no
acoplados, cuando se dejan libres partiendo de la misma posicién lateral. Los péndulos dibujan
una serie de ondas que cambian en el tiempo para repetirse al terminar cada ciclo.

En este articulo se describen las caracteristicas que un conjunto de péndulos tiene que
cumplir para que se produzca la danza de péndulos. Se estudian, en detalle, las simetrias que
se producen en varios ejemplos de oscilacion y se generaliza a un modelo que cualquiera
desee construir. En la introduccidon se resumen los conceptos basicos de fisica general,
necesarios para iniciar a cualquier persona en la comprension de este fendmeno como son:
Efecto dptico, Comportamiento colectivo o, en conjunto, Movimiento arménico simple y Onda
armoénica. Ademas, se presentan unos graficos, donde se ven las posiciones de cada péndulo,
segun el numero de oscilaciones que realiza desde el inicio de la danza. El tratamiento
didactico de este fendmeno que aqui se hace, permite acercar el estudio de oscilaciones y
ondas a un publico no experto.
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Se puede ver esta danza con musica en el . (Hacer clic sobre el recuadro para
verlo). Al observar el movimiento, el cerebro trata de sincronizar la musica con el movimiento
de los péndulos, realzando su belleza.

Il. CONCEPTOS BASICOS

1.1 Introduccidén

El estudio de las oscilaciones y las ondas es apasionante, ya que se presentan en la
naturaleza en multiples aspectos: los atomos, el sonido, los emisores y receptores de radio o al
tirar una piedra al agua.

En este articulo se van a abordar las oscilaciones que se visualizan periédicamente en
un conjunto de péndulos de distintas longitudes.

La parte de la fisica tedrica de este comportamiento ha sido explicada con detalle en el
articulo [1] y ha sido ampliamente utilizada por muchos autores sobre todo en internet, como
puede verse por ejemplo en [2, 3 y 4]. No obstante, las multiples preguntas que muchas
personas hacen a los autores muestran que no lo llegan a entender en profundidad. A ellas van
dirigidas las explicaciones de este articulo, con la ilusion de hacer mas comprensiva la
observacion de tanta belleza como aparece en este curioso experimento.

Estos péndulos no acoplados (independientes unos de otros) producen el efecto 6ptico
de ondas que cambian con el tiempo. Se dice efecto dptico, ya que estas onclas no transportan
energia, como realmente lo hacen las ondas, por ejemplo las olas del mar al llegar a la costa.
Este es un ejemplo de comportamiento colectivo que se presenta cuando una sefial continua
es examinada solo en puntos concretos de su eje.

Otro ejemplo de comportamiento colectivo es el efecto estroboscopico. En este caso el
movimiento colectivo surge cuando una sefal continua es examinada en determinados
momentos discretos del tiempo. El efecto optico se produce al iluminar mediante destellos un
objeto que se mueve de una forma rapida y periddica. El objeto se ve en movimiento lento,
hacia adelante o hacia atras, segun la frecuencia de destellos sea inferior o superior a la del
movimiento del objeto. Ver el . Esto se observa, a veces, cuando visualizamos en el
cine el movimiento de las ruedas de los trenes o coches.

Los dibujos animados y el cine son escenas sucesivas en periodos inferiores a una
décima de segundo, que es lo que el ojo humano necesita para detectar dos escenas
separadas. Asi, la vision humana ve un movimiento continuo en lo que son escenas movidas
unas respecto de otras.

Estos efectos 6pticos no tienen posibilidad de dar informacion de la funcién continua
que subyace a lo largo de todos los puntos del eje en el caso de los péndulos, o en cada uno
de los instantes, en el caso del movimiento del objeto.
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1.2 Definiciones

Oscilaciéon. Es el movimiento repetido de un péndulo en torno a su -ﬁ]:§:|
posicion de equilibrio. Consideramos que es un movimiento armonico \
simple y que se realiza sobre el eje Y. El recorrido de una oscilacion \
completa consiste en ir desde una posicion extrema, A (Y=1), a la \"‘-\L
otra, B (Y=-1), y volver a la primera, A (Y=1), pasando dos veces por \

la posicion central (Y=0). \

Periodo T. Es el tiempo que tarda el péndulo en realizar una

oscilacion o ciclo.

Fase. Es cada una de las posiciones que puede tomar el péndulo en una oscilacion completa.
Se muestran algunos ejemplos para distinguir las diferentes fases. En las figuras se han

separado los recorridos de ida y vuelta. Se muestran las fases para:
t=0, Ainicio =T, Afina

— t=0, el péndulo esta en A, inicio del ciclo: Ajicio, Y=1 Y=1

— t=T/4, el péndulo ha recorrido 1/4 del ciclo, esta en Y=0 T 3T
Y=0, t=— t=—

— t=TI/2, el péndulo ha recorrido 1/2 ciclo, esta en B, Y=-1 4 4

— t=3T/4, el péndulo ha recorrido 3/4 del ciclo, esta en Y=0
Y=-1 B™ t=T/2

— t=T, el péndulo esta en A, final del ciclo: Agpa, Y=1
Se ponen también ejemplos para ver las posiciones y las fases en las que se

encuentra el péndulo segun las oscilaciones realizadas.

Cuando un péndulo hace un n° entero de oscilaciones 0 1 2 3
completas: siempre se encontrara en A, Y=1. Aqui ha realizado 3 \/\/V A Y=

oscilaciones.

Cuando un péndulo hace un n° entero de oscilaciones completas 0\/\/2\2’25
Y=0

mas un cuarto (1/4) de oscilacién, siempre se encontrara en Y=0. Aqui

ha realizado 2,25 oscilaciones.

Cuando un péndulo hace un n° entero de oscilaciones completas 0 gk 225

mas media (1/2) oscilacion, siempre se encontrara en B, Y= -1. Aqui ha B Y=-1

realizado 2,5 oscilaciones.

Cuando un péndulo hace un n°® entero de oscilaciones completas 0 1 2 275
mas tres cuartos (3/4) de oscilacion, siempre se encontrara en Y= 0. Aqui \M
ha realizado 2,75 oscilaciones.
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1.3 Relacién entre la longitud y el periodo de un péndulo
T2
Esta es: L=m donde g es la aceleracioén de la gravedad g=9,8 m/s®
y L es la distancia entre el centro de gravedad del péndulo y el punto de sujecién.

2
Despejando L y poniendo los valores de g y T se obtiene L(m)=0,248T y T(s)=2,007,/L(m)

_ L1 T1)2
La relacion entre Ly T de dos péndulos, 1y 2 es: E = (E)

Para L1=1 my L2=0,25 m aproximadamente se obtiene: T1=2sy T2=1s

1.4 Onda armoénica.

Se dice que una onda es armodnica cuando todos sus puntos hacen un movimiento

arménico simple. Esta onda es periddica:

e En el tiempo. Cada péndulo tiene su periodo, T, o tiempo de la oscilacidon completa.
e En el espacio. Longitud de onda, A, es la distancia minima entre dos puntos en fase,

por €j. entre dos crestas.

Cresta

A

Y 4 Longitud —P

de onda RS
/“\ m X
< \

valle

il ESTUDIO SOBRE LA DANZA DE LOS PENDULOS

lll.1 Condiciones que deben cumplir los péndulos para que se origine la danza

Estar separados entre si_una misma distancia d. Este valor es arbitrario. Se puede

elegir el minimo, para que los péndulos no choquen entre si.

Hacer un numero entero consecutivo de oscilaciones, N+n (n=0,1, 2,... hasta un

numero arbitrario), en un tiempo T (ciclo de la danza). Este tiempo T tiene que ser

significativamente mayor que el periodo de cada péndulo individual. Fijados los valores Ny T,

queda definida cédmo va a ser la danza. A cada péndulo le corresponde:

T
Periodo: T"=N_+n’ Longitud: Ln(cm)=24,8xTn2 Posicién: x,=n.d
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1.2 Estudio de las simetrias que se producen en un primer ejemplo

Para este estudio se ha elegido: N=30, T=60 s, d=3,5 cm, se utilizan 12 péndulos y

cada péndulo se designa con el valor de “n” que le corresponde.

Se describen los datos de interés en tres de estos péndulos.
e EI primer péndulo, n=0, hace N+n=30 oscilaciones en T=60 s, su periodo es

To=T/N=60/30=2 s, esta situado en x;=0x3,5=0 cm y es el mas largo

2
L(m)=0,248T =0,99 m=99 cm.

e El segundo, n=1, hace N+n=31 oscilaciones en T=60 s, su periodo es

2
T1=T/(N+n)=60/31=1,935 s, esta situado en x,=1x3,5=3,5 cm y L(m)= 0,248T =0,93
m=93 cm.
e El 12° n=11, hace N+n=41 oscilaciones en T=60 s, su periodo es T,=T/(N+n)=

60/41=1,463 s, estd situado en x41=11x3,5=38,5 cm y es el mas corto

2
L(m)=0,248T =0,53 m=53 cm.

En el esquema siguiente se resumen los datos de cada péndulo

Nombre (n) o1 2 13 4 5 8 7 8 a 10 111

~ -~

Posicion en cmi: (x,=n.d) | 0| 3,5 |7 (10,514 |[175/21 |245|28 |315|35 | 38,5

i ™ < ) ©of ~ | o o -
S o ™ ™ ™ ™ 15| I <) ™ ™ < XY
¢ 7 >
c

: d

=z
N

= © < 9Vl © — — ™ ™ o o o
3 o EA B e o S ™ | D9 @« N

) 2] ~ ol N~ <) o W o » © ™
&f o)) o 0 0 ~ N ©| © © 0 0 0
iy o ©
c & ) 15 1.463
< ® ., ' -

- - 1?5? 1622

® 1714
® ® 1765 _ T _ 60
1.818 n— -
® 1875 N+n 30+n
@ 1935
2.0

Al analizar la evolucion temporal del sistema, aparecen simetrias producidas por la fase
en que se encuentra cada péndulo. La fase esta relacionada con el numero de oscilaciones
realizadas. Al separarlos de su posicion de equilibrio y soltarlos a la vez, todos los péndulos
inician sus movimientos en fase, instante llamado t=0 s, pero enseguida se desfasan por sus
distintos periodos de oscilacion. Después de un tiempo T (ciclo de la danza), todos han
realizado un numero entero de oscilaciones, N+n, y vuelven a estar todos de nuevo en fase,

como para t=0 s, listos para repetir la danza.
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Pintamos los 12 péndulos con 4 colores: - Rosa paran=0,4y 8. -Azulparan=1,5y9.

- Rojoparan=2,6y10. -Verdeparan=3,7y11.

\

Péndulos vistos de costado Péndulos vistos desde arriba

35788 un

La seleccién de tiempos se ha hecho en base a las simetrias que se producen entre la

primera y la segunda mitad de la danza y se muestra a continuacion:

A1) Inicio de la danza
B1) Un cuarto

A2) Final

B2) Tres cuartos

( C1) Un tercio l C2) Dos tercios \
_ [ Mitad | |
A1) B1) C1) D) C2) B2) A2)
(1) T/4 T/3 T/2 2T/3= 3T/4= T
T(1-1/3) T(1-1/4)
(s) 0 15 20 30 40 45 60
A L 4d 3d 2d 3d 4d 0

l1l.2.1 Simetria para A1) inicio y A2) final de la danza

A1) En el inicio de la danza, t=0 s, los péndulos han hecho 0 oscilaciones, todos ellos estan
separados de la posicion de equilibrio, la maxima amplitud positiva, Y=1, cuando se miran
desde arriba.

C9PPyveoeowvveoew
Y=0g 4 23 45 6 78 9 1011
Y=-1

A2) En el final de la danza, t=T=60 s, todos los péndulos han hecho un ndmero entero de
oscilaciones, como se muestra en la tabla:

Péndulo  (n) 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 | 11

n°osc.en60s(30+n) |30 | 31 | 32 | 33 | 34 | 35 | 36 | 37 | 38 | 39 | 40 | 41

Se distinguen dos tipos de ondas:

Dra. Carmen Palacios Estremera 6 cpalacios@unav.es
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Onda “visual”, la que dibujan los péndulos. Todos ellos estan en una horizontal, Y=1,
como para t=0 s. Su longitud de onda es A,=.

Onda “real” es la que dibujarian los péndulos si estuvieran colocados de forma
continua, en vez de estar en posiciones discretas, separados una distancia, d, entre ellos. A

cada uno de ellos le separa del otro una oscilaciéon completa. La longitud de esta onda “real” es

B 1A

=111 & j
Ar=d

A continuacion se muestran 4 secuencias durante el primer segundo desde el inicio y
otras 4 simétricas durante el ultimo segundo del final de la danza. Observar que en 1 s el
péndulo n=0 con Ty=2 s hace media oscilacion de t1 a t4 al inicio o de t5 a t8 al final. Por
ejemplo, para t2=0,35s y para t7=59,65 s, los péndulos tienen posiciones iguales, pero sus

movimientos estan invertidos.

A1) Inicio de la danza. A2) Final de la danza
El péndulo n=0, el de mayor periodo, El péndulo n=0 va retrasado respecto al
se mueve mas lento que el siguiente, n=1, y n=1, va mas lento y detras de él.
por tanto va detrés de él. El conjunto es conjunto es como una onda que avanza
como una onda que avanza hacia la izda. hacia la dcha. Primero sube la parte dcha.
Primero baja la parte dcha. y luego la izda. y luego la izda.

n=012 3456 738 91011

- -

t1=

. O
(]

T PARN L AR

- - -

Se pueden relacionar los avances de estas ondas con los de las olas del mar.
En A1) de t1 a t 4 va hacia la izda. En A2) de t5 a t8 va hacia la dcha.

o O, oo i =
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1ll.2.2 Simetria para D) antes y después de la mitad de la danza

En la mitad de la danza a T/2=60/2=30 s, los péndulos han hecho (N+n)/2 oscilaciones,

como se muestra en la tabla:

Péndulo  (n) 0 1 2 3 |4 5 6 | 7 8 9 (10 | 11

n°osc. en 30s (15+n/2) |15 |155 |16 |16,5|17 (17,5 |18 |18,5 |19 |19,56|20 (20,5

Cada péndulo se separa 2=0,5 oscilacién del siquiente.

Los péndulos que hacen un nimero par de oscilaciones en T=60 s, hacen un nimero
entero de oscilaciones en T/2=30 s, se encuentran arriba en Y=1, y los que hacen un nimero
impar de oscilaciones en T=60 s, hacen un numero entero mas media oscilacién en T/2=30 s,

se encuentran en Y=-1. Alternativamente estan en Y=1 e Y=-1. La longitud de onda es de 2d.

Y=0 II* + + J ﬁ LQI + l I II
ol1/2\3 'y 5/ .ﬂ 8l

R

Se muestra la simetria entre t11=29,8 s ' y = 01 3 456 78910 11

t2=30,2 s. O sea 0,2 s antes y 0,2 s después de la 4 d d
mitad de la danza. t’ﬂ 29 8 s

Se forman dos ondas independientes con 8
los péndulos alternativos y movimientos inversos, en 1 \L 1
t1 se separan y en {2 se acercan. (La parte izquierda
va siempre mas despacio que la derecha). ’ \D T 1 T \]‘/

t2=30,2 s

En t1 estas dos ondas van hacia la izda. y i b i s B Ty

en t2 van hacia la dcha. SV T f T T
J\ . 3

Dra. Carmen Palacios Estremera 8 cpalacios@unav.es



Universidad Facultad de Ciencias
de Navarra Dpto. Fisica y Matematica Aplicada

11l.2.3 Simetria para B1) un cuarto y B2) tres cuartos de la danza

B1) En un cuarto de la danza a T/4=60/4=15 s, los péndulos han hecho (N+n)/4 oscilaciones,

como se muestra en la tabla:

Pénduo () |0 |1 |2 |3 |4 5 |6 ]7 |8 9 [10] 11

n°osc.en15s (7,5+n/4) (7,5 |7,75 | 8 |8,25(8,5 (8,75 9 (9,25 9,5 |9,75 |10 |10,25

Cada péndulo se separa ¥=0,25 de oscilacion del siguiente.

El péndulo n=0 ha hecho 7 mas media oscilacion, se encuentra abajo en Y= -1. El n=1
ha hecho 7 més 3/4 de oscilacién y se encuentra en Y=0. El n=2 ha hecho 8 oscilaciones, se
encuentra arriba en Y=1.

En T/4=15 s, se puede ver que el conjunto de los 12 péndulos es una onda con 3
crestas que avanza hacia la izquierda, con longitud de
onda 4d.

A=4d
Como es logico, al observar a t=T/z cada ﬁ x
pendulo se separa 1/z de oscilacion del siguiente y la / :
longitud de onda es A=zd. Se necesitan z+1 péndulos =
entre una cresta y otra. En este caso: z=4. ‘ m;& ‘ ,,;.;w m‘
Al mismo tiempo se pueden ver z=4 ondas & 123 bs 6 7 8 9 10 11

independientes con los tres péndulos que estan en la

misma fase y con el mismo color.

- Los rojos estan en Y=1 para empezar a bajar.

- Losrosas estan en Y=-1 para empezar a subir.

- Los azules (suben) y los verdes (bajan) estan n—o 1 2 345 6 789 10 T

en Y=0. -f t1=14,98 s
A continuaciéon se muestran 2 secuencias: 3/ i
para 0,02 s antes y 0,02 s después de un cuarto de ,; - -
la danza. & % &

e En t1=14,98 s, los péndulos azules y verdes se 25150 s

van aproximando a Y=0'y ? J/ q\ $ /{ \T/
e Ent2=15,02 s, se van alejando.

. - -
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B2) En tres cuartos de la danza a 3T/4=3x60/4=45 s, los péndulos han hecho 3(N+n)/4
oscilaciones, como se muestra en la tabla:

Péndulo  (n) 0 1 2 3 4 5

23,25 |24 |24,75 25,5|26,25

11
n°® osc. en 45 s (22,5+3n/4) |22,5

30,75

27 27,75 28,5 (29,25 |30

Cada péndulo se separa 3/4=0,75 de oscilacion del siguiente

El péndulo n=0 ha hecho 22 mas media oscilacion, se encuentra abajo en Y=-1. El n=1

ha hecho 23 mas % de oscilacion, se encuentra en Y=0. El n=2 ha hecho 24 oscilaciones, se
encuentra arriba en Y=1.

En los dibujos se muestra las simetrias entre B1) y B2):

B1) t=T/4 B2) t=3T/4
A=4d

as \ r'
| \ I; 'r
I. 00 "w

/ ‘°°°$

Los péndulos ocupan las mismas posiciones en B1) y B2), tienen la misma onda

visual” de longitud de onda 4d, pero se invierten los movimientos. Las bolas que suben o bajan
en B1, bajan o suben en B2.

La longitud de la onda “real” en B2 es A,=4d/3

n01234567891011

Se pueden ver en B2 ondas similares a las de B1 .' \ 1%1 44 95 sf| | .'.
e Ent1=44,95 s los péndulos azules y los verdes i .. _. I\ \i Tﬂ J/ | T
se van aproximando a Y=0y BRYERY,
e Ent2=45,05 s se van alejando.

. . 12=4505s
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1ll.2.4 Simetria para C1) un tercio y C2) dos tercios de la danza

C1) En un tercio de la danza a T/3=60/3=20 s, los péndulos han hecho (N+n)/3 oscilaciones,

como se muestra en la tabla:

Péndulo  (n) 0 1 2 3 | 4 5 6 7 8 9 10 11
n®osc. en 20 s (10+n/3) |10 {10,33|10,66|11 [11,33|11,66| 12 |12,33/12,66| 13 |13,33 (13,66

Cada péndulo se separa 1/3=0,33 de oscilacion del siguiente.

El péndulo n=0 ha hecho 10 oscilaciones, se encuentra arriba en Y=1. El n=1 ha hecho
10 mas 1/3 de oscilacion, se encuentra por debajo de Y=0, bajando. El n=2 ha hecho 10 mas

2/3 de oscilacion, se encuentra por debajo de Y=0, subiendo.

El conjunto de los 12 péndulos forma una onda con 4 crestas, cada una de un color que
avanza hacia la izquierda, con longitud de onda 3d. Se cumple que para t=T/z, A=zd, y se

necesitan z+1 péndulos entre una cresta y otra. En este caso: z=3.

Al mismo tiempo se pueden ver z=3 ondas 2=3d

misma fase, cada uno de un color:

independientes con los 4 péndulos que estan en la g_> & s

3
— 1%onda, los péndulos que estan en Y=1. w01 234567 891011
— 2?2 onda, los péndulos estan a 1/3 de oscilacion de P 'Y ¥ I‘. i ‘"6 & 3
la 12 bajando. [ % 4 ‘ .

10 v
— 3% onda, los péndulos estan a 1/3 de oscilacion de — ’

la 22 subiendo.

. . N=0412 3 45678910 11
También se puede ver como avanzan estas ondas: 11 INK

) . t1=195s
e Ent1=19,5s, 0,5s antes de T/3. :t i /I S T - T
e ENt2=19,9s, 0,1 s antes de T/3. \v q/ 3, &

S S

2=19.9 s
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C2) En dos tercios de la danza a 2T/3=2x60/3=40 s, los péndulos han hecho 2(N+n)/3

oscilaciones, como se muestra en la tabla:

Péndulo  (n) 0 1 2 3 | 4 5 6 |7 8 9 10 11
n° osc. en 40 s (20+2n/3) | 20 |20,66(21,33|22 |22,66|23,33| 24 [24,66|25,33| 26 (26,66 |27,33

Cada péndulo se separa 2/3=0,66 de oscilacion del siguiente.

El péndulo n=0 ha hecho 20 oscilaciones, se encuentra arriba en Y=1. El n=1 ha hecho
20 mas 2/3 de oscilacion, se encuentra por debajo de Y=0, subiendo. El n=2 ha hecho 21 mas

1/3 de oscilacion, se encuentra por debajo de Y=0, bajando.

En los dibujos se muestran las simetrias entre C1y C2:

C1) t=T/3 C2) t=2T/3
s PR ,
to % ¥ # # * “ a f
a as H—4 A i s
cs; ** et *" +f¢¢¢+¢+¢f¢¢*¢'f
| \ | \ Qe 0 4 '3I| 4 | z 9‘1 1
01234567 891011 x&'.z‘\.., 2 ,ﬂé,«..fj.\b;ol
1 Y WY B @ 9 as + / . ¢ '.
NLIA LR T AN R A B'L
- Y ’, 4 ) -10 5 U N 3 0 +
A=3d/2

Los péndulos ocupan las mismas posiciones en C1) y C2), tienen la misma onda
“visual” de longitud de onda 3d, pero se invierten los movimientos. Las bolas que suben o bajan

en C1, bajan o suben en C2.

La longitud de esta onda “real” en C2 es A,=3d/2.

o N=0 123 456 7 8 910 11
Se pueden ver en C2 ondas similares a las de C1: ¥ N L g N o A
I, I |I | | | III | IIi III Ill I'I II,_ I't1 =4O S
e Ent1=40s. La 1? esta en Y=1, |a 22 se acerca a ’ "_ | 5,_‘ | '.1 f I,, 3. 14 'f |
Y=0y la 3% se acerca a Y=-1. /ﬁ | /I\ | | 4\ | | \T | '
!. | \v: _I. II' Q/I ..I | \D I-II : .I'
- IV 12=40,3 s
e En t2=40,3 s. La 12 se acerca a Y=0, la 22 a _ A N
Y=1yla 3% se acerca a Y=-1. N 41\ "/I\ 1
. II | | ,. II i | ik |
; | N[ L o (1 | ; | I|
1 s 1 I| H II:' | .'.Il 4 | {
vyl vl
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111.2.5 Resumen de las simetrias estudiadas

A1) Inicio de la danza

Facultad de Ciencias

Dpto. Fisica y Matematica Aplicada

A2) Final

/A\
B1) Un cuarto

B2) Tres cuartos

( C1) Un tercio A

C2) Dos tercios \

[ Mitad |
A1) B1) c1) D) c2) B2) A2)
t(T) T4 T3 T2 2T/3 3T/4 T
(s) 0 15 20 30 40 45 60
A 0 4d 3d 2d 3d 4d 0
Oscilaciones realizadas
0 (N+n)/4 (N+n)/3 (N+n)/2 2(N+n)/3 3(N+n)/4 N+n
n=0 0 7.5 10 15 20 22,5 30
n=1 0 7,75 10,33 15,5 20,66 23,25 31
n=2 0 8 10,66 16 21,33 24 32
N=11 0 10,25 13,66 20,5 27,33 30,75 41
AT RE.808E Hﬂ?yﬂgv
' [ T} fi-ft {1
e ¥ + | | |
0123456 7891011 0‘ 1 3 3f4 .5 Oﬁ?‘BQ"IUH H'I’!’I'Efr-flékl lllb"bﬁ
HAAA IIIIiIi
lerQZthé ANRRTARELY
Ar=d
Ay=4 _
V=
N s z‘ g T ? N ? rh w
838484 J9 18l elisliel s
&1 2 3@5 G 7891011 i '..'2'.'335 ..'6'? : II!'IO‘:!'II
% o | | - & ¥\
e7\..r=4d/3 5
Ay=3d
%* 5 ‘i | }b :.d i A A
\ R t ot t ‘| :\# | 41 ‘ :I |
‘0.12'3.‘5'.?_8_9911 \DARADSEAREAR AN
ki ‘ . 6 0 ©012345 b:lz*B 91011
PV Y Oy ey
% 1: b | - ': t' ;
Ar=3d/2
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111.2.6 Construccion

Este primer aparato fue construido en un panel triangular de metacrilato con agujeros a
distintas alturas, para que todos los péndulos llegaran a la misma horizontal. El panel se sujeto
a un perchero. Uno de los tornillos de cada péndulo tiene una palomilla para facilitar el ajuste
de la longitud del hilo. Se pusieron pegatinas con 4 colores a bolas de acero de 2,5 cm de

diametro. Todo ello se puede observar en las fotos siguientes.

El muestra un ciclo de la danza con el aparato completo. Se puede parar y observar
las simetrias descritas. El muestra dos ciclos de la danza, viendo sélo las esferas. Se
dan algunas explicaciones para observar las ondas que se forman: al comienzo, 1/3, V2, 2/3 y
final del primer ciclo, y a 1+% y 1+% y final del segundo ciclo. Esto permite observar con

facilidad las simetrias descritas.

lll.3 Simetrias en un segundo ejemplo
Se utilizan 18 péndulos con N=51, T=60 s, d=3,5 cm.

Los datos de interés en tres de estos péndulos son:

El 1°, n=0, hace N+n=51 oscilaciones en T=60 s, su periodo es T,=T/N=60/51=1,176 s,
2
esta situado en x,=n.d=0 cm y es el mas largo Lo(m)=0,248T, =0,3433 m=34,33 cm.

El 2°, n=1, hace N+n=52 oscilaciones en T=60 s, su periodo es

2
T4=T/(N+n)=60/52=1,154 s, esta situado en x4=n.d=1x3,5=3,5 cm y L4(m)=0,248T, =0,330

m=33,0 cm.
El 18°, n=17, hace N+n=68 osc. en T=60 s, su periodo es T17=T/(N+n)=60/68=0,88235

s, estd situado en x;7=n.d=17x3,5=59,5 cm y es el mas corto L;7(m)=0,248T,,2=0,1931

m=19,31 cm.
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En el esquema siguiente se resumen los datos de cada péndulo

) 0] 1 3 4 5 6 7 8 9 |10 11 [12] 13 |14 ] 15 |16 | 17
(x=n.d)| 0 | 3,5 10,5 | 14 | 1756 | 21 | 245 | 28 | 31,5 | 35 | 38,5 | 42 | 455 | 49 | 52,5 | 56 | 59,5
e @ @ 8 8 @ & 8 & & & & s & & s s
i
~ ~ [9\] ™ < Tp] (o] N 0] ()] o ~— Al ™ < To] [(o/ N oQ
L o L B B W Bl B B B B o © © & ©o o 9 9
c
+
pd
/E\ (e} [e0] AN ~ N~ [e0] <t Yo o ()] [92] ()] o ™ O [e)) ~
S @ ol K| ©| | %| I| B © B | A X| @ | O G o
:\I’ <| o «| o] o ol ~| ©o vl < o o | <] < 9 o o
N D @ o & N §f § § Qf & Qf §f N N N ] H S
>
& ¢ o ¢
< 0,896 0,882
N o ©® 9@ (5530007
[ o © oong 0952 0.938
e @ ., og”
® o 103 07T 60
® o 105 T
| e ‘!1 1001 N+n 514n
® 432
® iy
1.176

Las simetrias que se obtienen son las mismas que en el primer ejemplo. Lo unico que
varia es el numero de oscilaciones realizadas, éstas aumentan respecto al primer ejemplo

como se indica a continuacion:

t(T) 0 T/4=15s | T/3=20s | T/2=30s | 2T/3=40s | 3T/4=45s | T=60 s
Oscilaciones realizadas
0 (N+n)/4 (N+n)/3 (N+n)/2 2(N+n)/3 3(N+n)/4 N+n
n=0 0 12,75 17 25,5 34 38,25 51
n=1 0 13 17,33 26 34,66 39 52
n=2 0 13,25 17,66 26,5 35,33 39,75 53
N=17 | O 17 22,66 34 45,33 51 68

Este segundo aparato se hizo colocando unas clavijas de guitarra sobre una barra de

madera y ésta se sujeté con unos soportes. Asi, los péndulos llegan a distintas alturas.

El muestra un ciclo de la

danza con tres vistas: de frente, desde arriba y

desde el costado donde esta el péndulo mas

largo.
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lll.4 Simetrias en un tercer ejemplo

Se analiza un tercer ejemplo con los siguientes datos: N=16, T=16 s, d=3 cm.

Se utilizan 8 péndulos. Los datos de interés en tres de estos péndulos son:

El 1°, n=0, hace N+n=16 oscilaciones en T=16 s, su periodo es To=T/N=16/16=1 s, esta
2
situado en x,=n.d=0 cm y es el mas largo Lo(m)=0,248T, =0,2485 m=24,85 cm.
El 2°, n=1, hace N+n=17 oscilaciones en T=16 s, su periodo es T{=T/(N+n)=16/17=0,94
2
s, esta situado en x4=n.d=1x3=3 cm y L1(m)=0,248T, =0,22 m=22 cm.
El 8°, n=7, hace N+n=23 osc. en T=16 s, su periodo es T=T/(N+n)=16/23=0,696 s, esta
2
situado en x7=n.d=7x3=21 cm y es el mas corto L;(m)=0,248T; =0,1202 m=12,02 cm.

En el esquema siguiente se resumen los datos de cada péndulo

Nombre (n) 0 1 2 3 4 5 6 7
Posicién en cm (x,=n.d) 0 3 6 9 12 15 18 21
e ——S—
- © ~ © o o — N ™
¥ ~— ~ ~— ~ AN AN AN AN
©
¢ N
< <
% o . N
< o
o 3 T
- — .
~ 2 ® o6os
—_ o ® 0727
5 2 ~ & 0762
= o o @ 0.8
|0% z_ ® 0842
). N
< 9 PR 0.889 . T 16
3 0.941 ===
L dg " N+n 16+n
1.0

Ahora el periodo del péndulo mas largo es de 1 s, la mitad que en el primer ejemplo.

Cuando ha pasado 1 s (F1) se ha realizado 1/16 de la danza y forma una onda

simétrica a cuando han pasado 15 s (F2).

Alos 2 s (E1) se ha realizado 1/8 de la danza y forma una onda simétrica a cuando han
pasado 14 s (E2).

Alos 4 s (B1) se ha realizado 1/4 de la danza y forma una onda simétrica a cuando han

pasado 12 s (B2), casos estudiados en los ejemplos anteriores.
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A continuacién se muestran las simetrias estudiadas:

NEEETE EL T D) | B2) . E2) F2)
0 TH6 T8 Ti4 T2 3T/4 77/8 15T/16
Os 1s 2s 4s 8s 12s 14s 15s
e | w | e | om | am| 4d 8d | 16d
Oscilaciones realizadas
0  16/16=1 16/8=2  16/4=4 16/2=8 16x3/4=12 16x7/8=14 16*15/16=15
0 17M16=1+1/16 17/8=2+1/8 17/4=4+1/4 172=85 17x3/4=12+3/4  17/8=14+7/8  17*15/16=15+15/16
0 18/16=1+2/16 18/8=2+2/8 18/4=4+2/4  18/2=0  18x3/4=12+6/4  18/8=14+2*7/8 18*15/16=15+2*15/16
0  23/16=1+7/16 23/8=2+7/8 23/4=4+T/4 2312=215 23x3/4=12+7°3/4 23/8=14+7*T/8  23/16=15+7*15/16

En las fotos se observa:

Para las simetrias en B1) t=T/4 y B2) t=1-T/4, como en los ejemplos anteriores, la longitud
de onda es A=4d, hay 5 péndulos entre cresta y cresta, y se forman 4 ondas independientes
con los péndulos que estén en la misma fase, que en este caso son del mismo color.

Para las simetrias en E1) t=T/8 y EZ2) t=1-T/8 A=8d, se necesitan 9 péndulos entre cresta y
cresta, y se forman 8 ondas independientes (imposibles de observar en este ejemplo).

Para las simetrias en F1) t=T/16 y F2) t=1-T/16 A=16d, se necesitan 17 péndulos entre

cresta y cresta, y se forman 16 ondas (imposibles de observar en este ejemplo).

Este tercer aparato se construye
sobre un tablero recortado para que las
tuercas (péndulos) lleguen a la misma
horizontal. Se muestra una foto de la parte
de delante y otra con un detalle de la parte

de atras.

'Az}
]

16s

16

17

18

23
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El muestra un ciclo de la danza con explicaciones y paradas a 1,2, 4, 8, 12, 14y 16 s
para ver las simetrias que se forman, coincidiendo con las fotos de la pagina anterior.
El muestra tres ciclos para observar la repeticion consecutiva de la danza. Si no

hubiera amortiguacion, la danza se repetiria indefinidamente.
11l.6 Generalizaciones para cualquier modelo

A través del desarrollo realizado, se comprueba que para cualquier tiempo t1=T/z:

e Cada péndulo hace (N+n)/z oscilaciones, por lo que se desplaza 1/z de oscilacién
respecto de la posicion del péndulo anterior.

e La longitud de onda de las ondas lineales que se forman es A=zd, con z+1 péndulos
entre cresta y cresta.

e Se forman z ondas independientes con los péndulos que estan en fase, es decir,
separados por A=zd.

e Se produce simetria en la forma de las ondas para el tiempo t2=T-t1, donde la onda

avanza en sentido inverso al de t1=T/z.
IV. CONCLUSION

Lo descrito en este articulo muestra por qué aparece tanta belleza en este experimento
y permite acercar el estudio de las oscilaciones y las ondas a un amplio publico con un
conocimiento elemental de fisica. Se ha puesto de manifiesto que el modelo es general, se
forman diferentes ondas simétricas para los tiempos, t1=T/z y {2=T-t1. Siendo T el periodo de la

danza y z un numero arbitrario.
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ANEXO. Videos utilizados en el articulo:

(Hacer clic sobre los recuadros para ver los videos)
F04 1 Danza de péndulos. Introduccién. (pg. 2 del texto)

F04 2 Efecto estroboscopico. (pg. 2 del texto)
Ejemplo 1°:

F04 3 Ej. 1° Un ciclo N=30 T=60. (pg. 14 del texto)
Muestra un ciclo de la danza con el aparato completo. Se puede parar y observar las

simetrias descritas en el texto.

FO4 4 Ej. 1° Dos ciclos N=30 T=60. (pg. 14 del texto)

Muestra dos ciclos de la danza, viendo so6lo las esferas. Se dan algunas explicaciones
para observar las ondas que se forman: al comienzo, 1/3, 72, 2/3 y final del primer ciclo, y a
1+% y 1+% y final del segundo ciclo. Esto permite observar con facilidad las simetrias descritas
en el texto.

Ejemplo 2°:
F04 5 Ej. 2° Unciclo N=51 T=60. (pg. 15 del texto)

Muestra un ciclo de la danza con tres vistas: de frente, desde arriba y desde el costado

donde esta el péndulo mas largo.
Ejemplo 3°:

F04 6 Ej. 3° Un ciclo N=16 T=16. (pg. 18 del texto)
Muestra un ciclo de la danza con explicaciones y paradas a 1, 2, 4, 8, 12,14y 16 s

para ver las simetrias descritas en el texto.

F04 7 Ej. 3° Tres ciclos N=16 T=16. (pg. 18 del texto)
Muestra tres ciclos para observar la repeticion consecutiva de la danza. Si no hubiera

amortiguacion, la danza se repetiria indefinidamente.
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