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Capitulo 1

Introduccion

Existen muchas definiciones distintas para un medio granular, ya que en
funcion del problema que nos ocupe, podremos definir a este tipo de medio de
una u otra forma. Sin embargo, todas estas definiciones tienen en comuin que
consideran a los medios granulares como medios divididos, cuyas divisiones
estan lo suficientemente préximas como para que puedan interaccionar entre
si.

A pesar de esta aparente sencillez, los medios granulares participan en
multitud de fenémenos que no se entienden todavia de forma completa. Ejem-
plos no nos faltan: jpor qué necesitamos agitar el salero para salar nuestra
comida? jPor qué las llaves estan siempre en el fondo de la mochila? ;Por
qué se forman atascos de trafico en las vias de acceso de las grandes ciuda-
des? Quizas, el principal motivo de que, tras anos de investigacién, existan
todavia lagunas en el conocimiento de los medios granulares, se debe al ele-
vado ntimero de particulas que forman el medio y la compleja interaccion
entre ellas.

A continuacién vamos a hace un breve resumen de la evolucién histérica
de la fisica de los medios granulares. Posteriormente describiremos algunas
propiedades tutiles de este tipo de medios para entender el problema que nos
ocupa: la conveccién granular.

1.1. Resena historica

Una de las primeras observaciones de la fisica de los medios granulares
que nos ha llegado de la antigiiedad se debe al filésofo y poeta Lucrecio,
quien hacia el ano 55 a.C., asemejaba el flujo de semillas de adormidera al
de un liquido. Posteriormente, en pleno renacimiento italiano, Leonardo da
Vinci disené un experimento basado en arena para estudiar la friccién entre
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los cuerpos. Pero no fue hasta finales del siglo XVIII cuando C.A. Coulomb
cimento la fisica de los medios divididos con un estudio de la estabilidad de
estructuras arquitecténicas que resulta de la friccién entre las piedras [1].
Ya en el siglo XIX tanto E. Chladni, como C. Oersted, de manera indepen-
diente, estudiaron el diferente comportamiento de distintos polvos sobre la
superficie de un violin en funcién del tamano y densidad de las particulas,
estableciendo una clasificacion que perdura hasta hoy dia: los patrones de
Chladni. También, M. Faraday [2] reporté las inestabilidades hidrodindmi-
cas que aparecen en un medio granular al que se le somete a vibracion, y
O. Reynolds [3] describié como al dilatarse un medio granular aumenta el
espacio libre entre los granos. Este fenémeno se conoce como dilantancia de
Reynolds y es la responsable de que al caminar en una playa hiimeda nuestras
pisadas hagan que la arena se seque en torno al pie. En los iltimos anos del
siglo XIX, H.A. Janssen [4] propopuso un modelo para la redistribucién de
la presion dentro de un medio granular confinado por paredes. Ya en el siglo
XX, son de destacar los trabajos tanto R.A. Bagnold [5] (formacién de dunas
de arena) como los R. L. Brown & J.C. Richards [6] (flujos en la descarga de
silo) cuyas publicaciones se han convertido en obras de referencia.

Ya en la década de los ochenta del siglo pasado ocurre una revolucion en
la fisica de los medios granulares. Por sugerencia del premio Nobel P.G. de
Gennes, numerosos laboratorios franceses comienzan el estudio sistematico
de los medios granulares. Tras ellos otros tantos en todo el mundo comienzan
a trabajar en el campo de los medios divididos. Como resultado el nimero
de publicaciones en el campo de los medios granulares sufrié un drastico
incremento.

En estos 1ltimos anos se han estudiados diversos fenémenos que aparecen
en la dindmica y estatica de un medio granular. Pero estos trabajos se han
encontrado con la misma dificultad: el elevado nimero de particulas que
constituye un medio granular y que hasta el momento hace que no exista
un marco tedrico unico aplicable a todos los fenémenos observados, como
ocurre, por ejemplo, en la fisica de los fluidos. Cada problema en particular
es abordado de manera distinta y con distintas analogias a problemas ya
conocidos en otros campos de la fisica.

1.2. Caracteristicas de un medio granular

A continuacién vamos a describir algunas caracteristicas de los medios
granulares que seran de utilidad en los siguientes capitulos.
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1.2.1. Disipacién de energia

Un medio granular es por naturaleza un medio altamente disipativo. Ima-
ginemos el siguiente experimento!: dejamos caer una pelota de tenis desde
cualquier altura, hipiciq. Tras rebotar con el suelo medimos la altura maxima
que alcanza tras el bote, hfinq. Por conservacion de la energia mecdanica, la
altura desde la que lanzamos la pelota es proporcional a la energia cinética
antes del choque, Ej,icial, ¥ 1a que alcanza después lo es a la energia inmedia-
tamente después del choque, E¥q. Llamaremos coeficiente de restitucion al
siguiente cociente.

€ — Efinal _ hfinal’ Oéﬁél

Einicial hinicial

El coeficiente de restitucion da idea de cudnta energia pierde un cuerpo
en una colision, es decir; cuando € = 1 la colision es completamente elastica y
cuando € = 0 es completamente ineldstica. Pues bien, continuemos con el ex-
perimento y lancemos dentro de una bolsa cerrada dos pelotas considerdndo-
las como un solo objeto. Ahora el coeficiente de restitucién que medimos es
menor porque las pelotas han chocado entre ellas perdiendo energia en los
choques. Finalmente lancemos una bolsa con 50 pelotas. Podremos compro-
bar que la altura que alcanza esta bolsa es muy pequena comparada con la
altura que alcanza una sola pelota.

€1 > € > ... > €60

Por muy grande que sea el coeficiente de restitucién de una sola particula,
son tantas las colisiones entre los constituyentes de un medio granular que
podemos suponer que este tipo de medios son fuertemente disipativos y el
choque con otro cuerpo puede considerarse inelastico.

1.2.2. Cadenas de fuerza

Cuando decimos de un medio granular que es denso o diluido nos referimos
a la proporcién del volumen total del medio ocupado por granos, que es la
llamada fraccion de compactacion, ¢.

(b - ‘/gramos

‘/;otal

La maxima compactacion que se puede encontrar en la naturaleza para
granos del mismo tamano corresponde al empaquetamiento hexagonal com-
pacto, con ¢ = 0,74. Para empaquetamiento al azar, como se da en la mayoria

!Consideramos despreciable la disipacién de energia por rozamiento con el aire



4 Introduccién

Figura 1.1: Al colocar un medio granular entre dos polarizadores con sus
respectivos ejes cruzados y al ser iluminado por un costado, por el otro ob-
servamos iluminados los granos en los que se acumula el esfuerzo debida
birrefringencia inducida por la presion, siendo esta observaciéon una imagen
de las cadenas de fuerza. Imagen cedida por 1. Zuriguel.

de los medios granulares, la maxima fraccion de compactacién corresponde
al “random close packing” o empaquetamiento denso al azar, con ¢ = 0,64
[7]. La fraccién de compactacion dependerd de la distribucién espacial de los
granos.

Se puede definir una cadena de fuerza como la distribucion de contactos
entre granos que permite que el peso de un grano de la cadena se transmita
exclusivamente a los granos de la misma cadena (ver figura 1.1) estando los
demds granos del medio (que no pertenezcan a cualquier otra cadena) libres
de esfuerzos.

Por esta razon, la presion ejercida por el propio peso de un medio granular
se redistribuye hacia las paredes del contenedor. El conocido efecto Janssen
[8] se puede explicar debido a que la distribucién espacial de cadenas de
fuerza no tienen una componente vertical privilegiada por lo que parte de la
presion se dirige hacia las paredes. Son, pues, éstas las que soportan parte
del peso del medio granular.

1.3. Conveccién granular

El fenémeno objeto del presente estudio es la llamada conveccién granular.
Cuando un medio granular es agitado puede presentar un movimiento colec-
tivo y ordenado de las particulas que lo constituyen. El caso paradigmatico
corresponde a una geometria cilindrica del recipiente en el que reposa el me-
dio granular, y una vibracién sinusoidal en la direccion de la gravedad. En
este caso el movimiento que presentan los granos es similar al movimiento
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Figura 1.2: (a) Secuencia de imagenes en las que se aprecia la evolucién
temporal de un medio granular, inicialmente estratificado, sometido a una
vibracién sinusoidal de frecuencia 50 Hz. (a) t = 0s (b)t =65 (¢) t = 10 s (d)
t =14 s [9]. (b) En este esquema e puede apreciar como los granos ascienden
por el cetro de la celda y descienden cerca de las paredes deformando la
superficie libre del medio.

convectivo que presenta un fluido calentado desde abajo en un recipiente de si-
milares caracteristicas. Fue M. Faraday el primero que reporté este fenémeno
[2]. Observé cémo al agitar un montén de polvo, los granos ascendian por el
centro y cafan por los lados del talud que se formaba (ver figura 1.2).

Para que exista un movimiento convectivo en el seno de un medio granu-
lar, es necesario que éste se encuentre “fluidizado”. El estado fluidizado no es
el mismo en todos los sistemas que estudia la fisica de los medios granulares.
Por ejemplo, no es el mismo estado fluidizado el que aparece en un medio
granular que estd fluyendo a través del orificio de descarga de un silo [10],
donde los granos proximos al orificio se mueven a una velocidad mucho mayor
que el resto, que la fluidizacién de una capa delgada que al ser agitada vi-
gorosamente presenta patrones superficiales [11] (ver seccién 1.5), donde son
unicamente los granos de la superficie los que se mueven respecto del resto
de la capa. En el caso del movimiento convectivo hablamos de fluidizacién
cuando estd permitido el movimiento relativo de un grano respecto de otro.
Para fluidizar el medio se suelen utilizar dos tipos de excitaciones: “tapping”
y vibracién.

Los “taps” consisten en pulsos breves y bruscos de la posicién del conte-
nedor del medio granular. El tiempo entre excitaciones consecutivas suele ser
mayor que el tiempo de relajacién (tiempo tras el cual las posiciones relativas
de los granos no cambian). Sin embargo, en la vibracién las oscilaciones del
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contenedor corresponden a una funcion sinusoidal y la excitacién es continua
en el tiempo

z(t) = Asin(wt)

donde A es la amplitud de la oscilacién, y w = 27 f siendo f la frecuencia.

De todas las posibles variables que intervienen en el problema convectivo,
se ha observado, tanto experimental como numéricamente, que el parametro
de control es la aceleracion adimensional, I', que se calcula como el cociente
entre la aceleraciéon méaxima que proporciona la excitaciéon y la aceleracion
de la gravedad. Cuando la excitacién es sinusoidal,

2
P e | _ A (L.1)
g g

Existe un valor critico para el parametro de control [12] a partir del
cual aparece conveccion en el medio granular: cuando la aceleraciéon de la
oscilacién forzante supera la gravedad, es decir, I'Y = 1. Por encima de este
valor critico, la energia suministrada por la excitacion es suficiente como
para que algunas zonas del medio granular estén fluidizadas y se organice
un movimiento colectivo de los granos que es capaz de deformar la superficie
libre del medio (ver figura 1.2 (b)).

1.4. Explicaciones para la conveccién granu-
lar

A continuacion describiremos cuéles pueden ser los posibles origenes de la
conveccién en un medio granular. A pesar de la gran cantidad de trabajos y de
los esfuerzos que se han dedicado a comprender este movimiento colectivo,
no existe un acuerdo sobre la causa que lo origina. Este es un problema
centenario aun sin resolver.

1.4.1. Influencia de las paredes en el movimiento con-
vectivo

Los primeros indicios sobre el origen del movimiento convectivo en un
medio agitado verticalmente vinieron de la mano de P. Evesque y J. Raj-
chenbach en 1989. Estos autores, estudiando la formacién de taludes de are-
na [13], propusieron que en un ciclo de excitacién se podian diferenciar dos
regimenes:
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Figura 1.3: (a)Un talud se forma porque los granos ascienden por las paredes
cerca de las paredes del contenedor y descienden en avalanchas por la super-
ficie inclinada [13] (b) Perfiles de velocidad deformados por las paredes en
un medio granular en conveccién. Esta imagen ha sido tomada con técnicas
de resonancia magnética nuclear cuando el medio es excitado con “taps” [14].

Régimen pasivo Cuando la celda se mueve hacia arriba, el medio granu-
lar estd compactado siendo imposible el movimiento relativo entre las
particulas. Este comportamiento nos permite considerar el medio como
un solido.

Régimen activo Cuando la celda se mueve hacia abajo con una aceleracion
~ mayor g, la compactacion es menor, por lo que el movimiento relativo
entre los granos estd permitido. El sistema en este caso se considera
fluidizado. La aceleracion que sienten los granos cerca de las paredes
laterales del contenedor no es la de la gravedad, sino una gravedad
aparente, g,, que es la aceleracion del contenedor menos la aceleracion
de la gravedad.

Ja ~ 7 — 9

Esta aceleracién aparente tiene sentido contrario a la gravedad en el régi-
men activo proporcionando una fuerza que hace que los granos suban cerca
de las paredes y caigan en avalanchas por el talud que se forma (ver figura
1.3 (a)).

El conocido como “grupo de Chicago” publicé en 1995 [14] resultados
experimentales utilizando técnicas de resonancia magnética nuclear que de-
mostraban que era la existencia de paredes laterales las que provocaban el
movimiento convectivo (ver figura 1.3 (b)). Otros trabajos como el de H.J.
Herrmann [15] demuestran numéricamente que incluso para granos ideales
sin friccion se encuentran patrones convectivos en un medio granular vibrado
verticalmente (ver figura 1.4).
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Figura 1.4: Campo de velocidades de un medio granular bidimensional vibra-
do verticalmente. (a) Cuando los granos tienen rozamiento. (b) Cuando no
tienen rozamiento [15]. Se puede observar que el tamano de las estructuras
convectivas es menor en el caso sin rozamiento.

1.4.2. Influencia de aire en el movimiento convectivo

C. Laroche y sus colaboradores estudiaron la deformacién de la superficie
libre al vibrar sinusoidalmente un medio granular [16]. Ademds observaron
que a presiones del orden de 10~ Torr desaparecia dicha deformacién. Este
hecho senala indirectamente a la presencia de un gas ambiente residual como
causante del movimiento convectivo. Para estos autores la friccion de los
granos proximos a la pared hace que cambie la fraccion de compactacion
en esta regién. Consecuentemente la porosidad del medio granular (facilidad
con la que el aire puede permear a través de él, ver seccién 3.2.1) cerca de
la pared es mayor que en regiones alejadas de la pared. Cuando I' > 1 la
capa granular puede comenzar un vuelo libre. Durante la porcién del ciclo de
vibracion en la que el medio se aleja de la base los granos proximos a la pared
son arrastrados por rozamiento formando un “gap” entre la capa de granos
y la base. Este se llena del gas atmosférico a través de la regién cercana a
la pared lateral, en la que la porosidad es mayor. El flujo del gas entrante
arrastra ademas los granos hacia abajo.

Cuando el estrato granular comienza a caer, son los granos proximos a
la pared los que primero lo hacen, ya que han sido arrastrados hacia abajo
anteriormente, formando un regién sélida (no fluidizada). Esta region avanza
dentro del medio como un frente de compactacion que obliga a desviar la
trayectoria de los granos de la region fluidizada hacia el centro de la capa
granular (ver figura 1.5). La forma del “gap” es inhomogénea, ya que su
espesor es menor cerca de las paredes laterales y mayor en el centro de la
capa. Ademas, el gas atmosférico encerrado tiende a salir por el centro de la
capa por estar esta zona todavia fluidizada (la porosidad es mayor que en la
region sélida) arrastrando los granos hacia arriba.

Después de un ciclo de excitacion los granos cerca de las paredes han sido
arrastrados hacia abajo y los que estan en el centro de la capa granular hacia
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Figura 1.5: La parte sélida avanza en el medio granular como un frente de
compactacion formando un talud sélido que desvia el flujo de particulas de
la zona fluidizada hacia el centro de la capa [16].

arriba, formando asi un rollo convectivo (ver figura 1.2).

1.4.3. Conveccidon térmica.

Mediante analogias con sistemas hidrodinamicos, muchos autores han in-
tentado construir un marco formal donde interpretar los comportamientos a
gran escala de los medios granulares. Se han desarrollado distintos modelos
en torno a al concepto de la temperatura granular.

Esta se suele definir a partir de la energia cinética de los granos en la
capa granular, al igual que se hace en la teorfa cinética de gases [17]. En
este tipo de modelos la manera en se que suministra energia a las particulas
es mediante una pared térmica, la cual aumenta la velocidad de un grano
cuando choca con ella. La energia se difunde en el medio mediante choques
entre granos generandose asi un gradiente de temperatura granular desde la
pared térmica hacia el interior del medio.

Este tipo de teorias se suelen utilizar en el estudio numérico y tedrico de
medios granulares diluidos, en los que existen pocas particulas, prediciendo
cualitativamente bien cudl va a ser el comportamiento del medio granular
[18].

En el problema convectivo es necesario que aparezca en el medio un gra-
diente negativo de temperatura granular y variaciones en la fracciéon de com-
pactacion, de manera similar a lo que ocurre con la temperatura y la densidad
en la conveccion de fluidos. R.D Wildman et al. utilizando técnicas de emision
de positrones [19], midi6 el campo de velocidades y la fraccién de compacta-
cién (ver figura 1.6) en un medio granular, confirmando las hip6tesis tedricas
que fundamentan los modelos hidrodinamicos.
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Figura 1.6: (a) Perfil de la compactacion y (b) campo de velocidades para
un cilindro en tres dimensiones promediando en el angulo azimutal utilizando
técnicas de emisién de positrones [19)].

1.5. Inestabilidades espaciales y temporales

Al excitar un material granular, ya sea mediante “taps” o vibracion sinu-
soidal, el sistema puede sufrir una rica variedad de inestabilidades mas alla del
umbral convectivo. En 1989 S. Douady et al. mostraron experimentalmente
que a partir de un cierto valor critico de la aceleraciéon adimensional, I'., el
sistema sufre una bifurcacién por duplicacién de periodo, esencialmente igual
a la que sufre un cuerpo sélido sometido a vibracién [20]. Las propiedades de
disipacion de un medio granular lo convierten en un cuerpo perfectamente
ineldstico (ver seccién 1.2.1). Un modelo sencillo, conocido como modelo de la
bola inelédstica ha sido utilizado tanto para estudiar la dindmica temporal de
capas granulares delgadas, que no presentan conveccién aunque si formacién
de estructuras en su superficie [11], como la dilataciéon de una capa gruesa
de material granular [21].

Ademas, como el sistema se encuentra espacialmente extendido también
puede presentar inestabilidades espaciales asociadas a ruptura de simetria
traslacional entre diferentes regiones, cuya frontera se conoce como un “kink”
[11].

1.5.1. Inestabilidades temporales. Modelo de la bola
inelastica

Como hemos dicho anteriormente, las inestabilidades temporales que apa-
recen en un medio granular vibrado verticalmente se pueden describir con el
modelo de la bola ineldstica (en adelante lo llamaremos IBBM de las siglas en
inglés Inelastic Bouncing Ball Model). Este modelo fue usado por primera
vez por E. Fermi en un contexto completamente distinto al de los medios
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Figura 1.7: Esquema del IBBM. En azul estd representada la posicién de
la base y en rojo la de la bola inelastica. La linea discontinua representa
la amplitud a la cual la base tiene una aceleracién igual a —g. (a) La bo-
la realiza un vuelo parabdlico durante un tiempo 7. Choca contra la base
inelasticamente permaneciendo en reposo sobre ésta. (b) En este caso tras
un primer vuelo de duracion 7; la bola choca ineldsticamente contra la base
en un instante que la aceleraciéon de la base es menor que —g, iniciando un
segundo vuelo cuya duracién es 7.. Tras un segundo choque inelastico la bola
se queda pegada a la base.

granulares (para estudiar el origen de la radiacién césmica [22]), siendo am-
pliamente estudiado dentro del contexto de la dindmica no lineal y el caos
(ver referencias [23], [24] [25] y [26]) en el dltimo cuarto del siglo pasado.

El modelo consiste en una bola inelastica colocada sobre una base que
vibra sinusoidalmente. Cuando la aceleracion de la base es igual a la grave-
dad?, —¢ , la bola se despega iniciando un vuelo parabdlico. Finalmente la
bola termina el vuelo en una colisién completamente ineldstica con la base.
Tras la colisién la bola puede quedar de nuevo pegada a la base (ver figura
1.7 (a)) si la aceleracion de ésta en la colisién es mayor que la gravedad o
iniciar otro vuelo parabdlico (ver figura 1.7 (b)) en caso contrario.

A continuacién vamos a describir detalladamente la secuencia temporal
de la dindmica de la bola completamente inelastica.

2Hacemos notar que hemos elegido la gravedad con sentido negativo, siendo la acelera-
cién de la gravedad -9.81 ms—2
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Despegue

En el instante, ¢y, en el que la aceleracion de la base vibrante es igual a
la gravedad, —g, la bola se puede despegar de la base.

2(t) = Asin(wt) { avt()t):zZt()t):—ﬁzgos?g(ji)t) (1.2)
alte) =—g = —g=—Aw’sin(wty) (1.3)

A partir de la definicién de la aceleracién adimensional en el caso de
vibracion sinusoidal (1.3), el instante en el que la bola inicia inicia el vuelo

es )
to = —arcsin(I'"™1) (1.4)
w

Vuelo parabdlico

El movimiento que inicia la bola tras despegar de la base es un vuelo
parabdlico ya que se encuentra sometida a la gravedad.

z(t —to) = 20 + vo(t — to) — %g(t—to)2 (1.5)

Siendo zy y vg la posicion y velocidad inicial de la base en .

{ 2 = Asin(wty) = AT = %

vy = Aw cos(arcsin(I'1)) (1.6)

Si ahora sustituimos (1.6) en (1.5) obtenemos la ecuacién para la posicién de
la bola durante el vuelo en funcién de los pardmetros de la vibracién.

z(t —tg) = % + Aw cos(arcsin(T™1))(t — to) — %g(t —to)? (1.7)

Reescribiendo (1.7) términos de la fase de vibracién, ¢ = wt.
P 1
2(6— d0) = [+ Teos(aresin(T))(6 — ¢0) = 5 (0= 60)’)  (18)

Colision con la base

Podemos calcular® la fase en la que la bola cae sobre la base, ¢*, igualando
las expresiones para la posicion de la base (1.2) y la de la bola (1.8).
1
2
3Hacemos notar que (1.9) es una ecuacién transcendente. Para resolverla hemos utili-
zado métodos numéricos.

['sin(¢*) = 1 + I'cos(arcsin(T)) (¢* — ¢o) (¢* — ¢o)? (1.9)




1.5 Inestabilidades espaciales y temporales 13

Tras la colision inelastica, la bola pierde toda su energia y queda pegada
a la base. En funcién de la aceleracién de la base , a(¢*), puede ocurrir:

a(¢*) > —g Permanece pegada a la base hasta que de nuevo la aceleracién
de ésta sea mayor que la de la gravedad iniciando otro vuelo parabdlico
(ver figura 1.7(a)). El tiempo de vuelo, 7, en este caso es

r==(6" - 60) (1.10)

a(¢*) < —g La bola puede, inmediatamente tras la colisién, iniciar un nuevo
vuelo con posicion y velocidad inicial igual a la posiciéon de la base en
el golpe, ¢f (ver figura 1.7(b)).

vo = 2 cos(5)

Sustituyendo (1.11) en (1.5) e igualando a la posicién de la base, obte-
nemos la fase de esta segunda colisién, ¢*.

L - 1)

sin(¢") = sin(¢) + cos(95) (6" — 65) — 51

Siendo ahora 7

r= (6" 6) (113)

1.5.2. Diagrama de bifurcaciones en el IBBM

Hemos calculado el tiempo de vuelo, 7, de la bola inelédstica en funcion del
parametro de control, I'. El resultado de este calculo lo hemos representado
en la figura 1.8. Se puede observar que al aumentar I' aparece una bifurcacion
de tipo “saddle node” cuando 7 es igual al periodo de vibracién, 7. De todas
las trayectorias accesibles, el sistema elige la mas estable, que en este caso
corresponde a un vuelo de duracién igual a un periodo. Si aumentamos aun
mas I', aparece una nueva bifurcacion por duplicacién de periodo dando lugar
a una rama de vuelos largos y otra de vuelos cortos. La bola, tras realizar un
vuelo de duracion mayor que T, colisiona con la base vibrante en un instante
en que su aceleracién es menor que —g, iniciando inmediatamente después
otro vuelo de duracion inferior a T.
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Figura 1.8: Tiempo de vuelo en unidades del periodo de vibracién de una
bola completamente inelastica en funcién del parametro de control I' tras
cincuenta oscilaciones.

Llegados a este punto debemos hacer una matizacion: no es equivalente
variar la amplitud de oscilacion, A, o la frecuencia, w, para variar el parame-
tro de control, I' = AT‘UZ. En las expresiones para la posicion y velocidad
inicial del vuelo parabdlico (ver ecuaciones (1.6) y (1.11)) aparece una doble
dependencia en los pardmetros w y I'. Hemos elegido mantener constante w y
variar A para calcular el tiempo de vuelo en funcién del parametro de control
r.

A continuacién vamos a analizar en detalle el diagrama de bifurcaciones
de la figura 1.8 en funcion de T'.

0<T <TI?

Para estos valores del parametro de control la bola no puede despegar de
la base iniciando un vuelo libre porque en ningin instante la aceleracion de
la base es menor que —g. Por tanto el tiempo de vuelo, 7, es cero.

I°<r<rl

En este caso el tiempo de vuelo es tinico puesto que a(¢*) > —g para
todos los valores de I'.
Cuando I' =T'! el tiempo de vuelo es igual a un periodo. I'! corresponde
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a la primera regién de estabilidad [25] cuyo valor es

/ 1
Fi:Tr TL2+—2
s

Por encima de T'} el sistema sufre una bifurcacién de tipo “saddle node”
donde la rama estable corresponde a 7 = T'. El sistema evoluciona hasta
alcanzar esta rama ajustando la fase en la que empieza, ¢y, y termina el
vuelo, ¢*. De tal manera, que el tiempo de vuelo después de muchos ciclos
de vibracién tiende a 1" para todos los valores de I' en esta region.

['? corresponde al primer punto fijo del modelo [27] cuyo valor es

/ 4
Fg:W TL2+—2
s

Para estos valores del parametro de control, la bola, tras despegar en
¢p realiza un vuelo largo porque su duracién, 7;, es mayor que un periodo.
Cuando choca con la base en ¢}, su aceleracion satisface

a(dy) < —g (1.16)

pudiendo iniciar inmediatamente otro vuelo corto de duracién, 7., esta vez
inferior al periodo. Aparece entonces una bifurcacion en el tiempo de vuelo
por duplicacién de periodo.

Puesto que el vuelo corto empieza inmediatamente después de terminar
el largo (para no inducir a error con la notacién) utilizaremos ¢. = ¢; para
denotar la fase inicial donde empieza el vuelo corto y ¢; = ¢y para la fase
inicial del vuelo largo.

La bifurcaciéon por duplicacién de periodo se debe a que la velocidad
inicial del vuelo largo, v; = v(¢;), es mayor que la velocidad inicial del vuelo
corto, v. = v(¢.). Esta afirmacién es sencilla de demostrar puesto que 7; > T,
entonces

= 3,2969 (1.14)

n=1

Il <I <TI2

— 3,7242 (1.15)

n=1

r2«<r

be =] = Po+wn =¢+wn = ¢, (mdd27) > ¢ (mdd 27w) (1.17)

Es conocido que cuando la funcién seno es creciente, la funcién coseno es
decreciente y viceversa. A partir de la figura 1.7 sabemos que

%sin(gb) b o >0 = cos¢; > cos o, (1.18)
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usando entonces la ecuacién 1.11, se deduce
v > e (1.19)

Por tanto, la altura maxima que alcanza la bola en el vuelo parabdlico,
relativa a la posicién inicial, es mayor en el primer vuelo largo, 2"**, que en
el segundo corto, A"**,

29

mazr __

S N (1.20)

y por tanto
T > Te (121>

Al aumentar mas el pardmetro de control, I', 7; crece y 7. disminuye si-
multdneamente. De esta manera la rama inferior de la bifurcacion (la de los
vuelos cortos) se hace cero, quedando sélo la rama superior (la de los vue-
los largos). Para valores todavia mayores de I aparecen nuevas bifurcaciones
cuando 7 = 27" (no estan representadas en la figura 1.8).

En el siguiente capitulo vamos explicar el método experimental que he-
mos utilizado para medir el tiempo de vuelo de una capa granular vibrada
verticalmente. Este experimento no es el tinico que hemos realizado, puesto
que hemos obtenido la trayectoria resuelta en el tiempo de los granos proximo
a las paredes para intentar dilucidar el origen del movimiento convectivo.



Capitulo 2

Sistema Experimental

El experimento que hemos realizado consiste en someter un medio granu-
lar a una vibracién vertical. El medio granular utilizado son bolas de vidrio
en un recipiente cilindrico (ver figura 2.1) que hemos agitado con un vibrador
electromagnético. En este sistema hemos realizado dos tipos de mediciones
(ver esquema del experimento en la figura 2.2). La primera consiste en hallar
el tiempo de vuelo de una capa granular a partir de la de aceleracién medida
en la base del recipiente. En la segunda obtenemos la posicion resuelta en
el tiempo de los granos cerca de las paredes usando la técnica de particle
tracking con secuencias de imagenes grabadas mediante una camara rapida.

2.1. Medio granular

Como medio granular hemos utilizado del orden de 10* bolas de vidrio
de aproximadamente 0.5 mm de diametro. Es necesario utilizar tan elevado
nimero de particulas en el experimento para que se manifieste un movimiento
colectivo del medio granular.

Para asegurarnos cierta uniformidad en el tamano de las bolas, las hemos
cribado entre dos tamices cuyas luces de malla son 400 gm y 560 pm, tomando
la precaucién de realizar este proceso con la suficiente antelacién a cualquier
experimento para evitar la electricidad estatica generada en el tamizado. A
partir de medidas de su tamano hechas con una lupa binocular obtenemos un
didmetro de 0,43 £+ 0,06 mm siendo entonces la polidispersidad en tamanos
del 14 %.

La forma de las bolas es mas parecida a un elipsoide de revoluciéon que
a una esfera. Sin embargo, medidas similares a las de nuestros experimento
hechas con arena han proporcionado los mismos resultados. Por tanto la
polidispersidad en forma y tamano no parece que sean parametros relevantes
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Medio
ganular

Base de

Figura 2.1: Imagen del recipiente, con una capa de medio granular, unido al
vibrador . A la derecha se puede observar el acelerémetro.

en el experimento.
La geometria de la capa de material granular la caracterizaremos por la
altura de la capa, h, normaliza al didmetro de una bola, d,

N =h/d

El rango explorado va desde N = 20, que corresponde a 30 g de material
granular, hasta N = 100, que corresponde a 150 g.

2.2. Sistema mecanico y vibrador

Como recipiente hemos utilizado un cilindro de vidrio (borosilicato) para
reducir la carga electrostatica generada por el rozamiento de las bolas con el
contenedor. El didmetro exterior es de 60.0 mm, el interior de 51.6 mm y la
pared tiene un espesor de 4.2 mm. La base es un disco del mismo material y
tiene un espesor de 3 mm. La altura del contenedor cilindrico la variamos en
funcién de la altura de la capa de granos para reducir resonancias inducidas
por la vibracién en el sistema. Hemos utilizado un altura maxima de 80 mm
y una minima de 30 mm (ver figura 2.1). Con la intencién de reducir la
carga electrostatica generada hemos rociado con un espray antiestatico el
contenedor.

La base del contenedor y la pared cilindrica estan pegadas entre si utili-
zando un pegamento de cianocrilato. A su vez, base y pared estan pegadas
a una placa de aluminio que se sujeta al vibrador mediante tornillos. Es
muy importante que el contenedor de vidrio y la base de aluminio estén bien
centrados para evitar resonancias al ser vibrados.

Una vez preparada la celda de conveccion la agitamos verticalmente con
un vibrador electromagnético (Tira Vib 52110, V en el esquema de la figura
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Figura 2.2: Esquema del montaje experimental

2.2). Este instrumento es capaz de suministrar una aceleracién de quince
veces la aceleracién de la gravedad a una masa de 1 kg con una distorsion
menor del 1% y una aceleracién transversal residual de menos de 0.05 g. Para
asegurarnos que el sistema estd alineado con la direccion de la gravedad, lo
nivelamos con una precision de £0,2°.

El vibrador se comanda con un generador de funciones (Stanford Research
DS345, GF en el esquema de la figura 2.2) mediante una senal sinusoidal de
frecuencia 110 Hz y amplitud variable. Hemos seleccionado este valor de
frecuencia para evitar ruidos introducidos por la red eléctrica (multiplos de
50 Hz) y la aparicién de otras inestabilidades como la formacion de patrones
en la superficie del material. Experimentos previos [28] han demostrado que
en el rango de frecuencias entre 80 Hz y 300 Hz el comportamiento de la capa
granular es cualitativamente similar.

Disponemos de un equipo para realizar vacio dentro de la celda de con-
veccion, a la que anadimos un tapa perforada (no aparece en la figura 2.1). El
equipo estd compuesto por una bomba rotatoria (Edwards ED50) que alcan-
za un valor minimo de 1072 Torr y un Piranni (Edwards M7B C024-17-000)
para medir la presién dentro del sistema (BV en la figura 2.2).

2.3. Sistema de medida

Para medir la amplitud que suministra el vibrador hemos utilizado un
acelerémetro (Endevco 256-100, A en el esquema de la figura 2.2), con sen-
sibilidad nominal de 100 mV/g.

El acelerémetro lo fijamos con cianocrilato a la base de sobre la que
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estd pegada la celda de borosilicato (ver figura 2.1). Hemos elegido el ciano-
crilato por se un pegamento muy rigido que no distorsiona la medida de la
aceleracion.

Registramos la senal de aceleracién conectando el acelerémetro (previa
etapa de amplificacién que no mostramos en el esquema de la figura 2.2)
a un osciloscopio digital (Hewlett-Packard HP54510, O en el esquema de la
figura 2.2). Con este instrumento también registramos la senal sinusoidal que
produce el generador de funciones para alimentar el vibrador.

El nivel de vacio lo medimos a partir de la senal eléctrica que devuelve
el Piranni. Para ello usamos un multimetro (Hewlett-Packard HP 3478A, M
en el esquema de la figura 2.2). Esta senal va desde 0 mV cuando P = 760
Torr hasta 500 mV cuando P = 102 Torr.

El generador de funciones, el osciloscopio y el multimetro estan conectados
mediante un bus GPIB a un ordenador (PC en el esquema de la figura 2.2).
De esta manera podemos adquirir datos y controlar todos los instrumentos.

Gracias a la colaboracién con Jean-Francois Boudet, Hamid Kellay y Ya-
cine Amorouchene en el CPMOH de la Universidad de Burdeos, realizada en
el marco de una Accién Integrada, tuvimos a nuestra disposicién una cdmara
alta de velocidad (Motionscope Redlake, C' en el esquema de la figura 2.2).
Utilizando un macro pudimos grabar la posicion de los granos préximos a la
pared lateral de la celda a 1000, 2000 y 4000 imagenes por segundo.

2.4. Medida del tiempo de vuelo

Tal como se indico en el capitulo de introduccién, una capa granular sufi-
cientemente gruesa se puede considerar un medio completamente inelastico.
Cuando la aceleracién adimensional de la excitacién, I', es mayor que uno,
la capa puede realizar un vuelo parabdlico durante un tiempo 7. Nuestro
objetivo es medir experimentalmente este tiempo de vuelo.

Observaciones experimentales demuestran que la senal de la aceleracion
en la base de la celda medida con el acelerémetro, cuando I' < 1 es perfec-
tamente sinusoidal. Pero al incrementar el parametro de control aparece un
pequeno pico para I' > 1 (ver figura 2.3). Este pico es debido a la colision
entre la capa y la base de la celda cuando la capa aterriza al terminar el
vuelo. Midiendo la fase en la que se produce la senal del impacto, podremos
conocer el tiempo de vuelo.
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Figura 2.3: Aceleracién medida en la base del contenedor. El medio granular
tiene una altura de N = 33 (m = 50g) y I' = 3,31. Las flechas senalan el
instante donde aparece el pico causado por la colision.

2.4.1. Adquisicion de datos

Para medir la fase del impacto registraremos la senal de aceleracién que
medimos con el acelerémetro. El proceso de adquisiciéon es el siguiente:

= Con el generador de funciones introducimos en el vibrador una senal
sinusoidal con frecuencia 110 Hz y una cierta amplitud que determina
el valor de I'.

» Esperamos aproximadamente quince minutos a que el sistema se esta-
bilice.

» Utilizando el osciloscopio, registramos la senal del acelerémetro durante
un tiempo que abarca mas de tres periodos de oscilacién (ver figura 2.3).

Al estar tanto el osciloscopio como el generador de funciones conecta-
dos a un ordenador, hemos elaborado un programa de control y adquisicién
de datos que automatiza el proceso de medida. De esta manera podemos ir
barriendo automaticamente la amplitud de la oscilacién y registrar la acele-
racion de la manera indicada.
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Figura 2.4: Senal de la aceleracién medida en la base de la celda antes (a) y
después (b) de la duplicacién de periodo. Arriba estd representada la senal
medida, a(t), en azul y el ajuste, a*(t) en rojo. La linea discontinua hori-
zontal representa —¢g y los circulos marcan el momento donde la senal de
la aceleracién es —g. Abajo en azul esta representada la diferencia entre la
senal medida y el ajuste, 6(¢). En verde aparece la senal filtrada que queda
por debajo del umbral y en magenta la que queda por encima. Las estrellas
senalan el instante donde se produce la colision.

2.4.2. Analisis de los datos

Hemos analizado las senales de la aceleracion registradas en la base de la
celda. El andlisis lo hacemos con el siguiente procedimiento (ver figura (2.4)):

= Para obtener una medida precisa de la amplitud, A, y la frecuencia de
oscilacién, f, que nos permita conocer con exactitud el valor de la acele-
racion adimensional, I'; es necesario reconstruir la senal de aceleracion
que suministra el vibrador al medio granular.

Para ello ajustamos los puntos de la sefial medida (en azul en las gréficas
superiores de la figura 2.4), excluyendo a los picos debido al impacto
de la capa con la base del contenedor, a la siguiente funcion,

a*(t) = Ag + Asin(27ft + o) (2.1)

donde a*(t) es la senal reconstruida (rojo en las gréficas superiores de la
figura 2.4), Ag es cualquier offset que pudieran tener los instrumentos,
A la amplitud de la oscilacién, f la frecuencia de oscilacion y ¢q el
desfase que pueda tener la senal. En el ajuste todos estos parametros
son libres.
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= Con los parametros que hemos obtenido en el ajuste, Ay, A, f y ¢o,
calculamos la diferencia, §(t), entre la aceleracién instanténea, a(t), y
el ajuste, a*(t).

I(t) =a(t) —a*(t) = a(t) — (Ao + Asin(2w ft + ¢p)) (2.2)

Esta diferencia la hemos representado en azul en las graficas inferiores
de la figura 2.4.

» Suavizamos ||d(t)|| aplicando un filtro Butterworth de tercer orden que
representamos en las gréaficas inferiores de la figura 2.4 en verde y ma-
genta. La parte magenta representa la senal de impacto y se ha seleccio-
nado eligiendo los puntos del filtrado que han superado cierto umbral.

= Calculando el promedio de la senal de impacto, podemos determinar
con una precision del 3% el instante, t., donde ha ocurrido la colisién
entre la capa y la base. Hemos representado con estrellas en las graficas
inferiores de la figura 2.4 el instante donde se produce la colision.

= A partir de los datos experimentales determinamos en qué instante,
to, la aceleracion de la base alcanza el valor —g, que es el momento
en que la capa despega, iniciando el vuelo. También podemos obtener
to a partir de los parametros obtenidos en el ajuste, Ag, 4, f, v ¢o,

imponiendo la condicién a*(ty) = —g. Hemos representado con circulos
en las graficas superiores de la figura 2.4 el instante en el que la capa
despega.

» El tiempo de vuelo, 7, lo calculamos restando ambos tiempos,
T = tc — t()
antes de la bifurcacién de periodo, y como

{ Tlargo = te — 1o

Teorto = e — tlargo

tras la bifurcacion de periodo.

2.5. Medida de la posicion de los granos cerca
de las paredes laterales

Nuestro objetivo en este experimento es obtener el movimiento resuelto
en el tiempo de los granos que estan préximos a las paredes laterales de la
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Figura 2.5: Imégenes de los granos en la pared. A la izquierda aparece una es-
cala graduada para la conversién pixels-distancia. (a) Imagen que obtenemos
directamente del proceso de grabacién. (b) Una imagen filtrada y ecualizada.

celda cuando en el medio aparece un movimiento convectivo. Para ello hemos
utilizado técnicas de andlisis de imagen.

Por la propia naturaleza de los granos, al ser iluminados con un haz rasan-
te, los que estan préximos a las paredes laterales producen puntos brillantes.
Con la camara rapida, a la que hemos anadido un macro, grabamos la posi-
ci6én de los granos préximos a la pared (ver figura 2.5) a distintas velocidades
(1000, 2000 6 4000 imagenes por segundo) en un grabador de video comercial.

Utilizamos el mismo montaje experimental que hemos usado para me-
dir medir el tiempo de vuelo (ver seccién 2.4) con el fin de monitorizar la
amplitud de oscilacion.

2.5.1. Particle tracking

La técnica que hemos utilizado para obtener la posicion de los granos
resuelta en el tiempo a partir de las secuencias de imagenes se conoce como
“particle tracking”. Este tipo de técnicas de analisis estan disenadas para
seguir objetos en movimiento que aparecen a lo largo de una secuencia de
iméagenes; en nuestro caso la posicion de los granos proximos a las paredes
laterales de la celda cuando se encuentran en movimiento convectivo.

Hemos utilizado una variante especificamente pensada para medios que
estédn poco sembrados (aparecen pocas particulas en las imagenes) y el tiempo
de adquisicién entre imégenes (inversa de la tasa de adquisicién) es pequeno.

Previamente, es necesario digitalizar los videos. Utilizamos una tarjeta
digitalizadora de imagenes para obtener una pelicula en formato AVI. Poste-
riormente hemos extraido de la pelicula cada una de sus imagenes en formato
JPG, utilizando un software libre (VirtualDub).

Luego, en cada imagen seleccionamos la region de interés. Esa region la fil-
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Figura 2.6: Esquema del proceso de particle tracking. (a) Imagen en la que
seleccionamos un punto brillante. Aparece marcado con z. (b) Superponemos
dos iméagenes consecutivas. Los puntos brillantes de la primera imagen se
dibujan oscuros y los de la nueva imagen claros. La zona donde se superponen
aparece gris. (c) Seleccionamos el punto brillante que se superpone con el
etiquetado en la imagen anterior y de nuevo calculamos su centroide.

tramos utilizando transformada de Fourier en dos dimensiones para eliminar
el ruido de alta frecuencia y ecualizarla (ver figura 2.5).

Utilizando las herramientas del Image Processing Toolbox de MATLAB
hemos elaborado un programa para implementar esta técnica especifica de
“particle tracking” A continuacién explicaremos brevemente en qué consiste
este proceso.

= Una vez que ya tenemos la secuencia de imégenes, etiquetamos en la
primera imagen de la secuencia uno de los puntos brillantes que corres-
ponden a un grano y calculamos su centroide (ver figura 2.6 (a)).

= Como la tasa de sembrado y la de adquisiciéon son pequenas, una bolita
se ha movido, de imagen a imagen, una distancia menor que su didme-
tro. Por tanto los puntos brillantes en estas dos imégenes consecutivas
estan superpuestos. Asi podremos calcular el centroide del punto bri-
llante que se superpone con el etiquetado en la imagen en la imagen
anterior (ver figura 2.6 (b)).

= Realizando este proceso entre pares de imagenes consecutivas, obtene-
mos la posicion del centroide del punto brillante que etiquetamos en la
primera imagen a lo largo de toda la secuencia (ver figura 2.6 (c)).

De esta manera conseguimos medir la trayectoria resuelta en el tiempo
de de las bolas que estan proximas a las paredes laterales con una precision
del 5% del tamano del grano (ver figura 2.7).
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Figura 2.7: Coordenada vertical de la posicién de una bola préxima a la
pared lateral. Se puede apreciar que los granos presentan un movimiento
desdencente cerca de la pared.

En resumen,

1. A partir de la senal de aceleracién en la base del contenedor medida
con un acelerémetro, hemos obtenido el tiempo de vuelo de una capa
granular sometida a vibracién para valores del pardmetro de control, I,
mayores que uno . La estimacién del error cometido en estas medidas
es menor del 5 %.

2. Mediante una camara rapida hemos grabado el movimiento de los gra-
nos préoximos a las paredes laterales. Utilizando una técnica de particle
tracking hemos obtenido la posicion de estos granos resuelta en el tiem-
po. La estimacién del error cometido en estas medidas es aproximada-
mente el 10 % para una tasa de adquisicién de 2000 imdgenes/segundo
del 5% para 4000 imagnes/segundo.



Capitulo 3

Resultados

En este capitulo vamos a explicar los resultados que hemos obtenido al
tratar la capa granular como un sélido. En este marco estudiaremos el tiempo
de vuelo de la capa vibrada verticalmente y qué parametros experimentales
influyen en éste. Posteriormente compararemos nuestros resultado experi-
mentales con los obtenidos mediante el IBBM. Cuando tratemos la capa
como un medio discreto, analizaremos el movimiento resuelto en el tiempo
de los granos. Las medidas de las trayectorias de los granos resueltas en el
tiempo proporcionan el movimiento de un grano en un ciclo.

El tiempo de vuelo 7 lo expresaremos normalizado con la duracién de un
periodo T

3.1. Tiempo de vuelo

El experimento consiste en vibrar sinusoidalmente un medio granular
compuesto por al menos 10* particulas. Como ya explicamos en los capitulos
anteriores, cuando I' > 1 el medio granular se despega de la base del conte-
nedor e inicia un vuelo parabdlico. El vuelo termina cuando la capa colisiona
con la base, perdiendo toda su energia en la colisiéon, por lo que podemos
suponer el medio como un cuerpo inelastico.

Para explorar el comportamiento del tiempo de vuelo en funcién del
parametro de control variamos la amplitud, mantenido la frecuencia de 110
Hz constante. Con el fin de averiguar si existe histéresis en el fenémeno,
primero aumentamos la amplitud y después la disminuimos.

Como se puede apreciar en la figura 3.1 el tiempo de vuelo, 7, es cero para
valores de I' < 1. Al aumentar el parametro de control el tiempo de vuelo
también aumenta monotonamente hasta que para I' = 4,8 £ 0,1 aparece una
bifurcacién por duplicacién de periodo cuando el tiempo de vuelo es igual
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Figura 3.1: Tiempo de vuelo de una capa granular de altura N = 20. Las
barras de error son del tamano de los puntos.

al periodo de vibracion. A partir de este valor existen dos tiempos de vuelo
distintos para cada I'. La capa se despega cuando la aceleracién de la base
es —g, realizando un vuelo que es mas largo que un periodo de vibracién;
al terminarlo la aceleracion de la base es menor que —g, de tal manera que
la capa despega nada més chocar con el contenedor, realizando un segundo
vuelo, esta vez mas corto que un periodo. Que el segundo vuelo sea mas
corto que el primero se debe a que la velocidad con la que la capa se despega
de la base tras la colision es menor que cuando inicia el primer vuelo. Al
aumentar I' aun maés, la rama superior de la bifurcacién -la que corresponde
a los vuelos largos- se satura, al igual que la rama inferior (vuelos cortos). Se
puede apreciar también que a pesar de que hemos explorado los valores de 7
aumentando y disminuyendo la amplitud de vibraciéon no aparece histéresis
en el tiempo de vuelo.

Los mayores valores del parametro de control que hemos explorado corres-
ponden a I' = 6,5. Cuando el pardmetro de control es mayor que este limite
eventualmente puede aparecer una bifurcacion de tipo espacial, desarrollando
dos rollos convectivos longitudinales en lugar de uno toroidal [28]. El movi-
miento de cada rollo esta en oposicién de fase, es decir, mientras que un
rollo esta haciendo un vuelo largo el otro hace uno corto, y viceversa. Por
esta razon la informacién del instante en que cada rollo colisiona con la base
aparece mezclada, siendo imposible obtener medidas del tiempo de vuelo de
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Figura 3.2: Tiempo de vuelo para distintas alturas de la capa granular: rojo
N =20, verde N = 33, y azul N = 100. Las barras de error son del tamano
de los puntos.

cada rollo a partir las senales de aceleracién de la base.

3.1.1. Influencia del espesor de la capa

Hemos realizado una serie de experimentos variando el espesor de la capa.
Las alturas analizadas han sido N =20 (m =30g), N =33 (m=50¢g)y
N =100 (m = 150 g). El procedimiento que hemos seguido para obtener los
datos experimentales es idéntico al del apartado anterior.

Como se puede apreciar en la figura 3.2, el comportamiento cualitativo
del tiempo de vuelo en funcién del parametro de control es el mismo para
los tres espesores estudiados: el tiempo de vuelo aumenta al aumentar el
parametro de control y aparece una bifurcacion por duplicacion periodo en
I' ~ 5, dando lugar a una rama de vuelos largos y otra de vuelos cortos que
tienden a saturararse. En ninguno de los tres casos hemos observado efectos
de histéresis al variar la amplitud de vibracion.

Cuando la capa es suficientemente alta (N = 100) hemos conseguido
aumentar [' mas alla del valor I' = 6,5, sin que observaramos para esta
altura la bifurcacion espacial.

Resulta claro de la figura, que a pesar de que el punto de bifurcacion
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Figura 3.3: Tiempo de vuelo para distintas condiciones de friccién entre las
paredes y los granos: rojo, celda de vidrio; verde, celda de acero con granos
pegados; azul, celda de acero pulido; y negro, granos con grafito. Las barras
de error son del tamano de los puntos.

sea esencialmente el mismo los tiempos de vuelo dependen de la altura de la
capa a uno y otro lado de la bifurcacion. Este comportamiento sugiere que
la altura de la capa modifica las condiciones en las que se realiza el vuelo,
aunque resulta desconcertante que estas diferencias desaparezcan en el punto
de bifurcacion.

3.1.2. Influencia de la interaccion entre particulas

Para estudiar la influencia de la interaccion de las particulas entre si y
con las paredes (denominaremos genéricamente a este efecto“rozamiento”)
introduciremos algunas modificaciones sobre el material granular y el conte-
nedor:

= Con la intencién de disminuir el rozamiento entre las bolas y las pare-
des, anadimos un 0,1 % en peso de polvo de grafito (30 um) a las bolas
como lubricante. Antes de realizar cualquier medida vibramos durante
50 horas los granos con el grafito para que el polvo se adhiera a los
granos y a las paredes de la celda.
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Figura 3.4: Tiempo de vuelo (en unidades del periodo) en presencia de aire
(puntos rojos) y en vacio (puntos verdes). (a) N = 20. (b) N = 33. Las
barras de error son del tamano de los puntos.

= Para aumentar el rozamiento entre las paredes y los granos hemos uti-
liza una celda cilindrica construida en acero inoxidable. El diametro de
la celda es de 51 mm y la altura de la capa N = 20. Primeramente
pegamos a las paredes del contenedor bolas de vidrio idénticas a las del
medio granular y rayamos la base para aumentar su rugosidad. Poste-
riormente, disminuimos el rozamiento rectificando y puliendo tanto la
base como la parte interior del cilindro.

En la figura 3.3 nos hemos centrado en el punto de la bifurcaciéon. El
comportamiento cualitativo del tiempo de vuelo en esta region sigue sien-
do similar en todos los casos. Se puede observar un pequeno retraso en los
tiempos de vuelo donde se ha aumentado la friccién, retraso que se hace
mas evidente para puntos posteriores a la bifurcacién. Al igual que antes no
hemos encontrado efectos de histéresis.

3.1.3. Influencia del gas intersticial

Para estudiar la influencia del gas intersticial en el medio granular reali-
zamos medidas del tiempo de vuelo haciendo vacio en el interior de la celda.
Previo a cualquier medicién practicamos el vacio durante 50 horas hasta al-
canzar un valor de aproximadamente 10~2 Torr; durante el resto del tiempo
que dura el experimento mantenemos este nivel de vacio.

Los datos experimentales del tiempo de vuelo para capas de alturas N =
20 (m=30g)y N =33 (m =50 g) los hemos representado en la figura 3.4.
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Como se puede apreciar el comportamiento cualitativo es ligeramente distinto
en presencia, o no, de aire. La observacion cuidadosa de los tiempos de vuelo
para I' > 1 muestra, que para el caso de vacio, los tiempos son mayores que
los correspondientes al caso en el que existe aire hasta valores del parametro
de control del orden de I' =~ 2,6. Sorprendentemente, por encima de este
valor los tiempos de vuelo son levemente menores en presencia de aire hasta
que se produce la bifurcaciéon. Mas alla de ella, la rama superior crece hasta
un cierto valor y después decrece hasta saturarse. También, al evacuar el
contenedor, la duplicacién de periodo aparece de manera brusca (como una
discontinuidad) en I" ~ 4, mientras que en presencia de gas ambiente lo hace
en ' ~ 5. En vacio tampoco aparece histéresis.

A la vista de los resultados experimentales se puede observar que tanto
la altura de la capa granular como la fricciéon afecta muy poco al tiempo de
vuelo del medio considerado como un sélido. Sin embargo, la presencia, o no,
de aire modifica el punto donde aparece la duplicacion de periodo, y afecta
de forma importante a las ramas de la bifurcacion.

3.2. Comparacion con el IBBM

Consideraremos en esta seccién al medio como un todo, independien-
temente de su naturaleza granular. Compararemos, entonces los datos del
tiempo de vuelo experimentales para la capa vibrada con aquellos obtenidos
a partir del modelo de la bola ineléstica.

Los tiempos de vuelo los hemos calculado resolviendo numéricamente las
ecuaciones (1.9) y (1.12), e imponiendo las condiciones de vuelo largo o corto
segun explicamos en la seccion 1.5.1. Este procedimiento lo hacemos iterando
cincuenta ciclos de vibracién las ecuaciones antes mencionadas con el objeto
de despreciar cualquier fenémeno de tipo transitorio que pudiera existir. Sélo
representaremos entonces los dos ultimos valores del tiempo de vuelo para
cada valor de I'. Después aumentamos el parametro de control y repetimos
el proceso.

Como se puede apreciar en la figura 3.5, existen varias diferencias entre
las predicciones del modelo y los datos experimentales que hemos medido.

1. Hasta I' >~ 2,5 los datos experimentales ajustan muy bien con los pre-
dichos por el modelo. Sin embargo, a partir de este valor los datos del
tiempo de vuelo medidos son menores que los calculados por el modelo.

2. El tiempo de vuelo medido crece mondtonamente justo hasta el punto
donde se produce la bifurcacién. No observamos en ninguno de los
casos estudiados una saturacién en el tiempo de vuelo para una region
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Figura 3.5: Tiempo de vuelo para una capa de altura N = 20 (rojo) y para
el IBBM (azul).

finita del parametro de control. En sintesis, en nuestro experimento no
aparece la bifurcacion “saddle node” predicha por la teoria (ver seccién
1.5.2).

3. El punto donde aparece la bifurcaciéon por duplicacién de periodo en
los datos experimentales, I'c;, ~ 5, es sistemdticamente superior al
predicho por el IBBM, I';gpy = 3,7242.

4. Las ramas de los vuelos largos y cortos se saturan, mientras que en el
modelo la que corresponde a los vuelo largos crece y la de los vuelos
cortos se hace cero. No tenemos acceso experimental a los tiempos de
vuelo para I' > 7 por aparecer una segunda bifurcacién espacial.

Intentaremos a continuacién modificar el IBBM introduciendo algunas
mejoras que permitan ajustar los datos con mayor exactitud. Las modifica-
ciones estan inspiradas tanto en las propiedades que tiene el material granular
(de las que carece el IBBM al suponer al medio como puntual) como de la
interaccién del medio con las condiciones de contorno. Consideraremos en-
tonces:

1. Existencia de gas intersticial.
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2. Presencia de los efectos de friccidn.

3. Duracién finita de la colisién capa-contenedor.

3.2.1. Existencia del gas intersticial

La primera modificacién serd anadir una fuerza de frenado debida a la
existencia de gas intersticial en el medio.

Para ello vamos a modelizar el medio granular como un pistén poroso
utilizando el modelo un modelo introducido por Kroll [29]. Segin este mo-
delo al vibrar verticalmente un medio granular podemos hacer las siguientes
hipétesis:

1. El medio se mueve como un pistén poroso.

2. La porosidad?!, ¢, es constante.

3. La colision entre el piston y la base es inelastica.

4. La friccidon del pistén con las paredes laterales es despreciable.

5. El aire, que se considera incompresible 2, puede permear a través del
piston segun la ley de Darcy:

o o(20) o

donde u es el flujo volumétrico de aire por unidad de area, x la permea-
bilidad del piston, P la presion del aire en el pistén, y z la coordenada
vertical.

Eligiendo el laboratorio como sistema de referencia, la posicién del piston,
2 es
7 =x+b=x+ Asin(wt + ¢p) (3.2)

donde x corresponde a la posicion del pistéon en un sistema de referencia
centrado la base de la celda, y b = Asin(wt + ¢y) es la posicién de la celda
(ver figura 3.6).

'Relacionada con la fraccién de compactacién en un medio granular, ¢ = % =1-¢
2Este modelo se puede mejorar suponiendo el aire como un gas compresible [30], puesto
que en el modelo de Kroll al terminar el vuelo del pistén la presién dentro de éste sufre una
discontinuidad. No hemos utilizado el modelo de gas compresible por la gran dificultad

computacional que supone implementarlo.
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Figura 3.6: Esquema del movimiento de un pistén poroso: x es la posicion
del pistén en el sistema de referencia de la celda, b = Asin(wt + ¢g) es la
posicion de la celda, P, es la presion atmosférica, P; la presion en el interior
del intersticio, y h la altura del pistén[31].

Cuando el piston esta en vuelo, las fuerzas a las que esta sometido son la
gravedad y la fuerza debida a la diferencia de presiones que soporta. De esta
manera la ecuacion de movimiento para el piston se escribe [31]:

A .
i+ (Po—P)—=-b—yg (3.3)

donde P, es la presion atmosférica, P; la presion en el interior del intersticio
que se forma entre el piston y la celda, y m la masa del pistén.
Como el aire se supone incompresible,

oP  P,—P,
0z h

(3.4)
donde h es la altura del piston. Entonces podemos reescribir la ley de Darcy
(3.1) como
Pa - R
— 3.5

Introduciendo (3.5) en (3.3), obtenemos una nueva ecuacién de movimien-
to

hA
i+ G = AL sin(wt + ¢p) — g (3.6)

meK
Para deducir la permeabilidad, x, de un medio granular formado por
particulas esféricas de didmetro d;, utilizamos el siguiente argumento: me-

diante analisis dimensional, y suponiendo al aire como un gas incompresible,
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el gradiente de presiones que aparece en la ley de Darcy (3.1) es proporcional
a
or uu

donde p es la viscosidad del aire y 7 la constante de proporcionalidad. Esta
constante aparece deducida en los textos de mecanica de fluidos [32]

(1 —¢)?

v =180 = (3.8)

siendo el factor 180 deducido empiricamente [33]. Por tanto, la permeabilidad

del medio granular es
d (¢
_ 3.9
" 180u(<1—so>2 (39)

Finalmente la ecuacion que representa la evolucion temporal de la posicion
del piston respecto de la base de la celda es

T+ B = f(t) (3.10)
donde

_ 180hA(1 — ¢)?u
N mdip3

g

; f(t)=Tgsin(wt+ ¢g) — g (3.11)

La ecuacién (3.10) representa el movimiento de un cuerpo sometido a la
accion de un frenado viscoso. Esta ecuacién la resolvemos numéricamente
con las condiciones (3.12), encontrando la solucién mostrada en la figura 3.7.

(h=20x10"3m
A=21x10"3m?
p=1—¢=041
pw=18x10"kgm2s!
m = 50 x 10~ kg

| dy =043 %10 m

= [=752s" (3.12)

Como se puede apreciar en la figura 3.7, la presencia de gas intersticial
retrasa el punto donde aparece la bifurcaciéon, aunque este retraso no es
suficiente para ajustar los datos obtenidos experimentalmente. Por otra parte
no se observa una saturacion de las ramas y ademas la regién de saturacion
en el tiempo de vuelo aumenta respecto de la predicha por el IBBM.
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Figura 3.7: Tiempo de vuelo para una capa de altura N = 33. En verde el
IBBM y en azul el IBBM modificado con la presencia de aire con 3 = 75,2 s~ 1.

3.2.2. Presencia de los efectos de friccion

Como ha sido demostrado en secciones anteriores, el tiempo de vuelo me-
dido experimentalmente, con o sin aire en la celda, es menor que el predicho
por el IBBM. Una manera de interpretar este retraso es considerar que sobre
la particula inelastica actiia una fuerza efectiva superior a la gravedad. Esta
fuerza tendria su origen en la friccién de los granos con la pared de la celda,
y en primera aproximacion la consideraremos independiente de la velocidad
relativa entre el medio y la celda. Hemos deducido empiricamente su valor
suponiendo que los tiempos de vuelo medidos experimentalmente son funcién
de un pardmetro I'cpet = #“i, donde gefer da cuenta de la fuerza neta que
actia sobre el material. El valor empirico de esta gravedad efectiva lo hemos
ajustado mediante la expresién:

Ger = ge™dT Y (3.13)

donde « es la constante que utilizaremos para ajustar los tiempos de vuelo.
Esta fuerza neta da lugar a dos efectos:

1. La nueva condicién para que la bola pueda despegar de la base es que la
aceleraciéon de ésta debe ser igual a la nueva gravedad efectiva —gefect-
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Figura 3.8: Tiempo de vuelo para unas capas de alturas N = 20 (verde), y
N = 33 (rojo). En azul el IBBM modificado con una gravedad efectiva cuya

constante o = 7,5 x 1073 s> m~1.

2. Durante el vuelo, la aceleracion que sufre la bola no es la gravedad,
SINO — e fect, auNque en cualquier caso el vuelo es de tipo parabdlico.

En la figura 3.8 hemos representado los puntos experimentales (calcu-
lando® el instante ¢, con Gefect, Ver seccion 2.4.1) del tiempo de vuelo para
capas de altura N = 20 y N = 33 junto con los tiempos de vuelo calcula-
dos en el IBBM modificado con la gravedad efectiva. Hemos elegido el valor
del pardmetro o« = 7,5 x 1072 s> m~! forzando en nuestro ajuste la coinci-
dencia en la abscisa del punto de bifurcacion numérico y experimental. De
la figura resulta claro que el ajuste se aproxima razonablemente a los pun-
tos experimentales, en especial debido a que el crecimiento de las ramas se
ve fuertemente amortiguado, aunque todavia se observa su divergencia, y
permanece la zona de saturacién.

3.2.3. Duracién finita de la colision

Si analizamos con detalle los datos de la aceleracion (ver figuras 2.3 y 2.4)
apreciamos que las colisiones de la capa granular tienen una duracién finita.

3Utilizar —gefect para detectar el instante donde la capa despega, to, apenas modifica
el tiempo de vuelo.
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Figura 3.9: Pico producido en la senal de aceleracién por una capa de N = 33
y I' = 3,31. La linea en rojo es el resultado del ajuste.

Podemos medir la anchura tipica de estas colisiones ajustando los picos que
aparecen en la senal de aceleracion a una lorentziana

2A w
T At —t.)? + w?

d(z) = do + (3.14)
donde ¢y es la altura mitad, A es el area bajo la curva, J. es la coordenada
del maximo de la curva, y w es la anchura a mitad de altura.

Hemos elegido una altura de capa (N = 33) y una aceleraciéon (I' =
3,31) que permitan apreciar nitidamente los picos producidos por la colision.
Estos datos los hemos centrado en el maximo del pico y normalizado con su
altura. Finalmente los hemos ajustado a una lorentziana dejando todos los
pardmetros libres (ver figura 3.9).

Si consideramos la duracién del choque, tcpoque, como la anchura a mitad
de altura de la lorentziana, a partir del ajuste obtenemos que tcpoque = W =
454+ 0,4 x 107* s. Con este dato podemos calcular el porcentaje del ciclo,
Otchoque, durante el cual la capa estd “chocando”:

Z':C oque
St ehoque = th — 0,049 = 0,004

Que la colisién entre la capa y la base se produzca de manera no ins-
tantanea (tchoque 7 0) podria alterar de forma significativa las predicciones
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del IBBM. En particular, la duracion finita del contacto tendra como conse-
cuencia inmediata una variacién, respecto del modelo original, de la velocidad
con que la particula inicia su vuelo después del choque (a partir del momento
en que el tiempo que el medio permanece en contacto con la base se haga del
orden de t.poque). Este efecto podria ser el responsable de que no se observe
la regién de saturacion previa a la duplicaciéon de periodo. Para que exista
esta region es necesario que aparezca en los tiempos de vuelo un fenémeno
del tipo “critical slowing down”, es decir una convergencia lenta del tiempo
de vuelo a un periodo de oscilacion.

El fenémeno de “critical slowing down” consiste en un ajuste de la fase
donde empieza y termina un vuelo, de tal manera que al cabo de muchos
ciclos de vibracion el tiempo de vuelo tiende a un periodo de vibracion, 7. El
mecanismo por el que la fase se ajusta es asi. Para cualquier valor de I' de la
region de saturacion, todos los vuelos que puede realizar una bola terminan
en una fase en la que la aceleracién es menor que —g. Consecuentemente,
siempre que toma contacto la bola con la base puede iniciar inmediatamente
un vuelo. La duracién de estos vuelos serd mayor o menor que un periodo
segun sea la velocidad de la base cuando se produce la colisién. Supongamos
que se inicia un vuelo con cierta velocidad inicial, cuya duraciéon sea mayor
que T. El momento del aterrizaje (y del despegue que sigue inmediatamente)
tiene lugar en una fase de la vibracién en la que la velocidad (que es la
velocidad inicial del siguiente vuelo) es menor que la del vuelo precedente;
por tanto este vuelo tendra una duracién menor que T. Pero como el tiempo
que dura este vuelo es menor que 7, la velocidad inicial del siguiente vuelo
serd mayor que la del vuelo precedente y su duracién serd mayor que un
periodo. A un vuelo largo le sucede uno corto y viceversa, de tal manera
que los vuelos de duracién mayor que un periodo cada vez son mas cortos y
los de duracién menor que un periodo cada vez mas lagos. Asi, la velocidad
inicial de todos los vuelos converge a un unico valor. Esto se traduce en que
la fase donde termina un vuelo sea la misma que donde empieza (méd 27)
y por tanto la duracién de un vuelo después de muchos ciclos sea igual a un
periodo.

Si los choques entre la base y la bola no son instantaneos, el ajuste de
fase no se puede producir porque las velocidades iniciales no convergen y por
tanto la saturacién producida por el fenémeno de “critical slowing down” no
aparece. Para simular este resultado en el IBBM, vamos a sumar un ruido
blanco positivo o7 al tiempo de vuelo que calculamos. Este ruido esta acotado
por la duracién del choque, de tal manera que max(07) < tchoque-

Con los nuevos tiempos de vuelo, 7" = 7 + 07, verificamos la condicién
de que se inicie un nuevo vuelo:
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Figura 3.10: Tiempo de vuelo para una capa de altura N = 33 (puntos rojos)
y el IBBM modificado con un ruido blanco (puntos azules).

a(t*) < —g

Si se satisface esta condicién la bola puede iniciar un vuelo con una fase
inicial ¢f = ¢o + wT*, y si no la bola queda solidaria con la base hasta que
se verifique a(ty) < —g.

Hemos elegido sumar un ruido y no una cantidad constante porque su-
ponemos que la duracién finita del choque se debe a que el medio granular
no cae sobre la base de manera instantanea, sino que el choque tiene una
duracion finita debido al espesor de la capa; como el choque de los granos
individuales es desordenado (en la figura 3.9 es posible observar que después
de alcanzar el méximo, la curva converge de forma algo ruidosa a su valor
final), para simularlo se toma un ruido blanco.

En la figura 3.10 hemos representado el efecto que produce esta modifica-
cién en los tiempos de vuelo. Se puede apreciar que la tunica diferencia con los
calculados a partir del IBBM, sin modificar, es que no aparece la saturacion
debida a la bifurcacién “saddle node”.

Finalmente, es importante destacar también la existencia de un cambio en
la tendencia con la que crece el tiempo de vuelo al aumentar el parametro de
control. Como puede verse en la figura 3.11, para valores menores que I = 2,5
la predicciones del IBBM coinciden préacticamente con las determinaciones
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Figura 3.11: Tiempo de vuelo para una capa de altura N = 20 en presencia
de aire (puntos rojos), en vacio (puntos verdes), y para el IBBM (linea azul).
La posicion donde aparece el cambio de tendencia se marca con una linea
discontinua.

experimentales. Sin embargo por encima de este valor comienza un retraso
sistematico del tiempo de vuelo respecto del valor predicho por la teoria.

Este cambio se puede relacionar con el tiempo que dura la colision, ya que
la posicién en la que aparece corresponde a 1" — 2tcpoque ~ 0,97T. Podemos
suponer que la colisién produce en el medio granular una onda de compac-
tacion, y que el tiempo que tarda la onda en propagarse desde la base del
contenedor hasta la superficie libre es precisamente ¢.poquc. La onda se refleja
en la superficie libre recorriendo de nuevo el medio. Asi, el cambio de tenden-
cia coincide con el valor de I para el cual el tiempo que el material permanece
sobre la base se hace del orden del necesario para que se establezca una onda
estacionaria en el medio. La existencia de esta onda de compactacion durante
el vuelo podria cambiar suficientemente las propiedades del medio granular
[34] como para que el IBBM no describa adecuadamente su dindmica. Dada
la complejidad de este problema solo lo hemos mencionado aqui y sera objeto
de estudio futuro.
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Figura 3.12: Tiempo de vuelo para una capa de altura N = 33 (puntos rojos)
y el IBBM modificado por la presencia de gas intersticial, gravedad efectiva
y ruido en la fase de inicio (puntos azules).

3.2.4. Efectos combinados

Si introducimos simultdneamente en nuestras simulaciones numéricas to-
das las modificaciones que hemos expuesto anteriormente:

= Fuerza debida a la presencia de un gas intersticial.

= Gravedad efectiva debida a la friccién de los granos con las paredes
(a=75x10"3s*m™1).

» Ruido en la fase de inicio debida a la duracién finita de las colisiones.

podemos ajustar con razonable precision los datos obtenidos en el experi-
mento, como se puede apreciar en la figura 3.12, ya que los tiempos de vuelo,
tanto antes como después de la bifurcacién por duplicacién de periodo, son
aproximadamente iguales, y ademas el punto donde aparece esta bifurcacién
también coincide. Respecto a la saturaciéon debida a la bifurcacién de tipo
“saddle node”, no aparece en los calculos hechos en esta simulacién.
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Figura 3.13: Coordenada vertical de la trayectoria resuelta en el tiempo de un
grano proximo a la pared lateral de la celda. Los puntos azules representan la
posicién del grano, con circulos rojos estan marcados los maximos relativos y
con circulos verdes los minimos relativos. (a) Tasa de muestreo 4000 imagenes
por segundo y I' = 2/59. (b) Tasa de muestreo 2000 imédgenes por segundo y
I'=5,49

3.3. Trayectorias resueltas en el tiempo

En este apartado vamos a estudiar el movimiento de los granos individua-
les cuando el medio granular desarrolla un movimiento convectivo. Al vibrar
el medio con una aceleracion mayor que la gravedad, los granos bajan por
las paredes laterales y ascienden por el centro de la celda. El procedimiento
experimental que hemos seguido estd descrito en la seccién 2.5.

En la figura 3.13 aparece representada la trayectoria de un grano préximo
a la pared lateral para distintas amplitudes de vibracién. Se puede descom-
poner el movimiento en uno rapido, periédico, que tiene lugar en cada ciclo
de oscilacion, y otro lento, que es una deriva vertical de los granos.

Movimiento rapido El movimiento de los granos en cada ciclo de oscila-
cién es similar al del medio cuando se comporta como un solo cuerpo,
constando entonces de dos etapas. Desde que el grano aterriza en la ba-
se del contenedor (perdiendo toda su energia) hasta que la aceleracién
sea menor que —g, el movimiento del grano es solidario con la base.
Cuando la aceleracion alcanza el valor —g, el grano se despega e inicia
la segunda etapa, que es un vuelo durante el cual solo tiene contacto
con las paredes del contenedor y las demas particulas, pero no con la
base. Esta segunda etapa finaliza cuando el grano colisiona nuevamente
con la base. Cuando la amplitud de vibracién es tal que el sistema ha
superado la bifurcacion por duplicacién de periodo, el grano realiza un
nuevo vuelo (més corto que el anterior) inmediatamente después de la
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colision.

Debido a que la capa puede compactarse y descompactarse, podria
existir un desfase entre el movimiento de los granos y el del contenedor,
razon por la cual no se puede determinar con precision el momento del
despegue a partir de los datos experimentales, y de hecho puede diferir
ligeramente del instante en el que la aceleracion de la base es igual a

_g.

Movimiento lento Como se ve en la figura 3.13, los granos cerca de las
paredes tienen un movimiento neto descendente. Esta deriva se pone de
manifiesto en forma de movimiento convectivo. La velocidad de deriva
se puede obtener, por ejemplo, mediante un ajuste lineal de los puntos
de la figura 3.13.

3.3.1. Movimiento en un ciclo

Para una capa de altura N = 33 (m = 50 g) vibrada a I' = 2,59 (antes de
la duplicacién de periodo) hemos reconstruido el movimiento de los granos
durante un ciclo a partir de las mediciones de las posiciones de las particulas.
Se describe a continuacién el procedimiento empleado para el tratamiento de
los datos.

1. Comenzamos por obtener el instante del choque. A fin de tener més
precision en la eleccién de este instante ajustamos parabolas a los pun-
tos més proximos a izquierda y derecha de cada minimo (lineas verdes
en la figura 3.14). Tomamos como instante donde termina un vuelo,
t rin, €l punto donde se cortan las pardbolas (circulos verdes en la figura
3.14).

2. A partir del registro de la aceleracién para una capa de altura N = 33
obtenemos la fase, ¢*, en la que la capa choca. Esta fase la asociamos
al punto donde el grano termina el vuelo. Este instante nos sirve para
dividir el ciclo en dos intervalos temporales: uno desde que la fase de
la vibracién del contenedor es cero hasta el instante del choque, Atq,
y otro desde el instante del choque hasta que la fase del contenedor
vuelve a ser cero, Ats.

Atl = ¢*/w
AtQ - T—Atl

A la izquierda del minimo, seleccionamos los puntos de la trayectoria
de la particula que estan dentro del intervalo Aty, y a la derecha los
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que estan dentro del intervalo At,. La trayectoria de las particulas la
dividiremos en ciclos que van, pues, desde el momento en el que la fase
de la vibracién externa es cero hasta el siguiente paso por el cero. Es
decir, desde que la fase es cero hasta el instante del choque transcurre
un tiempo Atq, y desde el choque hasta que la fase pasa de nuevo por
cero transcurre un tiempo Ats. Un ciclo asi es el que se representa con
puntos azules en la figura 3.14.

Ademas, como conocemos el tiempo de vuelo de la capa, 7, de nuestros
experimentos, podemos saber en qué puntos el grano esta volando sin
mas que restar del instante del choque el tiempo de vuelo de la capa.
Estos puntos se marcan con circulos rojos en la figura 3.14.

3. Una vez la trayectoria dividida en ciclos, los agrupamos todos de tal
manera que coincidan los maximos de los vuelos (calculados a partir del
ajuste a una parabola). Luego se ajusta para la posicién del contenedor
un seno de manera que coincida el momento en el que acaba el vuelo
con la fase del choque medida en la senal de la aceleracion. Esto se
hace asi porque de todas las maneras que hemos probado es la que da
mejores resultados.

El resultado de estas operaciones se muestra en la figura 3.15. Se puede
apreciar en ésta, que el criterio que hemos seguido para acomodar los datos
a la posicion del contenedor es bastante correcto ya que aparecen muy pocos
puntos en los que los granos estan volando (circulos en rojo) adelantados o
retrasados respecto de la fase donde la capa granular inicia y termina el vuelo
(estrellas negras).

Otra observacién que podemos hacer es que los puntos experimentales
estan mas dispersos al final del ciclo que al principio. Esto es debido a que
los reacomodos que sufren los granos en el movimiento convectivo se ven
reflejados en la parte final del ciclo.

En lo que se refiere al vuelo que realizan los granos, éste difiere bastante
del que realiza una bola completamente ineléastica cuando estd sometida ex-
clusivamente a la gravedad. Se puede observar que los puntos aparecen por
debajo de la trayectoria predicha por el IBBM. Por esta razén, suponemos
que los granos son arrastrados hacia abajo por las paredes.

Este arrastre causa el movimiento lento de deriva, descendente, que apa-
rece como la diferencia de alturas Ah en la figura 3.15. Asi, la fuerza que
causa el movimiento convectivo es la que hace que los granos se muevan hacia
abajo en las paredes laterales. Vamos a intentar encontrar el origen de esta
fuerza de arrastre. Para ello, haremos dos ajustes con los puntos en los que
suponemos que los granos estan volando (circulos rojos en 3.15). El primero
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Figura 3.14: Detalle del movimiento resuelto en el tiempo. Los puntos que
no pertenecen al ciclo que elegimos aparecen representados en negro, los
puntos que pertenecen al ciclo que elegimos en azul, los puntos donde el grano
esta volando los rodeamos con circulos rojos, las pardbolas para detectar
donde termina un vuelo son las lineas verdes y los puntos donde terminan
los vuelos son los circulos verdes.

sera un ajuste a un vuelo parabdlico y el segundo a un vuelo amortiguado
por una disipacién viscosa.

Vuelo parabdlico

Este tipo de ajuste corresponde a un vuelo en el que el grano sufre una
aceleracion —g, (aceleracién ajustada a un vuelo parabdlico) que puede ser
distinta de la aceleracién de la gravedad. La trayectoria es entonces una
parabola

1
2(t) = 20 + vot — 59 t? (3.15)

donde zy y vy son respectivamente la posicion y la velocidad inicial. Los
valores de los pardametros después del ajuste son:

2 =282+0,3x103m
vo = 33,83 £0,17 x 103 ms™*
gp = 10,63 + 0,04 ms—2

Que g, sea mayor que g indica que puede existir una fuerza constante en la
direccion de la gravedad sumada a ella que arrastra los granos cerca de las
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Figura 3.15: Movimiento individual de los granos a lo largo de un ciclo de vi-
bracion. Los puntos azules representan las trayectorias resueltas en el tiempo
para varios granos. Los que estan rodeados por un circulo rojo son los puntos
de la trayectoria en los que los granos estan volando. La linea negra repre-
senta un ajuste de estos puntos a un vuelo parabdlico con aceleracién g, y la
linea amarilla representa un ajuste a un vuelo amortiguado. La linea verde
representa la trayectoria de un grano que sigue el IBBM. La linea azul repre-
senta la posicién de la pared lateral. Las estrellas negras muestran la fase,
calculada a partir del IBBM, donde la capa inicia el vuelo y la fase, medida
experimentalmente, donde la capa termina el vuelo.
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paredes. Si estimamos la velocidad a partir del ajuste parabdlico indicado,
en el instante que la aceleracién del contenedor es —g, obtenemos

a(t)) = —g = Z(ty) = vo — gpto = 27,7 x 10 ms ™!

que es ligeramente distinta de la que se obtiene a partir del IBBM, v(t) =
33,7 x 1073 ms~!.

Vuelo amortiguado

Hemos hecho un ajuste a un vuelo en el que existe una disipacion de
tipo viscoso. Este tipo de ajuste corresponde a un vuelo en el que el grano
sufre una aceleracion —g, (aceleracién ajustada a un vuelo amortiguado) y
un rozamiento que es proporcional a la velocidad. La ecuacion de movimiento
es en este caso:

24 02=—¢, (3.16)

donde (3 es una viscosidad efectiva. Hacemos notar que (8 no esta relacionada
con viscosidad debida al aire, sino mas bien a la dependencia con la velocidad
de la friccién de los granos en las paredes.

Al resolver la ecuacién (3.16) con condiciones iniciales 2(ty) = zo vy 2(to) =
Vo-

ot _ ol
z(t) = —M (e ’Bt—l)—g——i—zo (3.17)
B B
Al ajustar esta solucién a los datos experimentales, se tienen los siguientes
valores:

2=—06+6x10"3m
v =504+ 10 x 103 ms™!
Go = 12,77+ 0,07ms 2
3= 164571

De nuevo obtenemos que la aceleracién que resulta del ajuste, g,, es mayor
que g, pudiendo existir dos tipos de fuerza durante el vuelo del grano: una
fuerza constante en la direccién de la gravedad sumada a ella que arrastra
los granos cerca de las paredes, y otra de disipacion viscosa. Si estimamos la
velocidad en el instante del despegue a partir del ajuste para el instante en
que la aceleracion del contenedor es —g,

a(to)) =—g = Z(ty) = ga + vl gBto _ o _ 38,9 x 103 ms™*

g g

apreciandose de nuevo que es ligeramente distinta de la que se obtiene a
partir del IBBM.
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Finalmente, al representar estos dos vuelos junto a los datos experimen-
tales (ver figura 3.15) apreciamos que el amortiguado ajusta mejor que el
parabdlico con aceleracion g,. También hemos representado la prediccion del
IBBM sin ninguna modificacién para esta aceleracion.

En esta seccién hemos explicado como a partir de las grabaciones de los
granos préximos a la pared lateral del contenedor, hemos obtenido las trayec-
torias resueltas en el tiempo. Su analisis revela que estan compuestas por dos
movimientos distintos: uno rapido originado por la vibracion, y una deriva
lenta, consecuencia del rozamiento con las paredes, que da lugar a la convec-
cién. A partir de las trayectorias hemos construido un diagrama que muestra
el movimiento de un grano en un periodo de vibracion. Del ajuste a un vue-
lo parabdlico y a otro amortiguado resulta una gravedad efectiva mayor que g.

En resumen:

1. Hemos medido el tiempo de vuelo para una capa granular en distintas
condiciones experimentales. Hemos observado que la posicion de la du-
plicacién de periodo no varia al cambiar la altura de la capa granular,
o las condiciones de rozamiento de los granos entre si y con las paredes.
Sin embargo en vacio la posicion de la bifurcacién cambia. Independien-
temente de las condiciones experimentales, las ramas de la bifurcacién
se saturan.

2. Para que el IBBM se ajuste a los resultados experimentales, hemos in-
troducido modificaciones al modelo. Para implementar el rozamiento
de los granos con las paredes usamos una gravedad efectiva, la presen-
cia del aire la incorporamos asemejando el medio granular a un pistén
poroso mediante el modelo de Kroll, y la duracion finita de los golpes
la introducimos mediante un ruido blanco en la fase donde la capa ter-
mina el vuelo. Al utilizar todas estas modificaciones simultdneamente
recuperamos numéricamente los resultados que obtenemos experimen-
talmente.

3. Hemos obtenido y analizado las trayectorias de las particulas resueltas
en el tiempo antes y después de la duplicacién de periodo. A partir
de ellas hemos construido un esquema del movimiento de los granos
individuales en cada ciclo de vibracién. Ajustando a un vuelo parabdlico
y uno amortiguado hemos calculado la gravedad efectiva de los granos
cuando estan volando. En ambos casos la gravedad efectiva es mayor

que g.



Capitulo 4

Conclusiones

En este capitulo intentaremos dar una visiéon global de las conclusiones
parciales que hemos expuesto a lo largo de los capitulos anteriores. Ademés
propondremos futuras lineas de investigacion surgidas de a raiz de este tra-
bajo.

4.1. Tiempos de vuelo

Hemos medido el tiempo de vuelo de una capa granular gruesa al ser vi-
brada sinusoidalmente en la direccion vertical, siendo el parametro de control
la aceleracion normalizada con la gravedad, I', la cual variamos aumentando
o disminuyendo la amplitud de vibraciéon para una frecuencia constante. No
hemos encontrado histéresis en el comportamiento del medio granular.

Para valores de I" > 1, el tiempo de vuelo, 7, crece conforme aumenta I'.
Cuando éste es igual a un periodo de vibraciéon aparece una bifurcacién por
duplicacion de periodo. A partir de ahi, para un mismo valor de I' la capa
realiza un vuelo de duracion mayor que un periodo e inmediatamente después
otro de duracién inferior. Las ramas de la bifurcacion se saturan. El rango
que hemos explorado estd limitado por una segunda bifurcacién espacial: de
un rollo toroidal se originan dos rollos longitudinales que impiden medir el
tiempo de vuelo.

Hemos variado las condiciones experimentales esperando encontrar dife-
rencias significativas en el tiempo de vuelo. Los cambios que hemos realizado
son los siguientes.

Altura de la capa Al variar la altura de la capa granular no hemos en-
contrado diferencias apreciables en la posicion en la que aparece la
bifurcacién por duplicacion de periodo. Sin embargo encontramos que
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el tiempo de vuelo a ambos lados de la bifurcacion depende de la altu-
ra de la capa. Es de resenar que para capas suficientemente gruesas la
bifurcacién espacial no aparece en el rango explorado.

Friccion Al cambiar la friccion de los granos entre si y con las paredes tam-
poco hemos encontrado ninguna diferencia apreciable antes del punto
de bifurcaciéon. Estas diferencias se hacen notables en las ramas de la
bifurcacién, donde se puede observar un pequeno retraso en los tiempos
de vuelo al aumentar la friccion.

Vacio Al practicar vacio en el contenedor hemos encontrado que el valor del
parametro de control para el que aparece la bifurcacién por duplicacién
de periodo es menor que cuando en el sistema hay aire. También las
ramas de la bifurcacién tienen un comportamiento bastante diferente
cuando en el sistema existe un gas intersticial.

4.2. Modelizacién de los tiempos de vuelo

Por ser el medio granular fuertemente disipativo, hemos utilizado, como
primera aproximacién, el IBBM para describir la dinamica del sistema. Este
modelo predice el tiempo de vuelo de una capa granular vibrada con una
aceleracion adimensional I'. Cuando el tiempo de vuelo es igual a un periodo
de vibracién aparece una saturacién debido a una bifurcacion de tipo “saddle
node” en el que la fase se ajusta para que el tiempo de vuelo sea un periodo
por el fenémeno de “critical slowing down”. Tras esta regién aparece una bi-
furcacion por duplicacién de periodo, mas alla de la cual la rama de los vuelos
largos crece, dando lugar a otras bifurcaciones (que no hemos estudiado), y
la de vuelos cortos decrece haciéndose cero.

Al comparar los resultados experimentales con los calculados a partir del
modelo encontramos varias diferencias:

1. Para I" > 2,5 el tiempo de vuelo medido experimentalmente es menor
que el calculado.

2. El valor del parametro de control donde aparece la bifurcacién es mayor
que el predicho por el modelo.

3. No existe saturacion del tiempo vuelo por una bifurcacion “saddle
node” en los datos experimentales.

4. Las ramas de la bifurcacién obtenidas experimentalmente se saturan.
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Por tanto, el IBBM no reproduce exactamente la dinamica de una capa
granular vibrada verticalmente. Para intentar corregir el modelo y simular
nuestros resultados experimentales hemos hecho algunas modificaciones al
modelo.

Gas intersticial Para simular la existencia de un gas intersticial en el medio
granular hemos modelizado el medio granular como un pistéon poroso
usando el modelo de Kroll. Al introducir estos efectos, el punto don-
de se produce la bifurcacion se desplaza, pero no coincide el obtenido
experimentalmente.

Gravedad efectiva Empiricamente hemos introducido una gravedad efec-
tiva que es funcion de I' para intentar simular el rozamiento de la capa
granular con las paredes laterales del contenedor. Con esta modifica-
cién conseguimos mover el punto donde aparece la bifurcacién hasta el
valor que obtenemos experimentalmente pero no cambia la dinamica,
es decir, sigue apareciendo la bifurcacién “saddle node” y las ramas no
se saturan, de tal manera que los datos experimentales antes y después
de la duplicacion de periodo no coinciden con los calculados.

Duracién finita de la colisién Al incluir ruido en la fase en la que se pro-
duce el choque es posible amortiguar la regién de estabilidad de la bifur-
cacion de tipo “saddle node”. El comportamiento del tiempo de vuelo
calculado con esta modificacion sigue siendo el mismo que el calculado
a partir del modelo sin modificar. Ademas, al considerar la duracion
finita de los choques podemos explicar un cambio de pendiente en la
tendencia creciente del tiempo de vuelo.

Al simular la combinacién de estas tres modificaciones en el IBBM repro-
ducimos cualitativamente bien los resultados que obtenemos experimental-
mente del tiempo de vuelo.

4.3. Movimiento resuelto en el tiempo

El medio granular, al ser vibrado verticalmente, presenta un movimiento
convectivo: los granos bajan por la paredes laterales y ascienden por el centro
de la celda. Al estudiar las trayectorias resueltas en el tiempo de los granos
proximos a las paredes observamos dos comportamientos:

Movimiento rapido Los granos préximos a las paredes tienen una dinami-
ca similar a la de la capa granular considerada como un sélido a escalas
del tiempo de vibracion.
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Movimiento lento Aparece una deriva lenta de los granos. Esta deriva es
consecuencia del movimiento convectivo a escalas de tiempo mayores
que el tiempo de vibracion.

Al construir un esquema del movimiento de los granos préximos a las
paredes durante un ciclo de vibracion, apreciamos un arrastre respecto el
movimiento que realizaria un grano si la unica fuerza que actuase fuera la
gravedad. Para clarificar el origen de este arrastre hacemos dos ajustes dis-
tintos (trayectoria parabdlica y amortiguada) con los datos experimentales
cuando los granos estan volando. Ambos revelan que la aceleracién que sufren
los granos es mayor que la gravedad. El origen de esta fuerza extra, que se
suma a la gravedad y arrastra los granos cuando estos estan en contacto solo
con la pared lateral y otros granos, puede ser el rozamiento con las paredes
laterales.

Esta es una prueba de que las paredes son las causantes del movimiento
convectivo, arrastrando los granos hacia abajo; por conservacion de la masa,
éstos se mueven radialmente hacia el centro del contenedor y posteriormente
ascienden por él generando un rollo convectivo.

4.4. Futuras investigaciones

Son varios los aspectos que todavia no comprendemos suficientemente
bien y que pueden ser el objeto de futuras investigaciones.

Tamano y geometria de la celda Estos pueden ser factores que influyan
en el movimiento convectivo de la capa granular o en el movimiento de
ésta como un solido

Naturaleza del gas intersticial y tamano de los granos Es interesan-
te realizar medidas sistematicas del tiempo de vuelo con granos de
distintos de distintos tamanos para estudiar la influencia del gas in-
tersticial. Con el mismo objetivo, utilizar gases distintos al atmosférico
y con distintas presiones revelaran la influencia que tiene el aire en el
movimiento del medio granular como un solido.

Ondas de compactacién Hemos hecho la hipdtesis de que el cambio de
tendencia que observamos en los datos experimentales se debe a la
existencia de ondas de compactacion en el medio granular. Considerar
la existencia de estas ondas podria ser 1til para explicar por qué las pre-
dicciones del IBBM son tan distintas de los resultados experimentales
que obtenemos.
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Sin duda, la pregunta que queda sin responder es cémo se relaciona el
movimiento del medio granular como un sélido con el movimiento de los
granos en las paredes. La respuesta a esta pregunta puede clarificar aiin mas
el origen del movimiento convectivo en los medios granulares.
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