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Prdlogo

La formacién espontanea de estructuras es tan habitual a nuestro alrede-
dor que apenas nos sorprende. Basta observar un poco la naturaleza para
darnos cuenta de que se manifiesta en muy diversas situaciones y formas:
en las dunas en los desiertos, en las tormentas tropicales en forma espiral,
en las rayas de las cebras o en las manchas hexagonales de los leopardos,...
Resulta evidente que los procesos microscopicos que dan lugar a uno u otro
fenémeno son completamente distintos, puesto que su naturaleza lo es. Sin
embargo, estas estructuras comparten los mismos principios: se dan en sis-
temas fuertemente no lineales que reciben un aporte continuo de energia
y/o materia, es decir, se encuentran fuera del equilibrio. Del mismo modo
que los seres vivos se mantienen gracias al aporte de alimentos, las dunas
se forman por la accion del viento; y mientras que los fuertes gradientes de
presién y temperatura en la atmésfera dan lugar a las tormentas tropica-
les, en ciertas etapas de la morfogénesis los gradientes de concentracion de
morfogenes especificos producen la diferenciacién celular, la formacién de
los tejidos o los variados dibujos de la piel de muchos animales.

No resulta facil encontrar descripciones tedricas de estos comportamien-
tos, sobre todo por la idea, profundamente arraigada, de que las principales
caracteristicas de los fenémenos naturales se deben a procesos lineales, es
decir, que el todo es igual a la suma de las partes. Por ejemplo, en fisica
y matematicas se suponia que los efectos no lineales tan solo producian
pequenas correcciones al comportamiento lineal. Fue a principios del siglo
XX cuando H. Poincaré [1908] advirtié que no sélo producian correccio-
nes cuantitativas, sino que eran responsables de cambios cualitativos en
las soluciones. Su forma de pensar se centraba, no tanto en el calculo de
las trayectorias, como en el concepto de estabilidad, que A.M. Lyapunov
desarrollaria anos mas tarde. También advirtié que la sensibilidad a las con-
diciones iniciales podia conducir a la impredecibilidad de las trayectorias,



aun tratandose de sistemas deterministas. Hubo que esperar a que Lorenz
[1963] mostrara el ejemplo mds conocido de caos en un modelo simplificado
para describir la formacion de rollos de conveccién en la atmésfera.

Fl estudio unificado de los sistemas no lineales fuera de equilibrio co-
menzo6 en los anos cincuenta, gracias al desarrollo de la Termodindmica de
Procesos Irreversibles [Glansdorff & Prigogine, 1971; Nicolis & Prigogine,
1977] y de la Sinergética [Haken, 1977]. De acuerdo con estas descripciones,
mientras que en los sistemas de equilibrio cualquier fluctuacién se atenia
exponencialmente, el forzado externo de algtin pardmetro (un flujo de mate-
ria o la imposicién de un gradiente, por ejemplo) puede dar lugar a estados
completamente diferentes de los de equilibrio. El concepto fundamental es
el de inestabilidad (o bifurcacion en términos matematicos), por la cual el
crecimiento de perturbaciones infinitesimales da lugar a un nuevo estado
determinado por la dindmica no lineal.

Para ilustrarlo, consideremos un sistema de reactivos uniformemente

distribuidos. Si se encuentra aislado, el estado de equilibrio viene dado

por la ley de accién de masas 11-_[[2% = cte, donde el numerador y el de-
P

nominador son el producto de las concentraciones de los productos y los
reactivos, respectivamente. Si por el contrario el sistema se mantiene fuera
del equilibrio mediante un flujo continuo de reactivos, el resultado puede
sorprendernos. Cerca del equilibrio termodindmico la respuesta es lineal
con el forzado externo, alcanzéndose un estado estacionario y homogéneo
que cumple una ley similar a la de accién de masas, donde la constante
ahora depende de la “distancia” al equilibrio: es la soluciéon de la rama
termodindmica. Sin embargo, cuando se aparta suficientemente del equili-
brio aparecen nuevas ramas de soluciones, asociadas a roturas espontaneas
de las simetrias temporal y/o espacial que dan lugar a estados oscilatorios
o distribuciones inhomogéneas de algunas especies quimicas. Si se sigue
aumentando el forzado, los nuevos estados pueden sufrir a su vez nuevas
inestabilidades secundarias, terciarias, etc, hasta alcanzar, en muchas oca-
siones, un estado cadtico o turbulento.

El primer estudio sistematico de estructuras fuera del equilibrio se rea-
lizé en un sistema convectivo [Bénard, 1900]: se calentaba por debajo una
fina capa aceite y se observaba que, por encima de un cierto valor umbral,
comenzaba la conveccion del fluido organizada en celdas hexagonales. Des-
de entonces, un numero creciente de experimentos y modelos tedricos han
revelado una gran cantidad de fendmenos no lineales en muy diversas areas
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de la ciencia: Quimica (espirales en la reaccién de Belousov—Zhabotinky,
reacciones oscilantes, formacién de estructuras espaciales, etc) [Kapral &
Showalter, 1995], Biologia (relojes biol6gicos, morfogénesis, dindmica de
poblaciones, propagacién de enfermedades, etc) [Goldbeter, 1997; Epstein
& Pojman, 1998|, Economia y, por supuesto, Fisica (semiconductores, 14~
seres, cosmologia) [Haken, 1987; Cross & Hohenberg, 1993]. En los dltimos
anos se han desarrollado nuevos métodos y teorias para analizarlos de forma
general, tales como la teoria de sistemas dindmicos y la de perturbaciones
[Haken, 1987; Cross & Hohenberg, 1993].

Estructuras similares a las que observé Bénard [1900] se han obtenido en
otros muchos sistemas (laseres, ferrofluidos, electroconveccién, etc). En los
sistemas quimicos surgen de la llamada inestabilidad de Turing, propuesta
inicialmente por A. Turing [1952] para explicar la morfogénesis. Dicha ines-
tabilidad consiste en la formacién de un estado —estacionario u oscilante—
gracias a la competicién entre una activacién local y una inhibicién de lar-
go alcance. Se caracterizan por tener una longitud de onda intrinseca, a
diferencia de lo que sucede, por ejemplo, en los sistemas hidrodindmicos,
en los que depende de la geometria del experimento.

El prototipo para estudiar la formacién de patrones estacionarios de Tu-
ring ha sido la reaccién clorito-iodito-dcido maldnico (CIMA) y su variante
la didzido de cloro-iodito-dcido malonico (CDIMA), en la que se han obteni-
do patrones de bandas, hexagonos, tridngulos, modos mixtos con ondas, etc
[Kapral & Showalter, 1995; De Wit, 1999]. Més recientemente se ha confir-
mado la inestabilidad de Turing en otros sistemas experimentales asociada
a mecanismos de muy distinta naturaleza: durante la polimerizacién de
acrilamida en presencia del azul de metileno y de sulfito (PA-MBO) [Watzl
& Miinster, 1995; Steinbock et al., 1999; Fecher et al., 1999], en un sistema
de electrodeposicién [Mazouz & Krischer, 2000; Li et al., 2001] o en una
microemulsién de la reaccion de Belousov—Zhabotinsky con el aerosol OT
(sodium bis(2-ethyl-hexyl)sulfosuccinate) [Vanag & Epstein, 2001b, 2002].
En este ultimo sistema se han observado ademas patrones oscilatorios del
tipo ondas estacionarias' en forma de bandas y hexdgonos. También se
han observado ondas de tipo Turing en sistemas de catdlisis heterogénea,
en las que el catalizador —normalmente un cristal sélido— se encuentra en

!Por ondas estacionarias entendemos lo que en literatura inglesa se conoce como stan-
ding waves, mientras que llamaremos estructuras o patrones estacionarios a las estructu-
ras espaciales que no presentan periodicidad temporal.
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fase distinta a la de los reactivos. El ejemplo més representativo es la oxida-
cién de mondxido de carbono (CO) catalizada en una superficie de platino
[Jakubith et al., 1990].

Esta tesis es una contribucién al analisis tedrico de las inestabilidades
de Turing. Esta constituida por dos partes en las que nos centraremos
en sendos modelos de reaccién—difusion para estudiar la formacién de es-
tructuras de caracteristicas similares a las que se observan en dos sistemas
experimentales: los patrones estacionarios de la reaccién CIMA y las ondas
estacionarias y viajeras de la oxidacién de C'O en un catalizador de plati-
no. Siguiendo la notaciéon més habitual, se asociard el término inestabilidad
de Turing al caso estacionario e inestabilidad de Onda al oscilatorio, a la
vez que llamaremos patrones de Turing a las estructuras que se forman en
ambos casos. Para discutir la competicion entre las diferentes estructuras
y explicar la que el sistema selecciona finalmente, se utilizaran métodos
numéricos, cuyos resultados se compararan con los que predicen las llama-
das ecuaciones de amplitud, que dan la evolucién de los principales modos
inestables. A continuacién explicamos cémo se ha organizado la tesis.

En la Introduccién (Capitulo 1) repasamos brevemente los sistemas ex-
perimentales en los que se han observado patrones de tipo Turing y ex-
plicamos cualitativamente el mecanismo de la inestabilidad. Ademds se
introducen los métodos basicos que se utilizan para analizar los sistemas de
reacciéon—difusién.

La Parte I estd motivada por la observacion de estructuras estacionarias
de Turing en la reaccién CIMA. En el Capitulo 2 explicamos los resultados
més relevantes obtenidos experimentalmente y los trabajos tedricos previos.
Abordamos el andlisis teérico basandonos en el Bruselator, un modelo sen-
cillo de reaccién-difusion, que permite comprender muchos de los resultados
experimentales y al que se pueden aplicar los métodos analiticos y numé-
ricos que se utilizan habitualmente en el contexto de sistemas fuera del
equilibrio. Méds concretamente, aplicamos el formalismo de las ecuaciones
de amplitud y de fase en los Capitulos 3 y 4, respectivamente. Ponemos
especial énfasis en el papel de las modulaciones espaciales en la estabilidad
y la competicién de las soluciones, completando de esta forma los trabajos
realizados anteriormente por diversos autores. Para finalizar esta primera
parte exponemos las conclusiones en el Capitulo 5.

En la Parte II estudiamos las estructuras de Turing dependientes del
tiempo. Con esta finalidad proponemos en el Capitulo 6 un nuevo modelo
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quimico que presenta la inestabilidad de Onda, poco tratada en la literatura.
Su comportamiento cerca de un punto de codimensién-2 con la inestabilidad
de Hopf presenta similitud con el de la oxidacion de C'O catalizada en una
superficie de platino. En el Capitulo 7 mostramos las simulaciones uni y
bidimensionales del modelo y se comparan con los resultados del andlisis de
Floquet. El anélisis de Fourier de las simulaciones pone de manifiesto que
las ondas estacionarias se dan por la interaccién de dos modos inestables
(k =0y k # 0), de manera andloga a lo que sucede en los experimentos.
Para esclarecer los mecanismos subyacentes en esta dindmica se realiza un
analisis débilmente no lineal en el Capitulo 8. Se calculan los coeficientes
de las ecuaciones de amplitud, que permiten analizar la competicién de las
diferentes estructuras y predecir, en gran medida, el comportamiento del
sistema. En el Capitulo 9 se discuten los principales resultados obtenidos
de este modelo.

Finalmente, las conclusiones y las cuestiones abiertas para futuras in-
vestigaciones se presentan en la Parte III.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1 Inestabilidad de Turing

Durante las ultimas décadas, la investigaciéon de sistemas quimicos fue-
ra del equilibrio ha sufrido un sorprendente desarrollo experimental que
ha conducido al descubrimiento de una gran cantidad de comportamien-
tos espacio-temporales [Kapral & Showalter, 1995; Epstein & Showalter,
1996]: duplicacién de puntos, flores quimicas, antiespirales, antitargets, etc.
A esto hay que anadir estructuras en forma de bandas o hexdgonos, que
constituyen la confirmacién experimental de la inestabilidad de Turing, lar-
go tiempo considerada como un artificio matemadtico. Aunque ya sugerida
por Rashevsky [1938], fue Turing [1952] quien demostré que el acoplamiento
entre la difusion y la reaccién puede provocar que de un sistema de reactivos
uniformemente distribuidos surja un nuevo estado periédico en el espacio,
conocido como estructura o patron de Turing. Dado que su longitud de
onda es independiente de la geometria del experimento, se propuso como
mecanismo para explicar la morfogénesis, por la cual las células que inicial-
mente son idénticas, se especializan por la presencia de ciertos morfogenes,
formando diferentes tejidos. Ademads, en los ultimos afios se estan buscan-
do nuevas reacciones con las que encontrar aplicaciones industriales a estos
fenémenos. Pero antes de explicar los sistemas concretos en los que se da
la inestabilidad de Turing, veamos cualitativamente como puede aparecer
un estado inhomogéneo en un sistema de reacciéon—difusion.

Consideremos un sistema quimico en el que intervienen dos especies
principales: una activadora, involucrada en un proceso de autocatélisis, y
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Concentracion
Concentracion

Espacio Espacio

(@) (b)

Figura 1.1: Mecanismos de la inestabilidad de Turing. En trazo continuo se ha
representado la concentracién del activador y en discontinuo la de la especie que
controla la inhibicién. (a) Modelo activador—inhibidor (adaptacién de la Fig. 1.1
en la Ref. [De Wit, 1993]). (b) Modelo de agotamiento del sustrato.

otra responsable de su saturacién. Si el primero genera como producto su
propio inhibidor (sistemas de tipo activador-inhibidor) una fluctuacion lo-
cal puede iniciar el crecimiento de las concentraciones de ambas especies a
través del bucle de autocatalisis (Fig. 1.1a). Podria pensarse que la difu-
sién, lejos de mantener dicha inhomogeneidad, tenderia a suavizarla hasta
hacerla desaparecer. Pero ;qué sucede si las velocidades de difusién son
muy diferentes? Si el inhibidor difunde més rdpidamente que el activador
se forma una regién en torno al maximo en la que, por ser predominante
la inhibicién, se tienen minimos locales de la especie autocatalitica. Si la
alimentacién del sistema es adecuada, las inhomogeneidades que aparecen
de esta manera se mantienen y se ordenan formando una estructura perio-
dica. Si por el contrario la saturacién se produce por el agotamiento del
sustrato (sustancia consumida durante la autocatélisis, pero no producida
por el activador) el mecanismo es ligeramente distinto (Fig. 1.1b): si una
fluctuacién estimula el bucle autocatalitico se forma un méaximo de activa-
dor y un minimo de sustrato. La situacién sélo se mantiene si la difusién
del sustrato es suficientemente rdpida para alimentar la autocatélisis en la
inhomogeneidad.

En cualquier caso, para que se produzca una inestabilidad de Turing,
es preciso que compitan dos mecanismos contrapuestos: uno de activacién
—por ejemplo, la autocatélisis— y otro de saturacién, mediante una especie
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Figura 1.2: Estructuras experimentales observadas en la reaccion PA-MBO.
(a) Chevrons (drea 1.4 x 1.4em?). (b) Estructura hexagonal (~ 0.9 x 0.9cm?).
[S.C. Miiller, http://www.uni-magdeburg.de/abp/].

que difunda mucho maéas rapidamente que el activador. Esta tultima con-
dicién es la que mayores problemas ha ocasionado a la hora de conseguir
una confirmacion experimental clara, ya que los coeficientes de difusion de
las especies habituales son casi iguales en disolucién liquida. Para soslayar
esta dificultad se han utilizado geles que modifican la movilidad de alguna
de las especies y que ademds impiden los movimientos convectivos. Gracias
al desarrollo de esta técnica experimental en reactores abiertos, la ines-
tabilidad de Turing pudo finalmente demostrarse en un sistema isotermo
en fase liquida: la reaccién CIMA [Castets et al., 1990]. Controlando la
distancia al equilibrio con el flujo de reactivos, se han obtenido diferentes
patrones estacionarios, como bandas, hexdgonos, black—eyes o tridngulos,
de los que se han descrito las propiedades basicas con modelos simples de
reaccién—difusién [Kapral & Showalter, 1995; De Wit, 1999]. En el préxi-
mo capitulo describiremos con mayor detalle esta reaccién y los resultados
experimentales.

Una reaccién que presenta un comportamiento parecido es la polimeriza-
cién de la acrilamida en presencia del azul de metileno y de sulfito (sistema
PA-MBO). Aunque algunos autores [Kurin-Csorgei et al., 1998] sugerian
una inestabilidad hidrodindmica (conveccién de Rayleigh-Bénard), pare-
ce haberse demostrado que la inestabilidad es de tipo Turing, ya que la
longitud de onda de los patrones es intrinseca [Steinbock et al., 1999; Fe-
cher et al., 1999]. Se ha propuesto ademds un modelo de reaccién fenome-
nolégico que es compatible con la inestabilidad de Turing y que predice la
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Figura 1.3: Evolucion
temporal de ondas estacio-
narias obtenidas durante
la oxidacién de C'O catali-
zada por platino (tamarfio
0.3 x 0.3mm?).

longitud de onda medida experimentalmente. El control de las estructuras
con luz o por la aplicacién de un campo eléctrico [Watzl & Miinster, 1998;
Watzl et al., 1999] le dan un atractivo anadido: puesto que el patrén queda
“congelado” en el gel, este mecanismo podria utilizarse para la fabricacién
de materiales con una estructura impuesta.

K. Krischer y colaboradores han demostrado la formacién de estructuras
de tipo Turing en un sistema de electrodeposicién, en el que el acoplamiento
espacial se debe a las corrientes inducidas por la aplicacién de un campo
eléctrico, en lugar de a la simple difusién [Mazouz & Krischer, 2001]. Es
un mecanismo mas general que también cumple las condiciones de Turing
[Mazouz & Krischer, 2000] y que puede servir de base de interesantes apli-
caciones en la industria (fabricacién de electrodos estructurados para el
desarrollo de biosensores, por ejemplo) o para describir algunos procesos
bioldgicos que se dan en presencia de un campo eléctrico (por ejemplo, en
las membranas celulares).

Maés recientemente se ha realizado un experimento con la reaccién de
Belousov—Zhabotinsky en forma de microemulsion en agua con el tensioac-
tivo AOT (sodium bis(2-ethyl-hexyl)sulfosuccinate). Variando la fraccién
de volumen de las gotas se han obtenido diferentes patrones estacionarios
de hexagonos y bandas, ondas estacionarias y viajeras y también dos es-
tructuras nunca antes observadas en ningun sistema fuera de equilibrio:
anti-espirales y anti-targets, en los que las ondas viajan hacia el punto que
origina la perturbacién [Vanag & Epstein, 2001a,b, 2002].

También se han observado ondas viajeras y estacionarias de tipo Turing
en el contexto de catélisis heterogénea, un extenso grupo de reacciones
quimicas que tienen lugar gracias a un catalizador -normalmente, un cristal
sélido-, en fase distinta a la de los reactivos (gaseosos o en disolucién). Este
tipo de reacciones son de gran interés para la industria, ya que intervienen
en la sintesis de al menos el 70% de las sustancias quimicas y tienen gran



Seccion 1.2 5

importancia en el control de la contaminacién, lo que ha motivado una
extensa investigacién en este campo. Entre este tipo de reacciones destaca
la oxidacién de monéxido de carbono (C'O) catalizada por una superficie de
platino. En ella la difusiéon molecular y el acoplamiento global a través del
gas producen la formacién de diversos patrones: espirales, ondas viajeras
y estacionarias, etc (Fig.1.3). En la Parte II de la tesis proponemos un
modelo quimico para analizar la inestabilidad de Onda y para discutir el
mecanismo por el que se forman este tipo de estructuras.

Finalmente, debemos senalar que la inestabilidad de Turing no es ex-
clusiva de los sistemas quimicos. Puede darse, por ejemplo, en sistemas
descritos por ecuaciones de reaccién-difusién, sin importar la naturaleza del
proceso. Asi pues, puede esperarse en fisica de semiconductores [Nieder-
nostheide et al., 1994; Ammelt et al., 1997; Meixner et al., 1997; Just et al.,
2001; Scholl, 2001], en 6ptica no lineal [Tlidi et al., 1997] o en materiales
irradiados con particulas o con luz [Walgraef, 1997].

1.2 Sistemas de reaccion—difusion

Los sistemas fuera de equilibrio se describen mateméticamente con ecuacio-
nes diferenciales no lineales, que dan la evolucion espacio-temporal de las
variables dindamicas. Para los sistemas quimicos que estudiaremos en esta
tesis supondremos que el tinico acople espacial se debe a la difusion lineal,
de manera que se rigen por ecuaciones de tipo reaccion-difusion:

% = DV2C + f(C; x,t; \). (1.1)
Las componentes del vector f son funciones no lineales de las concentra-
ciones, (;, que incluyen la cinética de reaccion; la matriz D, normalmente
diagonal, contiene los coeficientes de difusién; y A es un conjunto de para-
metros.

Este tipo de sistemas presenta en general un comportamiento muy com-
plejo que normalmente no puede tratarse analiticamente. Sin embargo, es
posible obtener informacién sobre sus soluciones aproximadas o asintéticas
cuando una solucién conocida del sistema sufre una inestabilidad al variar
uno de los pardmetros. En estas condiciones se puede conocer el compor-
tamiento cerca del umbral mediante técnicas perturbativas débilmente no
lineales [Haken, 1987; Manneville, 1990; Cross & Hohenberg, 1993].
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Problema lineal. Para que el sistema sufra una inestabilidad se precisan,
al menos, dos variables dindmicas asociadas a mecanismos contrapuestos:
uno de activacién y otro de inhibicién. El tipo de inestabilidad que tiene
lugar al cambiar algin parametro, se determina mediante un analisis lineal
de perturbaciones alrededor del estado basico: C = Cy+c. Para un sistema
del tipo (1.1) tiene la forma general:

Jdc
~— — Lc+ DV? 1.2
5 c+DV-c (1.2)

donde L es la matriz jacobiana con L;; = 0f;/0x;. Dada una solucién de
la forma ¢ = upe** T si al variar un pardmetro de control, ), se tiene
que R(ox) > 0 el estado bésico sufre una de las siguientes inestabilidades
para un cierto A = A, [Turing, 1952] (véanse los detalles en el Apéndice A):

e [Inestabilidad de Hopf homogénea: cuando un par de autovalores com-
plejos conjugados asociados al modo k = 0 atraviesa el eje imaginario
se rompe la simetria temporal del estado de referencia, apareciendo
un estado oscilatorio con frecuencia wy = S(og(A = Ac)). Las condi-
ciones para que tenga lugar son intrinsecas de la reaccién y totalmente
independientes de la difusion.

o Inestabilidad estacionaria de Turing: se produce cuando un autova-
lor real asociado a un numero de onda finito, k., cambia de signo.
En tal caso, se rompe la simetria espacial, dando lugar a un estado
estacionario periédico en el espacio. En general, esta inestabilidad
estd asociada al cambio de signo del determinante del problema li-
neal (1.2). Esta condicién para el caso de un sistema de dos variables
equivale a la presencia de una especie autocatalitica con coeficiente
de difusiéon menor que el de la especie que controla la inhibicién.

o [Inestabilidad oscilatoria de Turing o de Onda: rompe tanto la simetria
espacial como la temporal, y se forma una estructura de ntimero de
onda finito, k., y frecuencia w, = J(og. (A = A¢)). Solo tiene lugar
en sistemas de al menos tres variables dindmicas y las condiciones
necesarias son menos intuitivas que para los casos anteriores.

Cabe senalar que los sistemas de reaccién-difusién que sufren alguna
inestabilidad de Turing, presentan siempre la de Hopf para otras regiones
de parametros. Por esta razén no cabe esperar estructuras de Turing en
reacciones no oscilantes.
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Analisis débilmente no lineal. El andlisis lineal proporciona el umbral
de la inestabilidad, el niimero de onda y la frecuencia del patrén que se for-
ma, pero no determina la solucién que el sistema elige, ya que en general no
es unica. En el caso de una inestabilidad de Hopf es posible, por ejemplo,
la formacion de espirales o una oscilacion homogénea; para la inestabilidad
de Turing pueden aparecer patrones estacionarios en forma de bandas, he-
xagonos, zig-zags, etc; y cerca de una inestabilidad de Onda surgen ondas
viajeras y estacionarias, targets o espirales.

El comportamiento cerca de la inestabilidad se puede estudiar con mé-
todos débilmente no lineales, ya que la dinamica cerca del umbral esta
dominada por unos pocos modos, denominados activos o criticos. Su evo-
lucién estd regida por las llamadas ecuaciones de amplitud, que dependen de
la simetria de la nueva solucién, de ahi su cardcter general [Cross & Hohen-
berg, 1993]. De ellas se puede analizar la competiciéon entre las posibles
soluciones y predecir en muchos casos la estructura seleccionada.

En primer lugar debemos reducir al méximo el nimero de grados de
libertad del sistema, para lo cual debemos diferenciar los modos activos,
A, de los modos pasivos, P. Estos tdltimos pueden aparecer en la solucién
asintética pero sélo como fruto de las interacciones no lineales de los modos
activos.

En un sistema pequeno —cuya dimension caracteristica es del mismo
orden que la longitud de onda de la estructura que aparece—, el espectro
del operador lineal es discreto, de manera que su degeneracién es finita
y estd asociada a las propiedades de simetria del reactor. La distincion
entre modos activos y pasivos es clara: los modos marginalmente inesta-
bles (con (o) ~ 0) pertenecen al primer grupo y los modos amortiguados
(R(o) < 0) constituyen el segundo. En este caso el teorema de la varie-
dad central asegura que la dindmica del modelo inicial puede describirse
mediante las ecuaciones de amplitud, que dan la evolucién de los modos
activos [Newell et al., 1993]. Para ilustrar esta reduccién representamos las
ecuaciones para los modos en la forma:

dA

— = oA AP

g 1A+ fi(A, P),

dP

% = 0'2P+f2(A,P), (13)
donde 71 = 1/01 << 19 = |1/02| son los tiempos caracteristicos de evo-

lucién de esos modos. Para fluctuaciones con tasa del orden de o1, las
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variaciones |dP/dt| ~ o1 P son despreciables frente a o9 P, lo que significa
que los modos pasivos siguen la dinamica de los modos activos de forma
practicamente instantanea y se pueden eliminar adiabaticamente expresan-
do sus amplitudes en funcién de las de los modos activos:

P~ ;—;fQ(A,P) — P—g(A). (1.4)

Las amplitudes de los modos activos representan los grados de libertad
del sistema y evolucionan en la llamada variedad central de acuerdo con
ecuaciones de la forma:
dA
dt
Estas amplitudes son los pardmetros de orden, ya que son un indicador del
grado de orden en la estructura que se forma.

En un sistema extenso e isétropo como el que nos ocupa, la de-
generacién del espectro se debe a dos causas. Por un lado, la invarianza
rotacional hace que el vector de onda adopte cualquier orientacion. De esta
forma el niimero, N, de modos que contribuyen a la solucién final depende
de la dimension del espacio: serda N = 1 en el caso unidimensional, un
continuo en dos dimensiones o un continuo con dos parametros en el caso
tridimensional. Sin embargo, aunque estudiaremos estructuras en el plano,
nos limitaremos a las estructuras regulares observadas experimentalmente:
N =1 para bandas y N = 3 para hexagonos.

Por otro lado, el espectro es ahora continuo y por tanto hay toda una
banda de modos inestables que constituyen una variedad central de dimen-
sion infinita. El problema se resuelve tomando como parametros de orden
las envolventes de las amplitudes de los modos criticos, que se rigen por las
llamadas ecuaciones de amplitud o de Ginzburg-Landau:

= oA+ F(A). (1.5)

[0 A — (vy - V)A] = (1 +ia) A+ 2(1 + ib) VA — g(1 +ic)| A2 A

(1.6)
A = A(r,t) representa la amplitud compleja de una solucién aproximada
del sistema (1.1), dada por:

C = Cg + c1(Aeilket=wet) ¢ ¢) (1.7)

donde ¢y representa un autovector del problema lineal (1.2) con (o) =0
asociado a (k¢,w,) y c.c. indica el complejo conjugado. Las amplitudes evo-
lucionan en escalas de espacio y tiempo mucho més lentas que las naturales
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de la nueva solucién (asociadas a w. y k.). El médulo de A da cuenta de
la amplitud de la nueva solucién, en tanto que su fase estd asociada a la
rotura de la simetria traslacional. Estan asociadas a escalas temporales
muy diferentes, ya que mientras la amplitud evoluciona con tiempos ca-
racteristicos del orden del inverso de la distancia al umbral (1/¢), la fase
evoluciona mucho més lentamente [Cross & Hohenberg, 1993].

La importancia de estas ecuaciones radica en su caracter universal, ya
que describen multitud de fenémenos de muy distinta naturaleza: desde
transiciones de fase a ondas no lineales, desde superconductividad a cuer-
das en teoria de campos; y por supuesto, sistemas fuera del equilibrio, como
es nuestro caso. Su forma depende de la simetria de la solucién, mientras
que las propiedades microscopicas del sistema particular sélo intervienen
en los coeficientes. A ella se han dedicado diversos trabajos, entre los que
destacamos [Hecke et al., 1999; Aranson & Kramer, 2002] (y sus referen-
cias).

Para derivar las ecuaciones de amplitud se utilizan diferentes métodos
perturbativos. Los m&s comunes son el método de Galerkin—FEckhaus y el
de las multiples escalas. El primero consiste bdsicamente en el método de
eliminacién adiabatica que hemos explicado en la pégina anterior (se puede
encontrar informacién mas detallada sobre este método en las Refs. [Man-
neville, 1990] y [Echebarria, 1998]). En el método de las miltiples escalas
se desarrollan las soluciones cerca del umbral y los operadores diferenciales
en serie de potencias de un parametro pequeno, €, que mide la distancia al
umbral. De esta forma, se separan las distintas escalas espacio—temporales
obteniéndose las ecuaciones de amplitud de las condiciones de resolubilidad
a cada orden en €. Este es el método utilizado en esta tesis por tener una
interpretaciéon mas clara, que se explicard con detalle en el Capitulo 3.

Como explicamos en el Prélogo vamos a estudiar dos modelos diferen-
tes asociados a las inestabilidades de Turing y de Onda, respectivamente:
comenzaremos con el Bruselator en la Parte I y analizaremos un modelo de
tres variables en la Parte II.
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Parte 1

Estructuras estacionarias de
Turing
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Capitulo 2

La reaccion CIMA y su
modelizacién

En esta primera parte nos centramos en el analisis de la inestabilidad de
Turing que da lugar a patrones estacionarios en la reaccion CIMA. En pri-
mer lugar resumimos brevemente las principales caracteristicas del sistema
experimental y los resultados més importantes obtenidos en ella. En la
Seccion 2.3 presentamos el modelo con el que se discutira la seleccién y
competicién de las estructuras de Turing, el Bruselator, y realizaremos un
andlisis lineal para comprender el comportamiento béasico del sistema.

2.1 Resultados experimentales

La primera evidencia de estructuras de Turing en un sistema homogéneo e
isotermo se debe al grupo de P. De Kepper [Castets et al., 1990], casi 40
anos después de que Turing [1952] predijera este tipo de comportamiento
en sistemas de reaccién-difusion. Este importante resultado experimental
fue posible gracias al desarrollo de reactores continuamente alimentados y
no agitados en los que se eliminaban los movimientos convectivos median-
te un gel (véase, por ejemplo, [Kapral & Showalter, 1995] o el articulo de
revisién de [De Wit, 1999]). Con las nuevas técnicas experimentales pudie-
ron descubrirse muchas reacciones oscilantes, disenadas sistematicamente a
partir de sistemas biestables utilizando el método intuitivo implementado
por Boissonade & De Kepper [1980]. Una de estas reacciones fue la reac-
cion chlorito-iodito-dcido malénico (CIMA), que fue objeto de multiples
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I Figura 2.1: Esquema ex-

perimental de un reactor

de dos camaras (adaptado
de [Rudovics et al., 1996]).

Reactivo A Gel Reactivo B

experimentos con el fin de confirmar experimentalmente la idea de Turing.

Se trata de una reacciéon de reduccién—oxidacién que consiste basica-
mente en la oxidacion del iodo por el cloro, complicada por la iodinacién
del acido malénico. Los reactivos iniciales son los iones I~ y ClO, , el acido
maldnico y el dcido sulfirico [Boissonade et al., 1995]. Algun tiempo des-
pués Epstein et al. [1992] observaron estructuras similares en una variante,
la reaccién diozido de cloro-iodito-dcido malonico (CDIMA), que de he-
cho constituye el corazén de la CIMA, ya que se inyectan directamente los
productos intermedios I y ClOs. Ambos sistemas presentan el atractivo
anadido de ser reacciones fotosensibles, lo que permite imponer condiciones
iniciales en el reactor y controlar la formacién de las estructuras de Tu-
ring [Horvéth et al., 1999; Pena et al., 2002]. La reacciéon CDIMA tiene la
ventaja de involucrar procesos de reacciéon mas claros, hecho que permitio
reducir el mecanismo a un modelo de dos ecuaciones bastante cercano al
experimento [Lengyel et al., 1990; Lengyel & Epstein, 1991].

La idea subyacente en los montajes experimentales es la siguiente: el
reactor propiamente dicho es un bloque de hidrogel en contacto con uno o
varios depositos quimicos continuamente renovados, que alimentan el siste-
ma y mantienen separados los reactivos (Fig. 2.1). Aunque no es imprescin-
dible su presencia [Agladze et al., 1992], suele utilizarse un gel transparente
e inerte (poliacrilamida o agarosa, normalmente) en el que los reactivos son
un poco solubles para facilitar su difusién, al cual se anade un indicador de
color, que permite visualizar las estructuras. Normalmente se usa un poli-
sacdrido de cadena larga (almidén) cuyo coeficiente de difusién es menor en
més de un orden de magnitud que el correspondiente al resto de las espe-
cies quimicas. El indicador es fundamental, no sélo para visualizarlos, sino
para la propia formacién de los patrones de Turing [Lengyel et al., 1990],
ya que por un lado elimina los efectos pardsitos de conveccién y por otro
disminuye notablemente la difusividad del activador, al formar con él un
compuesto que es propiamente el que cambia de color [Lee et al., 1992]: el
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Figura 2.2: Patrones de Turing observados experimentalmente en la reacciéon
CIMA (A ~ 0.2mm). El color azul corresponde a regiones de alta concentracién
de I~ (activador), mientras que el amarillo indica los minimos [De Kepper et al.,
1994].

estado reducido (complejo almidén—I~/I,) adquiere un color azul oscuro,
mientras que el estado oxidado es de un amarillo claro.

A diferencia de otros geles més inertes, como la agarosa, la poliacri-
lamida juega un papel similar al del almidén disminuyendo la movilidad
del activador. De esta forma, incluso en ausencia de almidén, es posible
la formacién de estructuras de Turing [Lee et al., 1992; Noszticzius et al.,
1992].

Inicialmente se construyeron reactores de dos cdmaras (Fig. 2.1), en los
que se establecian gradientes en las concentraciones. Las estructuras de
Turing se formaban en una estrecha capa perpendicular a éstos en la que se
daban las condiciones adecuadas [Castets et al., 1990; Ouyang & Swinney,
1991a]. M4s recientemente, Swinney y colaboradores desarrollaron un reac-
tor en el cual los reactivos son inyectados en una misma camara, en la que se
mezclan mediante agitadores magnéticos [Vigil et al., 1992]. Con este siste-
ma, ademads de eliminar los gradientes, se pueden utilizar geles mucho mas
finos, asegurando que las estructuras que se forman son bidimensionales.

El desarrollo de estas técnicas experimentales ha permitido la observa-
cién de una gran variedad de fenémenos en las reacciones CIMA y CDIMA
[Kapral & Showalter, 1995; De Wit, 1999]. En primer lugar, se corrobor6
la prediccion tedrica de hexdgonos subcriticos cerca del umbral, seguidos de
bandas al disminuir la concentracién de &cido maldnico, [M A] (Fig. 2.2).
Ademi4s la biestabilidad de estas dos estructuras para ciertos flujos de reac-
tivos se ha demostrado por la histéresis que conlleva. Si se disminuye toda-
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via més la concentraciéon [M A], los hexdgonos pueden aparecer como fase
reentrante [Ouyang et al., 1992; Dulos et al., 1996]. También se han obser-
vado simetrias mas interesantes, bien forzadas por las condiciones iniciales
o por las de contorno, como hexagonos no equilateros o bandas en zig—zag,
[Ouyang & Swinney, 1991a; Gunaratne et al., 1994; Ouyang & Swinney,
1995]; o bien por el crecimiento de arménicos resonantes que dan lugar a
tridngulos [Rudovics et al., 1996] y black—eyes lejos del umbral de Turing
[Gunaratne et al., 1994; Zhou et al., 2002].

Por otro lado, se ha estudiado la dindmica compleja cerca del punto de
codimension-2, donde las inestabilidades de Turing y de Hopf interaccio-
nan [Perraud et al., 1992, 1993]. Se ha demostrado que en estas condiciones
aparecen fenémenos de intermitencia y turbulencia, asi como modos mix-
tos (por ejemplo, un patrén de hexdgonos superpuesto a ondas viajeras
o un punto estacionario de Turing asociado al centro de una espiral) [De
Kepper et al., 1994; Rudovics et al., 1996].

Ademais, la reaccion CIMA constituye el primer sistema quimico en el
que se ha observado la transicién a la turbulencia mediada por defectos
[Ouyang & Swinney, 1991b] (el desorden espacial se alcanza por el aumen-
to en el nimero de defectos). Hasta entonces tan solo se habian observado
situaciones en que las estructuras son coherentes espacialmente pero tem-
poralmente cadticas.

2.2 Trabajos teodricos previos

Para estudiar tales fendmenos experimentales se han propuesto diversos mo-
delos de reaccién-difusiéon [De Wit, 1993; Dufiet, 1994; Kapral & Showalter,
1995]. El més sencillo es el de Swift-Hohenberg, —utilizado habitualmente
en el estudio de inestabilidades convectivas [Cross & Hohenberg, 1993]-, con
el que Gunaratne et al. [1994] explicaron ciertos aspectos de las estructuras
de Turing.

Dufiet [1994] estudié el modelo matematico de Schnackenberg y un mo-
delo formal (variante del FitzHugh—Nagumo), que reproducen las caracte-
risticas mas elementales de la formacion de estructuras bidimensionales, asi
como las inestabilidades de fase [Dufiet & Boissonade, 1991, 1992].

El modelo de Lengyel-Epstein es sin duda el méas cercano a la reaccién
CDIMA y por ello permite comparaciones cuantitativas [Lengyel & Epstein,
1991; Ouyang & Swinney, 1995; Rudovics et al., 1999]. Se han investigado
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numéricamente diversos fenémenos como la competicién de hexdgonos y
bandas [Jensen et al., 1993], la estabilidad de estructuras localizadas [Jen-
sen et al., 1994] o la interaccién Turing-Hopf [Jensen et al., 1994, 1996;
Mosekilde et al., 1998]. Sin embargo, la complejidad del modelo no per-
mite calculos analiticos, que siempre resultan utiles para comprender la
dinamica.

En esta parte de la tesis nos centraremos en el modelo Bruselator, es-
tudiado por diversos autores por su sencillez y por presentar un comporta-
miento similar al de las reacciones CIMA y CDIMA [De Wit, 1993, 1999;
Boissonade et al., 1995]. Nuestro propdsito es analizar el papel que juegan
las modulaciones espaciales sobre ciertos aspectos de la dinamica adn
sin aclarar, como la discrepancia entre los umbrales analiticos y numéricos
[De Wit, 1993], en la dindmica de la fase y en la estabilidad de hexdgonos
no equilateros, observados en los experimentos.

2.3 El Bruselator

En 1968 Prigogine & Lefever [1968] propusieron el Bruselator como mo-
delo sencillo, pero representativo, de los sistemas de reaccién—difusién que
sufren las inestabilidades de Turing y de Hopf. En él se ha estudiado la
competicién de hexdgonos y bandas, en particular los hexdgonos reentran-
tes observados en las reacciones CIMA y CDIMA, y se ha analizado la
interaccién Turing-Hopf [De Wit et al., 1993, 1996]. A diferencia de otros
modelos mas realistas, el Bruselator puede estudiarse analiticamente, dan-
do una vision més clara de los mecanismos de inestabilidad. Aunque no
esta asociado a ninguna reacciéon real, se basa en el esquema de la Fig. 2.3:

E
A \k Figura 2.3: Esquema de reac-
kl\ & B ci6én asociado al modelo Brusela-
X /(2 D tor. El niimero de ramas en la
y punta de las flechas indica la can-
Y tidad producida, mientras que en

el final representan la cantidad
k3 consumida.
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5 ox
B+x% vip
2X+Y S 3x

x& g

produccion X)

produccion 'Y') (2.1)

autocatalisis)

(
(
(
(destruccion X)

Haciendo una analogia con el sistema experimental, A y B serfan los reacti-
vos iniciales, X e Y las especies intermedias cuyas concentraciones forman
las estructuras espacio—temporales y £ y D productos que no intervienen
en la formacién de los patrones y que se retiran continuamente. El paso
tri-molecular es poco realista, pero resulta imprescindible, ya que con reac-
ciones uni o bimoleculares no se puede tener siquiera un ciclo limite [Nicolis
& Prigogine, 1977].
La evolucién de cada especie viene descrita por las ecuaciones:

04 = —Ki[A]+ DAV (A

0:(B] = —I[B]X] + Dp¥” () o

0:[X] = Ki[A] - KolB][X] + K3[X2[¥] — Ka[X] + Dx9%(X]
|

= IK[B][X] — Ks[X]*[Y] + Dy V?[Y]

donde K; son las constantes cinéticas de reaccion en cada paso y D, es el
coeficiente de difusién de la especie a. Tomaremos como variables adimen-
sionales:

_Dxge

t=K v?
4T, K4

Puesto que X e Y son las variables dindmicas que nos interesan, eliminamos
las constantes de reaccién en las dos ultimas ecuaciones renormalizando las
concentraciones en la forma:

am (BIENT p Ky
Ky ’ Ky ’

El sistema de ecuaciones para estas nuevas variables en funcién de pardme-



Seccion 2.3 19

tros adimensionales queda:

WA = —K A+ DyV2A

&B = —KgBX+DgV?’B

rX = A—(B+1DX+ XY +ViX
8,Y = BX - X2Y +DV2Y

donde las constantes son:

D D
AB = ~A’B, D=2
- X DXK2
1 2 P
Kjqg=— K .
ARy B~ KK,

Las concentraciones de reactivos y de productos se suponen controlados
externamente, de manera que permanecen constantes en espacio y tiempo.
La dindamica se describe con un sistema de dos ecuaciones diferenciales:

(X = A—(B+1)X+ XY + V32X

8,Y = BX - X2Y + DV2Y (2.3)

2.3.1 Analisis del problema lineal

El sistema de ecuaciones (2.3) tiene 3 parametros independientes A, B y
D, de los cuales elegimos como parametro de control la concentracién re-
normalizada B. Un sencillo estudio del problema lineal (véase el Apéndi-
ce A) demuestra que el estado estacionario y homogéneo dado por us =
(Xs,Ys) = (A, B/A), puede sufrir una inestabilidad de Turing o de Hopf,
dependiendo de los valores de los pardmetros [De Wit, 1993]. La esta-
bilidad lineal del estado de base se analiza perturbandolo ligeramente,
(X,Y)=(Xs+z, Ys; +y). La evolucién de las perturbaciones viene dada
por:

B
or = (B—1)z+ A%y + Z.CUQ + 2Azy + 2%y + Viz
B
Oy = —Bx— A%y— ZxQ — 2Axy — 2%y + DV?y. (2.4)

Noétese que este modelo es del tipo activador-agotamiento del sustrato, ya
que los coeficientes cruzados del problema lineal tienen distinto signo. Esto
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hace que las concentraciones de X e Y estén desfasadas en m en las estruc-
turas espacio-temporales.

De forma mé&s compacta el problema para las perturbaciones puede
expresarse como:

Otu:£u+(§x2+2Axy+x2y>< _11> (2.5)
donde u = (x,%)7 es el vector de perturbaciones y £ es el operador lineal
del sistema (2.4). Las soluciones de la parte lineal, 9yu = £u, son ondas
planas del tipo u; = ug e”** e’**, donde o}, es el autovalor correspondiente
al modo de nimero de onda k. La condicién de solucién no trivial viene
dada por la ecuacién caracteristica, det(£ — o I) = 0, que en forma ex-
plicita es: 0,2 — 0,7 + A = 0. La relacién de dispersion en funcién de la
traza, 7, y del determinante, A, de la matriz lineal es:

£V IA

. (2.6)

o =
El estado estacionario y uniforme se desestabiliza cuando la parte real de
uno de los autovalores se hace positiva para algin nimero de onda. La
condicién R(o) = 0 determina la llamada curva marginal, B = B(k), que
da el valor del parametro de control para el cual cada modo k empieza a
crecer. El minimo de esta curva es el punto critico, (k., B.), en el que tiene
lugar la inestabilidad primaria. Podemos distinguir dos casos:

Raices complejas conjugadas: bifurcacién de Hopf

Cuando las raices de la Eq. (2.6) son complejas conjugadas, la curva margi-
nal viene dada por la condicién R(o) = 0, equivalente a anular el coeficiente
de o de la relacion de dispersion:

7=0=|B" =1+ A%+ (1 + D)k? (2.7)

El punto critico es: (BX, k.) = (1 + A2, 0) (corresponde a la condicién
(A.20) encontrada para un sistema general en el Apéndice A).

Cuando B = B, el estado estacionario y homogéneo deja de ser estable
en favor de un estado oscilante de frecuencia: o = i A. Se dice entonces
que el sistema sufre una bifurcacion de Hopf.
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Figura 2.4: Curva marginal y banda de modos inestables para diferentes valores
de la supercriticalidad p = (B — B.)/B. (An = 1.59).

Raices reales: bifurcaciéon de Turing

La inestabilidad se produce cuando una de las raices de la ecuacién carac-
teristica se anula, o lo que es lo mismo, cuando el término independiente se
hace cero. La curva marginal viene dada por:

A=0=—|BT = L[AQ + k*(A® + D) + Dk*| (2.8)

- Dk2

El minimo de esta curva corresponde al punto critico, dado por:
Bl = (1 + An)?, k2 = An (2.9)

donde hemos definido el pardmetro n = y/1/D. (Estos valores estdn dados
por la condicién (A.17)). En la Fig. 2.4 se ha representado la curva marginal
v la tasa de crecimiento para distintos valores del pardmetro de control. El
rango de numeros de onda con R(o;) > 0 es precisamente el que queda
por encima de la curva marginal. En esta misma gréifica se aprecia que
el maximo, asociado al modo mas inestable, se desplaza hacia nimeros de
onda crecientes. En la reaccién CIMA sucede lo mismo cuando se disminuye
la concentracién [M A] (equivale al aumento de p) [Ouyang & Swinney,
1995].

Si BI' < BE el nuevo estado es una estructura de Turing descrita a
orden lineal por una superposicion de los modos criticos, definidos como los
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Figura 2.5: Curvas marginales para las bifurcaciones de Turing y de Hopf, en
los diferentes casos: (a) inestabilidad de Turing (B > BT); (b) inestabilidad de
Hopf (BH < BT); (c) punto de codimensién-2 (BH = BT').

autovectores del problema lineal en el punto critico con autovalor cero:

N

up = ug(W;e™™ + ), con k| = ke =/An  (2.10)
j=1

donde ug = (1, —n(1 + An)/A)T es el autovector de £(k = k.). Para un
sistema isétropo el problema estd degenerado, ya que debido a la sime-
tria rotacional son posibles todas las orientaciones del vector de ondas. La
seleccion del patrén final depende de las interacciones no lineales que ana-
lizaremos en el préximo capitulo mediante el calculo de las ecuaciones para
las amplitudes de los modos criticos.

El tipo de bifurcacién que sufre el sistema dependera del valor de los
pardmetros [De Wit, 1993]. En la Fig. 2.5 se muestran las curvas mar-
ginales de cada bifurcacién para diferentes casos. En particular las dos

0.8
0.6 ,
Turing
0.4

a2z

0 4 8 2 1w A

Figura 2.6: Curva en que ambas bifurcaciones se producen a la vez (Ec. (2.11)).
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Figura 2.7: Tasa de crecimiento para diferentes valores del parametro de control
B. Por encima del punto critico existe una banda de nimeros de onda con o > 0.

inestabilidades se producen a la vez cuando B = BT es decir, si:

VI+AZ -1
TmTa

Esta curva, representada en la Fig. 2.6, divide en dos al espacio de para-
metros: por encima de ella se produce la bifurcacién de Hopf y por debajo
se tiene el espacio de Turing, que permanece por debajo de n = 1, es decir,
que el inhibidor ha de difundir siempre mas rapidamente que el activador.

A. De Wit [1993] realizé un estudio detallado del punto de codimen-
sién 2. A través de las ecuaciones de amplitud para los modos acoplados de
Hopf y de Turing demostrd la estabilidad de un modo mixto que conecta
los modos puros. Por otro lado, de la simulacién numérica del modelo se
obtienen soluciones localizadas, frentes estacionarios y caos. En lo que si-
gue no analizaremos este caso, sino que nos centraremos en la inestabilidad
de Turing, lejos de la interaccién con la bifurcacién de Hopf.

(2.11)

2.3.2 Ecuacion lineal de amplitud

A la degeneracién propia de la isotropia espacial hay que anadir que, en un
sistema extenso como el nuestro, existe toda una banda de modos marginal-
mente estables alrededor del niimero de onda critico con tasas de crecimien-
to préoximas a cero (Fig. 2.7). Por tanto, incluso en un caso unidimensional,
debemos considerar como solucién un paquete de ondas en la forma:

u= / u(k)e*®dk ~ uo/ a(k; z, t)e? Rt ilh—ke)z gikew g,
keAk keAk



24 La reaccién CIMA y su modelizacién

donde ug es el modo critico y Ak el rango de valores con ¢ > 0. Definimos
la envolvente de las amplitudes como:

A(z,t) :/ a(k; x, t)e? Bteilk—ke)z g, (2.12)
keAk
cuya evolucién viene dada por la llamada ecuacion de amplitud:
D A(x,t) = / o(k)a(k; z, t)e” Wt eik=k)z g (2.13)
kEAk

La derivada temporal se calcula a partir de un desarrollo de Taylor de la
tasa de crecimiento alrededor de (B¢, k¢):

Jo do

k67BC kC7BC
1 9% 1 9%
79 k—k)? 4 5 205 B - B.)?
T kC,BC( YT kchC( )
00
—_— B — B, — k. 2.14
TR, (B Bk + (214)

donde o (B, kc) = 0 (condicién de bifurcacién) y do/0k|;,_ p =0 (por ser
el punto critico un maximo de o). Para ser coherentes en este desarrollo
debemos conocer la relacién entre (B — B.) y (k — k.) cuando o = 0, que
se halla a partir de un desarrollo anédlogo de la curva marginal (2.8):

OB 1 9B
% (k - kc) +

B~ B. S (k—k)?+ ...
"ok, 2 gz |, Bk

ke

(La primera derivada es cero en el punto critico, por ser éste un minimo
de la curva marginal.) Podemos quedarnos con una aproximacién al orden
cuadratico ya que, como se aprecia en la Fig. 2.8a, ambas curvas coinciden
suficientemente cerca del punto de bifurcacién. Por tanto:

N182B

B_Bc—i Ok2

(k —ko)?* = 4(k — k)? (2.15)
ke

que sustituida en la Ec. (2.14), nos da la curva de dispersién hasta orden
(k — k.)? (Fig. 2.8b):

o(B, k) ~ oo[p — & (k — ke)?] (2.16)
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Figura 2.8: (a) Curva marginal B = B(k) y su aproximacién dada por (2.15) en
linea discontinua. Se ve que ambas coinciden cerca del punto critico. (b) Curva
de dispersién o = o (k) y la aproximacién (2.16).

donde se ha definido:

do , —1 9% B — B.
— 99 o= ,

“ OBy, g’ * 200 OK?|,

El calculo directo de 53 resulta bastante complicado, pero puede hacerse
facilmente con la condicién marginal o = 0, ya que se tiene:

p=E(k—k)? = B— B, = B.£3 (k — k.)*.

Utilizando la Ec. (2.15) obtenemos la expresion para 63, la misma que con
la forma completa de o:

§2NL
0= (1+ An)?

La derivada temporal de la envolvente toma la forma:
O A(x,t) = / ool — E2(k — ke)?|a(k)ee Wt eih—ke)z gp. (2.17)
keAk
Por otro lado se tiene que:
D?A(z,t) = — / a(k)e Wk — k.)2elk—ke)z g (2.18)
keAk

De estas dos relaciones se obtiene la ecuacién de amplitud lineal:

00t A = pA + 292 A (2.19)
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donde se han definido los coeficientes: p la supercriticalidad, 79 el tiempo
caracteristico de relajacién de las perturbaciones (adimensionalizado por

K y € la longitud de correlacién (adimensionalizada por 1/ Dx/Kj),
que nos da la longitud caracteristica del alcance de las perturbaciones,
cuyas expresiones analiticas son:

_ B—-B. 1—n?

4
_ 2
B, '’ o 1+ An’ &

0= [ Ane

i (2.20)

De este andlisis se deduce que las escalas lentas de espacio y tiempo
de la dindmica de amplitud son de distinto orden, ya que si los términos
espaciales intervienen hasta un cierto orden, las temporales no intervienen
hasta el siguiente:

- A~ 02 A. (2.21)

(Podriamos haber deducido este mismo resultado a partir de la ecuacién
caracteristica (2.16), ya que o, ~ (k — k)?).

2.4 Conclusiones

En este capitulo se ha realizado un breve repaso del analisis lineal del mo-
delo Bruselator, que utilizaremos en adelante para explicar la dindmica y la
competicién de las estructuras de Turing observadas en los experimentos.
Se han determinado las condiciones en que tiene lugar la inestabilidad de
Turing y se ha calculado el punto critico y el umbral lineal [De Wit, 1993].
La tasa de crecimiento para los modos de Turing indica que el nimero de
onda mads inestable crece con el pardmetro de control, de acuerdo con lo
que sucede en la reaccién CIMA.
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Capitulo 3

Formalismo de amplitud

Cerca del umbral se ha obtenido la ecuacién lineal que rige la evolucién
de las amplitudes de los modos marginales. Sin embargo, el problema es
degenerado y el patron seleccionado no estd determinado de forma tunica
por el andlisis lineal, sino que depende de las condiciones de contorno, de
inhomogeneidades en el medio y en cualquier caso de la competiciéon no
lineal entre los modos desestabilizantes.

En este capitulo completamos las ecuaciones de amplitud con términos
no lineales utilizando el método perturbativo de maltiples escalas. Con estas
ecuaciones se puede determinar la estabilidad relativa de las estructuras de
Turing y predecir en gran medida el comportamiento cerca, e incluso relati-
vamente lejos del umbral. La validez de los resultados analiticos se pondra
a prueba comparandolos con las simulaciones numéricas del Bruselator.

Discutiremos especialmente la importancia de las modulaciones espa-
ciales, que hasta ahora no se habian tenido en cuenta en el contexto de
sistemas de reaccién—difusion.

3.1 Meétodo de las miiltiples escalas

Este método débilmente no lineal se basa en dos hechos fundamentales: la
solucion que aparece tras la inestabilidad se puede desarrollar en funcién
de un parametro pequeno relacionado con la distancia al umbral y las am-
plitudes de los modos que dominan la dindmica del sistema evolucionan
en escalas lentas de espacio y tiempo. Expliquemos con mas detalle cémo
utilizar ésto para derivar las ecuaciones de amplitud (una excelente revisién
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de este método puede encontrarse en la Ref. [Nicola, 2001]).
Dado un sistema de reaccién—difusion general, el problema de pertur-
baciones en torno a un punto fijo es de la forma:

ou = £(V%Mu + NL(u)

donde £ y NL representan los operadores lineal y no lineal, respectivamen-
te, y A son un conjunto de pardmetros. En el punto de bifurcaciéon, dado
por A = )¢, aparece una nueva solucién que se puede aproximar por un
desarrollo perturbativo alrededor del estado bésico:

u=ecuy + e2u2 + 63u3 + ...

El pardmetro € estd relacionado con la distancia al umbral; en general,
podemos suponer que € ~ (B — B.)P, donde p es un numero entero o
racional que se obtendra con este andlisis. En tal caso, podemos desarrollar
el pardmetro de control como: A = A. + e\; + €2Xg + ... Los vectores u; y
A; también se determinaran a posteriori.

Por otro lado, separamos las escalas de espacio y tiempo, de acuerdo
con desarrollos de la forma:

Oy = Oy, + €0z + 626x2 + ...
O = Oy + €0y + %0, + ...

donde tg y zo representan las escalas naturales de la nueva solucién —ligadas
a k. y w.—y los 6rdenes superiores dan cuenta de las escalas lentas en las que
varian las amplitudes de los modos criticos, de manera que las soluciones a
primer orden vienen dadas por:

u; = A(xy, xe, ...; t1, to, ...)ei(kcwo_“’cto) + c.c. (3.1)

El andlisis lineal selecciona las lentas escalas espacio—temporales, ya
que estan ligadas por la relacién de dispersién. Vimos en la Ec. (2.21) por
ejemplo, que en el caso estacionario d; ~ 92 (9,, A = 0), mientras que en el
caso de ondas viajeras (Capitulo 8) sera necesario considerar 0 ~ 0,.

De acuerdo con todo esto, los operadores lineal y no lineal se desarrollan
también en funcién de e:

£ = £0+6£1+62£2+63£3+...
NL(u) = 62M2u1u1 + 63(M3U1UQ + N3u1u1u1) =+ ...
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y se obtiene la siguiente jerarquia de ecuaciones lineales inhomogéneas:

Ole) : (Ory — £Lo)ur = 0, (3.2a)
O(e?) (Ory — Lo)ug = (£1 — 0y )ur + Maujuy, (3.2b)
O(e¥) : (O — £o)ug = (£1—0y)uz+ (£2 — 0,)ma

+ Mjsujus + Ngujujusg. (3.2¢)

La primera ecuacién equivale al problema lineal, cuyas soluciones estan
dadas por (3.1). Las demds son ecuaciones inhomogéneas de la forma:

(8t0 — £0)ui = Ii(ul, ...ui_l), 1= 2, 3... (3.3)

que se pueden resolver iterativamente. La dificultad estriba en que el ope-
rador (0y, — £0) es singular, ya que tiene soluciones con autovalor cero (los
modos criticos, precisamente). Para que el sistema tenga solucién es nece-
sario restringirnos al subespacio en que el problema es invertible, es decir,
cuando I; L K er(Lar ). En tal caso la inhomogeneidad ha de satisfacer lo que
se conoce como condicion alternativa de Fredholm, dada por:

< V| >=0 (3.4)

que no es més que la proyeccién sobre los autovectores criticos del problema
adjunto, que se obtienen de:

(£0—8t0)+V:v(£0—8t0) = 0. (35)

A partir de las condiciones alternativas de Fredholm a cada orden se puede
reconstruir las ecuaciones diferenciales para las amplitudes.

3.2 Ecuaciones de amplitud

Para los propositos de este capitulo, basta considerar las ecuaciones has-
ta orden O(e3). Los términos que intervienen para cada solucién pueden
justificarse por argumentos de simetria, de manera que partimos de las
ecuaciones de amplitud asi deducidas y relegamos el calculo de los coefi-
cientes al Apéndice B. Debemos sefnialar tnicamente, que de acuerdo con
el andlisis lineal el pardmetro de control B, se desarrolla como:

B=DB.+¢eB) + By + ... (3.6)
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A

4
4] || /

(a) (b)

Figura 3.1: (a) Bifurcacién supercritica. (b) Bifurcacién subcritica. Las ramas

b~

en trazo continuo representan la amplitud de la solucién estable.

y dado que 9; ~ 02, las escalas espacio-temporales:
Oy = Oy, + €0y + ... (3.7)
(9,5 = ato + 620”&2 + ... (38)

3.2.1 Solucién de bandas

Las bandas son estructuras basicamente unidimensionales, caracterizadas
por una unica amplitud, A1, que evoluciona de acuerdo con la ecuacién!:

ToOL A1 = ,uAl — g‘Al‘QAl + DT(?gAl (39)

Los coeficientes DT, 7 y p coinciden con los del andlisis lineal, como era de
esperar, y se tiene ademdas un término cibico que cumple la condicién de
simetria Ay — —A;. La expresién explicita de los coeficientes es (Apéndi-
ce B):

1—n? B - B,
7’0 = e /J, - )
8438 An+5ATE -8 AT 4 (3.10)
g = 5 — e

9A3n(1+ An)

La ecuacién de amplitud sin la difusién, 790 A; = pA; — g|A1|? Ay, corres-
ponde a la forma normal de una bifurcacién pitchfork supercritica (Fig. 3.1a).
Por esta razén B; = 0 y las amplitudes son de orden p!/2,

'Para analizar inestabilidades trasversales, como la inestabilidad de Zig-zag, o la
competicion con otras soluciones bidimensionales, deberemos tener en cuenta las dos
direcciones espaciales, como se explicara al final de este apartado.
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\qx Figura 3.2: Dominio de
" vectores de onda que in-

qy tervienen en la modula-

k cién espacial de un patrén
bidimensional de bandas
(adaptado de [Mannevi-
lle, 1990]).

Si tomamos como solucién T = Re’® y separamos las partes real e
imaginaria, se tiene:

HR = uR—gR3, (3.11)
Op = 0= ¢ = cte. (3.12)

La segunda ecuacién indica que la fase es un modo marginal, de manera
que la ecuacion de amplitud queda invariante bajo una traslaciéon de fase,
equivalente a una traslacion espacial x — z + Az. Esta simetria de la
ecuacién de amplitud se rompe para las soluciones en la direccién del vector
de onda, ya que éstas sélo son invariantes bajo traslaciones con Az = 27 /k.

Por otro lado, la ecuacion para la amplitud R tiene dos soluciones es-
tacionarias:

e R, = 0, la solucién estacionaria y homogénea que es estable cuando
1 < 0, es decir, por debajo del punto critico;

e Rp = \/11/g, solucién no trivial, que es estable por encima del umbral.

La Ec. (3.9) rige la evolucién espacio—temporal de la amplitud mas alld
del punto de bifurcacion para cualquier sistema unidimensional que sufra
una rotura de la simetria espacial. Sin embargo, en sistemas bidimensio-
nales debemos tener en cuenta las modulaciones de la amplitud no sélo
en la direccién del niimero de onda, sino también en la perpendicular a él
si queremos analizar inestabilidades trasversales, como la de Zig—zag. La
generalizacion de esta ecuacién no es inmediata, ya que los operadores dife-
renciales dependen de distinta forma del pardmetro € segiin la orientacion
[Manneville, 1990]:

Op = Oy + edx, (3.13)
By = Oy + €0y (3.14)
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Esto se debe a que si tomamos Z en la direccién del nimero de onda de
las bandas, y lo perturbamos ligeramente en la forma k = (k. + ¢,) + ¢,y
(Fig. 3.2), el operador laplaciano al orden mas bajo queda:

V% — k2 ~ k2 4 2q ke + qg. (3.15)

Por tanto, ¢, ~ qz, es decir, que: OpA; ~ 0241 ~ 8;541.

Si realizamos un desarrollo andlogo al del Apéndice B teniendo en cuenta
la modulaciones de la amplitud en la direccién gy, se obtiene la Ec. (3.9)
pero con el cambio 20,,0x — 20,,0x + 632/, que es la ecuacion de Newell-
Whitehead—Segel (NWS) [Newell & Whitehead, 1969]:

1

100 A1 = pAy — g|A1]* A + DT (0x + 57k

0%)2 A, (3.16)

3.2.2 Simetria hexagonal

La solucion hexagonal resulta de la superposicion de tres modos con ntme-
ros de onda cercanos al critico y que satisfacen la condicién de resonacia
ki + ks + kg = 0, es decir, son tres sistemas de bandas a 120°:

3
u = ug Z Aje™T 4 e (3.17)
j=1

Las ecuaciones de estos modos deben ser invariantes frente a reflexiones en el
plano (r — —z, y — —y) y bajo rotacién en 27/3 (A; — Ay — A3 — Aj).
La reflexion en el plano perpendicular a k; impone que los coeficientes
sean reales, mientras que la condicién de cierre permite la resonancia con
un término cuadratico. De acuerdo con estas simetrias, la forma normal
es [De Wit, 1993; Verdasca et al., 1992]:

ToOL A1 :,U,Al +'UZQZ,3—Q |A1 ‘2 Ay —h(’A2‘2+|A3’2)A1.

Para estudiar las posibles inhomogeneidades han de incluirse, no sélo el
término laplaciano, sino también ciertos términos cuadréticos que satisfacen
la simetria hexagonal [Brand, 1989; Lauzeral et al., 1993; Bragard, 1996;
Echebarria & Pérez-Garcia, 1998]. Las ecuaciones de amplitud completas
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SOH2:
00 A1 = pAi+vAyAz—g AP A — h(] Az P+ 143 %) A
+ M [Ag (n3 V) A3 + A3 (n2 V) é ]
+ 10 [A3 (n3 V) A2 + AQ (nz V) A ] (ﬁl . V)2 Ay
(3.18)

donde se han definido los vectores unitarios en las direcciones de los vec-
tores de onda: n; = k;/k;. (Para las amplitudes Ay y A3 se obtienen las
ecuaciones mediante la permutacion ciclica de los subindices).

Los coeficientes lineales y g son los mismos que para bandas. Los demas
coeficientes, calculados en la Seccién B.1.2, vienen dados por las siguientes
expresiones:

1—An 1 —3+5An+TA2n? -3 433
v=2——""T_49_ 4  h= i :
A(1+An) A A3n(1+An)
4k, —4ken(1—An)

B = fo =

AB.’ A2[A2 + 0 (14 An)?]

(3.19)
Para que las amplitudes saturen a este orden es necesario que los coefi-
cientes g y h sean positivos, ya que de lo contrario deberiamos llegar hasta
ordenes superiores para conseguir su saturacién y se produciria otro tipo de
bifurcacion. El coeficiente del término cuadratico, v, que rompe la simetria
A — —A, indica que B; # 0 y que, por tanto, la amplitud de los hexdgonos
es de orden p.

Los términos espaciales estabilizan patrones hexagonales con ntmeros
de onda distintos al critico, y los cuadraticos ademés permiten ligeras dis-
torsiones. Estos ultimos tienen especial interés en el marco de la dindmica
de fase, problema que serd objeto de estudio en el siguiente capitulo. Se po-
dria pensar que los términos espaciales no lineales son despreciables frente
a los otros; sin embargo, en el caso del Bruselator los coeficientes 81 y o
son del mismo orden que los demas coeficientes y no pueden despreciarse a
Priori.

Si nos olvidamos de momento de las modulaciones espaciales, al sustituir
una solucion de la forma A; = Tje‘bﬂ' y separar la parte real de la imaginaria,
se tiene [De Wit, 1993]:

2Nétese que ahora las escalas espaciales son las mismas en ambas direcciones 9, ~ Oy.
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Figura 3.3: Hexdgonos obtenidos en la reaccién CIMA [Ouyang & Swinney,
1991a]. Las zonas oscuras corresponden a maximos en la concentracién de activa-
dor, [I~], mientras que las mds claras son minimos. (a) H, (b) Hp.

Amplitud. Evoluciona de acuerdo con la ecuacion:
700, T1 = pTh + |o|ToTs — gT1° — W(T5 + T3)Th,
cuyas soluciones son:
e Estado estacionario y homogéneo: T; = 0.
e Bandas: Th = \/j1/g, To = T3 = 0.

e Modo mixto: Ty = |[v|/(h—g), Toa = T3 = /i — gT2/(g + h) (siempre
inestable en el Bruselator [De Wit, 1993]).

e Estructura hexagonal: Ty = T, = T3 = H. Se tienen dos soluciones
estacionarias, H = Hy, que satisfacen:

100 H = —H [(g+2h)H* — p— |v|] = —H(H — H_)(H — Hy).

Esta ecuacion es la forma normal de una bifurcacién subcritica, mas
dificil de tratar ya que el andlisis se hace alrededor de amplitud nula
cuando en realidad la amplitud pasa de cero a un valor finito, no
forzosamente infinitesimal (véase Fig. 3.1b). Esto se debe al término
cuadratico que aparece como consecuencia de que By # 0 y que es el
responsable de la mezcla de escalas en las ecuaciones de amplitud.

Si se tienen en cuenta los términos espaciales el problema admite como
soluciéon hexagonos ligeramente distorsionados, similares a los que se han
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Figura 3.4: Coexistencia de hexdgonos up y down (con flujo ascendente y descen-
dente por el centro, equivalentes a los Hy y H, respectivamente) lejos del umbral
de conveccion Rayleigh-Bénard para e = 3.4 y P = 4.5 en condiciones Boussinesq
[Assenheimer & Steinberg, 1996].

observado en diversos experimentos [Ouyang & Swinney, 1991a; Gunarat-
ne et al., 1994] y simulaciones [Malomed et al., 1994]. En la Secciones. 3.4
y 4.3 estudiaremos su estabilidad en el marco de la dindamica de amplitud
y fase, respectivamente.

Fase: A diferencia del caso de bandas, la fase de cada modo no es constan-
te, sino que su evolucién cumple la siguiente ligadura (y sus permutaciones
ciclicas):
T1T06t¢1 = —’L)T2T3 sen@’,

donde se ha definido la fase total ® = ¢1 + ¢2 + ¢3, que relaja de acuerdo
con la ecuacion:

T2T2 + TPT2 + T2T72

AVLYE

De acuerdo con esta ligadura, la traslacion de dos de los vectores de onda

es libre, mientras que la evolucion del tercero es tal que ® relaja mondto-
namente hacia uno de los dos puntos fijos:

700 P = —v end. (3.20)

e siv > 0 la fase total relaja hacia cero y se tiene la solucion H = H, =
Hy > 0. Los méaximos en la concentracién de activador estdan en el
centro de los hexdgonos (Fig 3.3a), siendo andlogos a los hexdgonos
up de conveccién, en los que el fluido asciende por el centro (Fig. 3.4).
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Figura 3.5: Representa-
ci6én de los vectores unita-
rios en las direcciones de
los vectores de onda, n;, y
en las direcciones ortogo-
nales a cada uno, 7;.

e si v < 0 la fase total es 7 y se tiene que: H = H_¢e™/3 < 0, que
denotaremos H, (Fig. 3.3b). Los minimos de activador ocupan ahora
la parte central del hexdgono (equivalentes a los hexdgonos down, en

los que el fluido desciende por el centro).

FEn lo que sigue conviene expresar las derivadas espaciales en funcion de
vectores asociados al modo sobre el que operan. Para ello introducimos una
base de vectores, 7;, ortogonales a cada direccién n;, tal como se definen en
la Fig. 3.5. Sustituyendo en la Ec. (3.18) las relaciones:

) 1. V3 ) 1. V3,

no = *57&3 + 7723, n3 = 75”2 - 77-27 (321)

las ecuaciones de amplitud quedan:

A1 = pAi+vAsAz—g | AP A —h(|A2|* + | A3 *) A
+ i071 [ZQ 8333 ZS + ZB axg ZZ]
+ dag[Ay0n, Ay — A3 0, Ao) + 02, Ay (3.22)

donde utilizamos la notacién estdndar para las derivadas direccionales: (7;-
V) = 0,, y hemos renormalizado el tiempo para eliminar 7y y el espacio para
eliminar DT. Sélo se modifican los coeficientes de los términos espaciales,
que ahora son:

1 1 1 V3

_Z =_—— " "0, 3.23
Se han representado en la Fig. 3.6, donde puede verse que «y es siempre
positivo, mientras que as cambia de signo cuando An = 1. Cuando as = 0,
se tiene también que vg = 0 y por tanto v ~ u. Ademdas hay que hacer

notar que ag >>| g |.

o] =
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Figura 3.6: Coeficientes v y s en funcién de An para (a) A =4.5, (b) A = 2.0.
La linea discontinua indica el rango de validez de estos coeficientes, ya que a la
derecha de ésta se produce antes la bifurcacién de Hopf (recuérdese la Fig. 2.6).

3.3 Competiciéon bandas—hexagonos

3.3.1 Estabilidad de las bandas

Para estudiar la estabilidad relativa de las bandas frente a los hexdgonos
consideramos una solucién general® de la Ec. (3.22) con un nimero de
onda que difiere en ¢ del critico (¢ = k — k) y le anadimos pequenas
perturbaciones con la simetria hexagonal:

A =S01+ T1)6iqx1, Ay = T26iqw2, Az = Tgeiqxg (3.24)

donde S = /(u—¢?)/g es la amplitud de una solucién de bandas de la
Ec. (3.22) y x; = 7+ n;. No consideramos una fase en la perturbacién, ya
que tan solo conduce a la invariancia traslacional en la direccién del vector
de onda, como se obtuvo en la Ec. (3.12). Para no complicar los desarrollos
vamos a considerar por ahora a; = as = 0.

3Las modulaciones en la direccién de §j, que para las bandas aparecfan a través del
término 85, son ahora de orden superior y no son necesarias para tratar la estabilidad
relativa de las bandas frente a perturbaciones hexagonales. Serd diferente cuando se
analicen en el capitulo siguiente las inestabilidades de fase que sufre un patrén de bandas
estable frente a perturbaciones de amplitud, en cuyo caso se partird de la ecuacién de
NWS (3.16).
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El problema lineal correspondiente es:

. —2(pu— %) . 0 0

T; _ 0 T2 (u— ) vS :;

"3 0 vS %(u —¢?) "
(3.25)

Si suponemos un crecimiento exponencial de las perturbaciones, r; = a;e

las bandas permanecen estables cuando los autovalores son negativos:

9

A= —2p—¢°) <0, (3.26)
M = (9—h)S*=+|v|S <0. (3.27)

Se ve claramente que si g — h > 0 las bandas son siempre inestables, puesto
que Ay > 0 (equivale a la regién An < 0.564 de la Fig. 3.7). Nos centra-
remos en el caso mas interesante en que g — h < 0, para el cual A_ < 0.
La primera condicién para que las bandas sean estables es que ¢? < p. Por
otro lado, la condiciéon Ay < 0 que determina la curva de estabilidad de
amplitud de las bandas frente a los hexdgonos viene dada por:

(g — h)? (g —h)?
g >M+ g

2

v
,u—q2>(gg_7h)2:>v%u2+<2vovl— q2+v(2]<0
(3.28)

cuyas raices son:

- <2v0v1 - @) + \/(21}0@1 - %)2 — 41)% <@q2 + v%)

Hs+ =

21}%
(3.29)
Son reales si: )
—h

% > 4y (v + vlq2). (3.30)

Esto se cumple en el intervalo de ¢ limitado por las raices:

— h)?
gr = £ g, con «a= =" _ . (3.31)
U1 4gv;

En la Fig. 3.7 se muestran las curvas pug+ en trazo continuo como funcién
de An. La zona rayada contenida entre ambas ramas corresponde a la zona
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Figura 3.7: Umbrales de estabilidad en funciéon de An para las estructuras de

0

Turing tomando k = k.. Las zonas sombreadas limitadas por pas y pig, represen-
tan las regiones donde los Hy (gris claro) y los H, (gris oscuro) son estables. La
regién rayada comprendida entre ugy corresponde a la de bandas estables (véase
el texto).

de bandas estables 4. Esas curvas son invariantes bajo reflexién ¢ — —q, y
existen en el rango limitado por las raices de la Ec. (3.31).

Hasta este punto hemos analizado la estabilidad de las bandas sin consi-
derar los términos espaciales cuadraticos. Si se tienen en cuenta, el desarro-
llo es andlogo cambiando vy — vy + 21 ¢ (s6lo afecta el término en a; por
tomar perturbaciones de tipo compresién—dilatacién). La nueva correccién
rompe la simetria ¢ — —¢. En particular la condicién (3.31) queda:

—2aq £ \/41)% <vg — (94;31)2>

2
2v7

4+ = (3.32)

Como se demostrard en la seccién siguiente, el término en a; modifica
fuertemente los umbrales de las transiciones secundarias y el nimero de
onda de las soluciones estables.

4En esta gréfica y siempre que hablemos de condiciones sobre An para estructuras de
Turing, se sobreentiende que estamos por debajo de la curva (2.11).
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3.3.2 Estabilidad de los hexagonos

Los hexdgonos equilateros con un nimero de onda k = k. + g, vienen dados
por: ' ' .
Ay = He'"') Ay = He'™? Az = He'd%3. (3.33)

De acuerdo con los resultados de la Seccién 3.2.2 podemos tratar conjun-
tamente los hexagonos de fase 0 y 7, cuyas amplitudes son:

ol £ Vo 4(g + 20) (1 — ¢P)
N 2(g + 2h)

H=H, (3.34)

(recordemos que suponemos por ahora a; = az = 0 para simplificar los
célculos). Para ver en qué condiciones es estable, introducimos perturba-
ciones homogéneas r = r(t) (9,r; = 0):

Ay = H(14r;)el, i=1,2,3.

Sustituyendo esta solucién en la Ec. (3.22), el problema lineal queda:

7 a b b T

f; — b a b 7“; a = p=—gq° (39 + 20,
. ’ b = |v|H —2hH?.

T3 b b a r3

Los autovalores de las soluciones r; = a;e°t determinan las condiciones de
estabilidad para los hexagonos:

u = (g—h)H?+|v|H >0, (3.35)

= 2(g+2n)H? — |v|H > 0. (3.36)

El caso limite para la primera condicién equivale a:

-1 v?

" HM =4 = T g 2n)

Dado que v = vg + v1 4, la expresién explicita es:

~2 (vgr + 2(g + 2h)
21}%
V4 (wovr +2(g +20)) — 407 (63 — 4(g + 2h)g?)

2
201

pyv =

n (3.37)
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que es la curva marginal, que conserva la simetria ¢ — —¢. El minimo de
esta curva se encuentra ligeramente por debajo de u = 0, como corresponde
a una bifurcacién subcritica. Por debajo de este valor de u, los autovalores
u y v son complejos con su parte real positiva, es decir, que los hexdgonos
son inestables.

Por otro lado, cuando g — h > 0 (An < 0.564) siempre se satisface que
w > 0y por tanto los Hy son siempre estables por encima del umbral (véase
la Fig. 3.7). Por el contrario, si g — h < 0 sélo se cumple cuando:

(g —h)? (9=h)?* 2
29 +h 29+ h e

(3.38)
Las raices de esta ecuaciéon nos dan los limites del rango en el que los
hexdgonos son estables:

o _(29+h)

p—q° < W’UQ = v%,u2—|— <2v0v1 - > u—l—v8+

— <2vov1 - Eg;f;;) + \/(2?}001 - %)2 — 4o} (”8 + (ggj@f q2>

HHE = 2v%
(3.39)
que son reales a condicién de que:
(9 —h)? 2
— >4 . A
2+ h > 1)1(1)() + v1q ) (3 0)
Esto se cumple entre los valores:
p (9 —h)?
=14/—, donde =" — . 3.41
T V1 ﬁ 4’1)1(29 + h) 0 ( )

Los limites pas v pg+ se han representado en el diagrama de la Fig. 3.7
en trazo discontinuo. En la regién coloreada en gris oscuro, comprendida
entre la curva marginal pys y la rama inferior pp—, los hexdgonos H, son
estables. La zona en gris claro, limitada por pys, g+ ¥ p—, corresponde
a Hj estables.

Si se tienen en cuenta los términos espaciales no lineales, el desarrollo
es similar, cambiando vg — wvg + 2a1¢. Las curvas son fuertemente asi-
métricas, como veremos a continuacion, y los umbrales sufren importantes
correcciones.
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3.3.3 Diagramas de estabilidad

Unificando las condiciones de estabilidad de hexdgonos y bandas del apar-
tado anterior podemos distinguir varias situaciones: si An < 0.564 se tiene
que g —h > 0 y la tnica solucién estable son los hexdgonos; si por el contra-
rio g — h < 0 se tienen cuatro casos distintos esquematizados en la Fig. 3.8,
en la que se han representado las amplitudes de bandas (S) y de hexédgo-
nos (Hr y Hp) en funcién del pardmetro de control p suponiendo k = k.
En trazo continuo se denotan las soluciones estables y en discontinuo las
inestables [De Wit, 1993].
Analizemos cada caso por separado (con k = k.):

e Regién I (0.5642 < An < 0.8793): Por encima del umbral siempre
se satisfacen las condiciones de estabilidad los hexagonos (Hy por ser
v > 0), mientras que las bandas son inestables ya que o < 0 (Caso I de
Fig. 3.8). Esta situacién se da cuando los coeficientes de la ecuacién
de amplitud verifican:

(g —h)? < vy, (3.42)

e Regién II (0.8793 < An < 0.9583): Los hexdgonos son siempre esta-
bles, y coexisten con las bandas en la regién: pus_ < p < psy, ya
que por ser a > 0 estos limites son reales (Caso I de Fig. 3.8). Esto

sucede si: ) )
(g—h) (g—h)
—— <Yy < ———. 3.43
429 +h) -0 dg (343)
e Region IIT (0.9583 < An < 2.418): Las bandas son estables entre
ws— < p < us+, mientras que los hexagonos son inestables en la
region dada por pug— < p < ppy (B > 0). Existen dos regiones
separadas de estabilidad, la segunda correspondiendo a los hexdgonos
reentrantes. Ademads, puesto que ps— < pg— < pps+ < WS+, Se
tienen dos regiones de biestabilidad en la que se producen fenémenos
de histéresis. Se cumple ahora:

(3.44)
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Figura 3.8: Diferentes casos del Bruselator. En linea continua se representa la

amplitud de la solucién estable: S indica bandas y Hy y H, hexagonos de fase 0

y 7, respectivamente (véase el texto).
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Figura 3.9: Patrones de Turing transitorios obtenidos en un reactor abierto con

alimentacién en forma de rampa [Dulos et al., 1996]. Las zonas blancas correspon-

den a méximos en la concentracién de activador (I7). Al aumentar el pardmetro

de control de derecha a izquierda se tiene: el estado homogéneo, seguido de los

hexagonos H,, bandas y a la izquierda finalmente los reentrantes Hy. Corresponde
al Caso Illc de la Fig. 3.8.

Dado que en este rango de parametros vg cambia de signo en An = 1,
se distinguen tres situaciones:

(a) 0.9583 < An < 1: el producto vgv es positivo, lo que significa que
v, el pardmetro responsable de la fase de los hexdagonos, no cambia
de signo, es decir, que los hexdgonos reentrantes tienen la misma fase
que en el umbral (Hyp). Es el Caso Illa de la Fig. 3.8.

(b) Caso particular Anp =1 (vg =0y ay = 0): Se tiene que pug_ =
tp = ps— = 0. Los hexdgonos son supercriticos, pero son las bandas
las que aparecen de la inestabilidad primaria (Caso I1Ib de la Fig. 3.8).

() 1 < An < 2.418: vyv; < 0, es decir, que existe un valor del
pardametro de control, 4,, para el que v cambia de signo (Caso IIlc
de la Fig. 3.8). Puesto que se cumple que pg— < pp < pp+, los
hexagonos cerca del umbral tienen fase 7, mientras que los reentrantes
son Hj.

Estos ultimos casos se han observado experimentalmente en la reaccién

CIMA [Ouyang et al., 1992; Dulos et al., 1996]. En la fotografia de la
Fig. 3.9 se muestra el patrén formado en un gel en forma de cuna, es decir,
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inyectando los reactivos desde planos no paralelos entre si. De esta for-
ma el parametro de control —concentracion de uno de los reactivos—, varia
gradualmente. La banda oscura de la derecha corresponde al estado esta-
cionario y homogéneo, tras el cual aparecen los hexdgonos H,. En la regién
central se tienen las bandas y en la izquierda los hexdgonos reentrantes Hy.

Por el interés de este ultimo caso, nos centraremos en él a partir de
ahora. En los diagramas de la Fig. 3.10 se han representado con detalle
las inestabilidades de amplitud para An = 1.59, despreciando y conservan-
do los términos espaciales cuadraticos. Se muestran las curvas de bandas,
is, en trazo discontinuo y los limites de hexdgonos py en trazo continuo
(Ecs. (3.29) y (3.37),(3.39), respectivamente). Las bandas son estables en
la regién rayada, mientras que los hexdgonos H, y Hy lo son en las zonas
sombreadas en gris oscuro y claro, respectivamente. A diferencia de los
casos habituales (hidrodindmica, por ejemplo) las curvas que limitan las
transiciones secundarias son cerradas debido a la dependencia del término
cuadratico v con el parametro de control p. Son simétricas cuando no se
consideran los términos en «; y su corte con el eje ¢ = 0 coincide con el resul-
tado obtenido en trabajos anteriores sin los términos espaciales no lineales
[De Wit, 1993]. Queda patente el efecto de los nuevos términos: producen
una fuerte asimetria en las curvas, de manera que se modifican fuertemente
los umbrales de transicién entre diferentes soluciones y los niimeros de onda
de las soluciones estables, respecto al diagrama simétrico.

3.3.4 Comparacién con las simulaciones numeéricas

Para comprobar la validez de estos resultados analiticos se ha integrado
directamente el modelo (2.3) utilizando dos métodos diferentes: un méto-
do semi—-implicito propuesto por Dufiet & Boissonade [1992] para sistemas
de reaccién—difusiéon y un método espectral para la parte inhomogénea y
semi-implicito en el tiempo [Bestehorn, 1995]. En ambos casos se han con-
siderado condiciones de contorno periédicas y se ha discretizado el espacio
en matrices cuadradas de 128 x 128 y 256 x 256 puntos para comprobar
que el tamafio no influye en el resultado de la integracién. Las discretiza-
ciones son del mismo orden para los dos métodos: Ax ~ 0.04 y At ~ 0.02
(unidades adimensionales).

Se han calculado los nimeros de onda de las simulaciones con el método
habitual de la transformada de Fourier. El valor de g representado en la
Fig. 3.10, es el promedio sobre un numero suficiente de simulaciones



Figura 3.10: Diagramas de estabilidad para bandas y hexdgonos para An = 1.59: (a) para k = k. = 1.26; (b)
sin, (¢) con los términos espaciales cuadriticos en funcién de la perturbacién del nimero de onda ¢ = k — k.. Los
sfmbolos indican el niimero de onda obtenido en las simulaciones: asterisco para los hexdgonos, cuadrados para mezcla
de bandas y hexdgonos y circulos para bandas.
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Figura 3.11: Black-
eyes en el Bruselator
(de [Borckmans et al.,
1995]).

(3-5 por cada malla) obtenidas a partir de condiciones iniciales aleatorias.
Siguiendo la tendencia que indicaba la tasa de crecimiento lineal (grafi-
ca 2.4) las soluciones presentan nimeros de crecientes, hasta un 50% ma-
yores que el critico (k. = 1.26) si u es suficientemente grande.

Asi pues, la asimetria debida a los términos espaciales cuadraticos es
determinante para describir adecuadamente los resultados de las simulacio-
nes, como queda patente en la Fig. 3.10: los resultados numéricos se ajustan
perfectamente al diagrama hallado con dichos términos, mientras que los
umbrales del diagrama simétrico no coinciden con las transiciones secunda-
rias entre las diferentes soluciones® [Pefia & Pérez-Garcia, 2000, 2001c]. La
simetria de la solucién asintéticamente estable estd intrinsecamente ligada
al numero de onda de crecimiento més rapido (por ejemplo, para p = 1.0
las bandas con k = k. son también estables, sin embargo, puesto que los
modos ma&s inestables tienen un nimero de onda mayor, se seleccionan los
hexagonos, que son la solucién estable en ese rango de q).

Para la reaccién CIMA se ha demostrado experimentalmente que el ni-
mero de onda crece al disminuir la concentracién [M A], que es equivalente
a aumentar f en nuestro modelo [Ouyang & Swinney, 1995]. Por tanto, es
de esperar que los resultados del Bruselator, derivados de esta dependencia,
puedan aplicarse también al sistema experimental.

Para valores altos del pardmetro de control surgen los llamados black—
eyes, en los que los modos resonantes de médulo k = v/3|k;| también estén
presentes (Fig. 3.11). En este caso, el andlisis de amplitud con sélo tres
modos no es valido y seria necesario ampliar el andlisis a seis modos.

5Si por el contrario el nimero de onda seleccionado por el sistema no depende del
pardmetro de control, como sucede por ejemplo en una ecuaciéon de Swift—Hohenberg
[Pefia et al., 2001], el efecto de los términos en «; es irrelevante, ya que los nimeros
de onda de las simulaciones permanecen en torno al eje u, cerca del cual las curvas de
inestabilidad con y sin términos en «; son muy parecidas.
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Figura 3.12: Hexagonos distorsionados asintéticamente estables en la reaccién
CDIMA imponiendo con luz el patrén inicial. En la parte inferior de cada foto se
muestra su FFT (de [Ouyang & Swinney, 1995]).

3.4 jModos mixtos, rombos o hexagonos distor-
sionados?

En algunos experimentos [Ouyang & Swinney, 1991a; Gunaratne et al.,
1994] se han observado patrones de simetria cuasi-hexagonal, en los que las
amplitudes de los modos son diferentes. En las Figs. 3.12 de la Ref. [Ouyang
& Swinney, 1995] se muestran dos ejemplos distintos: en el primero dos de
los modos son mucho mayores que el tercero, mientras en el segundo ocurre
lo contrario.

Podria tratarse de modos mixtos:

v — gA2 1/2
A = o Ay = Az = (%) (3.45)

que existen por encima del limite de estabilidad de las bandas (@ > pg),
pero se ha demostrado que éstos son siempre inestables [De Wit, 1993]. Los
patrones experimentales podrian deberse a efectos tridimensionales y ser el
resultado de la superposicién de dos patrones en capas diferentes del gel.
Otra posibilidad, que creemos mas acertada, es que podria tratarse de esta-
dos metaestables forzados por las condiciones de contorno o los efectos de
pinning. En cualquier caso, estos fenémenos no entran dentro del presente



Seccion 3.4 49

ky ky ky
N[ Ll
k . k k
4 % * A 4 x
(a) (b) (c)

Figura 3.13: FEjemplos de hexdgonos distorsionados en el espacio de Fourier.
Los puntos negros corresponden a la solucién de hexdgonos equildteros (a), que se
deforman por (b) distorsiones rectangulares o (c) distorsiones de cizalladura.

analisis.

Algunos autores han llamado rombos a estos patrones, dando lugar a
ciertos malentendidos. Es claro que no se trata de rombos propiamente
dichos, sino de hexagonos distorsionados, ya que presentan tres picos en el
espacio de Fourier con angulos préximos a 60°. Se distinguen dos tipos de
deformaciones posibles que preservan la condicién de resonancia ki + ko +
k3 =0:

e las que rompen la simetria rotacional pero no la de reflexién, |ki| #
lk2| = |ks|, dan lugar a hexdgonos achatados (Fig. 3.13b);

e las que no presentan la simetria de rotacién ni la de reflexion, |kq| #
k2| # |ks|, producen hexdgonos con deformaciones de cizalladura
(Fig. 3.13c).

Malomed et al. [1994] realizaron un estudio analitico de la estabilidad de
los hexagonos no equilateros en el marco general de las ecuaciones de ampli-
tud. Por simplicidad analizaremos el caso particular dado por la transfor-
macién (z,y) — [z, (1+A)y], perteneciente al primer tipo de distorsiones.
Compararemos este resultado con el que obtuvieron Gunaratne et al. [1994]
a partir del cdlculo numérico de los autovalores del problema lineal.
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Figura 3.14: Angulos de los hexdgonos distorsionados estables en la reaccién
CIMA [Gunaratne et al., 1994].

El grupo de simetria para la transformacién que estudiamos se reduce
de Dg a Dsy. La solucién puede desarrollarse en una base hexagonal con
amplitudes:

Al =P, Ay=Re®,  Ay=Se (3.46)
donde § = v/3 A/2. Ademis, de acuerdo con los experimentos, sélo se
tratan distorsiones rectangulares, es decir, aquellas en que dos de los tres
modos sufren el mismo cambio en amplitud y longitud de onda (S = R).
Tras introducir la expresién (3.46) en la Eq. (3.22) se tiene el sistema:

P 4+ v1R* — P(gP? + 2hR?*) =0 (3.47a)
po +vaP — R*(g+h) —hP?> =0 (3.47Db)
donde, siguiendo la notacién utilizada por Malomed et al. [1994], hemos
definido pig = p —36%/4, v = v+ 6(vV3ay —an) y v = v+ %5(\/5(11 + as).

De la Ec. (3.47b) se despeja la amplitud R? = (ug + voP — hP?)/(g + h),
y, al sustituirla en la primera, se obtiene una ecuacién ctbica para P:

C?,P3 + C2P2 +ciP+c=0 (348)
con los coeficientes:

c3 =2h* — g(g + h), ca = —h(v1 + 2v2),
c1 = u(g+ h) +viva — 2hpue, Co = H201-
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Figura 3.15: Regiones que representan las soluciones que existen y son estables
frente a perturbaciones de amplitud para g =1, h =2, v = 1 y o; = 0 (cualitati-
vamente similar a la del caso general obtenida por Malomed et al. [1994]).

La condicién de discriminante nulo D(u, p12) = 0 determina si la ecua-
cién (3.48) tiene una (por debajo de la curva) o tres raices reales, en tanto
que el limite para que R sea real es R = 0, que se satisface en dos casos
particulares: (a) P =0, ua = 0 (bifurcacién desde el estado bésico) y (b)

P =+\/u/g, en ux = hu/g F ver/u/g (bifurcacion desde rollos). Estas
ultimas son las curvas magenta y azul, respectivamente, de la Fig. 3.15.

El ndmero de soluciones en cada region de parametros, indicado en
la misma figura, estd determinado por estas tres curvas. Se tienen tres
soluciones (un modo mixto y dos héxagonos achatados, de los que s6lo uno
de ellos es estable) en la zona comprendida entre D(u,p2) = 0y py =
0. Hay dos regiones con dos soluciones reales (hexdgonos achatados): la
primera limitada por u+ = 0 para puz > 0 y la segunda para ps < 0,
D(p, p2) > 0 y limitada por u— = 0. Las regiones con una solucién (modo
mixto) son cuatro: por debajo de D(u, p2) = 0 con ps > 0; a la izquierda
de p— = 0 con pg > 0; en la zona restringida por pus < 0 y por encima



52 Formalismo de amplitud

wi [ =0 7 |
- uzzo

3f | ug=0 .
— D=0

of L= K0 |

03 § 06

06 03

(a)

Figura 3.16: Regiones de estabilidad (sombradas en gris) en funcién de la dis-
torsién & para los mismos pardmetros de la Fig. 3.15: (a) considerando «; = 0;
(b) para a3 = 0.05, az = 0.1.

de p+ = 0; y en una regién muy pequena de pg > 0 entre D(u, pu2) =0y
py = 0.
Para estudiar la estabilidad consideramos perturbaciones homogéneas

(6zai = O):

A = (P + al),

Ay = (R+az)e,

Az = (R + ag)e_iéy,
que obedecen a un sistema lineal dado por una matriz simétrica, de auto-
valores reales:

a1 = (u—2hR*—3gP*a; + R(vy — 2hP)(az + a3)
ay = [p2 —h(P?+ R*) — 3gR%ag + (v2R — 2hRP)ay + (vaP — 2hR*)a3)
a3 = [ua — h(P*+ R?) — 3gR%az + (vaR — 2hRP)a; + (v P — 2hR*)ay)

Se pueden distinguir dos tipos de perturbaciones:

(i) perturbaciones simétricas: as = a3 # a3 # 0. La condicién de
estabilidad frente a ellas coincide con las de existencia de las soluciones (P,
R reales), y por tanto no dan ninguna condicién adicional.

(i) distorsiones antisimétricas: a; = 0, ag = —as, que se amortiguan
por debajo de la curva en linea marrén discontinua (indicada como A = 0)
en la Fig. 3.15 y que se obtiene de:

A= pg —vaP — (3g — h)R* — hP* = 0. (3.50)
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Figura 3.17: Diagramas de estabilidad correspondientes a la Fig. 3.16 en funcién
del angulo de distorsion, A©.

En el caso 6 = 0 una de las raices es P = R, en cuyo caso se recupera el
limite para los hexdgonos equilateros. La curva de estabilidad de las bandas
(en trazo rojo discontinuo), dada por pus = p2 — glviva+ (h—g)pu]/h(h—g),
coincide con el resultado (3.28) cuando § = 0.

Estas curvas resultan mas claras en funcién de la variacion 4, tal como se
muestra en las Figs. 3.16. Los hexdgonos distorsionados son estables en la
region sombreada, mientras las bandas lo son por encima de la curva roja
[Pefia & Pérez-Garcia, 2001b]. Si se consideran los términos cuadréticos
espaciales, —por ejemplo, a; = 0.05, ae = 0.1, en la Fig. 3.16b— las curvas
dejan de ser simétricas, igual que sucedia para los hexagonos equilateros.
La inclinacién hacia uno u otro cuadrante depende del signo de aia, mientras
que la “magnitud” de la asimetria depende esencialmente de a;. En funcién
del dngulo de distorsién, definido como:

kcsen(60°) + 6

AO = arct
© = arcte k.cos(60°)

(3.51)
se obtienen las graficas de la Fig. 3.17.

Para el caso del Bruselator, puesto que v depende del parametro de
control, las curvas son considerablemente mas complicadas en el caso de
los hexdgonos reentrantes (para los demds casos los diagramas serian cua-
litativamente similares a los mostrados hasta ahora). En las Figs. 3.18 se
muestran los diagramas (A©, u) para An = 1.59. Se han ampliado las zo-
nas cercanas al umbral, donde las curvas son cualitativamente similares a
las del ejemplo anterior [Pena & Pérez-Garcia, 2001b]. Para valores altos
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Figura 3.18: Distorsiones angulares de los hexdgonos distorsionados estables para
el Bruselator (An = 1.59) en funcién de AO. (a) tomando «; = 0; (b) teniendo
en cuenta que a; = 0.21 y ap = —2.7-1073. En las figuras de la izquierda se ha

ampliado la zona préxima al umbral.
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de i, debido al fenémeno de los hexdgonos reentrantes, aparece de nuevo
una segunda regién de hexdgonos distorsionados estables de fase total cero.
Se ha utilizado la misma notacién de colores para las curvas que antes. Las
regiones sombreadas corresponden a hexdgonos distorsionados de fase 7 y
fase cero (cerca y lejos del umbral, respectivamente).

3.5 Conclusiones

En este capitulo hemos derivado las ecuaciones de amplitud incluyendo
la modulacién espacial de las amplitudes para bandas y hexagonos. Para
estos 1ltimos se han de incluir términos espaciales cuadraticos con sime-
tria hexagonal, de caracter universal y discutidos recientemente en otros
sistemas fisicos, como conveccién de Rayleigh-Bénard [Brand, 1989] y de
Bénard-Marangoni [Echebarria & Pérez-Garcia, 1998, 2001].

Se ha estudiado la estabilidad relativa entre bandas y hexdgonos, cen-
trandonos en el caso de los hexdgonos reentrantes. Las modulaciones es-
paciales modifican fuertemente los umbrales y las regiones de estabilidad
de las soluciones. Las simulaciones se ajustan muy bien al diagrama de
estabilidad andlitico cuando se tienen en cuenta los términos espaciales
cuadraticos [Pena & Pérez-Garcia, 2000].

Por otro lado, se ha demostrado la estabilidad de hexagonos achata-
dos para un caso particular de distorsién, similar al que se observa en los
experimentos [Pena & Pérez-Garcia, 2001b).
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Capitulo 4

Dinamica de la fase

En el Capitulo 3 se ha discutido la estabilidad de una estructura de ban-
das o de hexdgonos frente a perturbaciones homogéneas. Sin embargo, los
patrones a menudo son sélo regulares a pequena escala, mientras que a
escalas espaciales mayores presentan defectos, dislocaciones, fronteras de
grano, etc. En tal caso, el nimero de onda es un campo que varia lenta-
mente, cuya evolucion es en general muy dificil de analizar . La forma de
las ecuaciones de fase se puede deducir por argumentos de simetria, ya que
tienen caracter universal, y su validez no se restringe a las proximidades
del umbral [Manneville, 1990; Cross & Hohenberg, 1993]. Sin embargo, pa-
ra un problema como el que nos ocupa, no pueden derivarse directamente
desde las ecuaciones del modelo, ni siquiera para pequenas perturbaciones.

A pesar de ello, se puede obtener bastante informacién a partir de las
ecuaciones de amplitud, ya que contienen la dindmica de la fase cerca del
umbral. Teniendo en cuenta que la amplitud y la fase evolucionan con tiem-
pos caracteristicos muy diferentes [Cross & Hohenberg, 1993], tipicamente
del orden de 1/e y 1/|k — k.|?, respectivamente, en este capitulo analizamos
las distorsiones de gran longitud de onda, para las que |k — k.|?> << e. En
este caso la amplitud, una vez alcanzada su saturacién, es un modo esclavo
de la fase que se puede eliminar adiabaticamente.

En primer lugar derivamos las ecuaciones lineales de difusién para la
fase mediante un andlisis de perturbaciones inhomogéneas en torno a las
soluciones halladas en el capitulo anterior. A partir de estas ecuaciones
se obtendran las condiciones de estabilidad, que se contrastaran con las
simulaciones numéricas del Bruselator y para el caso de bandas con ex-
perimentos realizados recientemente por el Grupo de Fisica No Lineal de
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Santiago de Compostela, con el que colaboramos actualmente.

4.1 Inestabilidades de bandas

Las inestabilidades de fase de las bandas han sido extensamente analizadas
en el marco de la ecuacién de Newel-Whitehead-Segel [Newell & Whitehead,
1969] que obtuvimos en la Seccién 3.2.1:

1
2ik,

2
DAL = pAr — glA2A + (aX + a%’,) Ay (4.1)

en la que se ha renormalizado el tiempo y el espacio para eliminar 7o y D7 .
La solucion correspondiente a una estructura de bandas con un nimero

de onda que difiere en ¢ del critico es: A1 = Se'® con S = /(u —q¢2)/g.
Perturbando esta solucién con variaciones dependientes del espacio:

Al = (S+ 1) % ~ S(1+ 1 4 ig)e's” (4.2)

y separando la parte real de la imaginaria en la ecuacién de amplitud, se
tiene:

Or = —2(u—q*)r—2q0.¢ + I,
Qg Ly, 1
+ kcayr + kcﬁxﬁyqﬁ 4k68yr (4.3)
2 1 2 I
Orp = 2q0yr + 050 — k—caxayr - 4—]%8y¢. (4.4)

Puesto que los tiempos de relajacién de las perturbaciones de amplitud
son mucho més cortos que los correspondientes a la fase (recuérdese de la
Ec. (3.12) que son modos marginales), se puede aplicar la aproximacién
adiabatica d;r = 0, de manera que, una vez que las amplitudes saturan, su
dinamica estd esclavizada por la de la fase. Por otro lado, puede suponerse
02r ~ 0 (nos darfa términos del orden de 93¢) y lo mismo con todas las
derivadas de r de orden superior ((%;857‘ ~ 0, darfa 8%85 ). De la ecuacién
para la parte real (4.3) se tiene:
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Figura 4.1: Inestabilidades de fase para un patrén de bandas (de la Ref. [Man-
neville, 1990]). (a) Inestabilidad de Eckhaus. (b) Inestabilidad zig-zag.

que, sustituida en la ecuacién de la parte imaginaria (4.4), nos da:

Esta es una ecuacion de difusion para la fase, obtenida por primera vez para
la conveccién de Rayleigh-Bénard [Pomeau & Manneville, 1979], donde los
coeficientes vienen dados por:

1 —3q? q
D”:(Mq2>, Dy=.
C

Para estudiar la estabilidad lineal se supone ¢ = QT+ v el problema
simple de autovalores es:

Ao = —(D)Q2 + D.1Q2)o. (4.6)

El sistema de bandas, por tanto es inestable cuando alguno de los coefi-
cientes es negativo:

* Inestabilidad de Eckhaus: Q, = 0, D] < 0. Tiene lugar para patrones
con nimero de onda suficientemente lejanos del critico (¢* > y/3). En este
caso aparecen o desaparecen las bandas necesarias para que el nimero de
onda entre en el rango estable, como en el ejemplo de la Fig. 4.1a.

* Inestabilidad de zig—zag: Q. = 0, D1 < 0. Se da cuando la longitud
de onda es mayor que su valor critico (¢ < 0); en este caso se produce una
torsion en las bandas para aumentar el nimero de onda efectivo (Fig. 4.1b).
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Figura 4.2: Inestabilidad de bandas calculadas numéricamente: Eckhaus a la
derecha de la curva (1); zig—zag a la izquierda de (2); inestabilidad de patrones
zig—zag a la izquierda de (3).

4.1.1 Comparacién con experimentos y simulaciones

Para estudiar estas inestabilidades experimentalmente, se puede imponer
un patrén inicial con luz, ya que las reacciones CIMA y CDIMA son fo-
tosensibles. Recientemente se ha desarrollado esta técnica en un reactor
de una sola cdmara, utilizando polyvinil-alcohol como indicador de color,
que hace al sistema mucho més fotosensible [Pérez—Munuzuri & Gémez—
Miguez, 2002]. Los patrones iniciales, impuestos mediante diapositivas, se
controlan por ordenador, al igual que la toma de imégenes.

Desde el punto de vista numérico, se toma como condicién inicial una
solucion de bandas compatible con las condiciones de contorno periddicas
y con un numero de onda variable, determinado por su distacia al critico:
q = k — k.. Para cada valor de u se ha considerado el mismo patrén, en
el que se cambia el ¢ inicial regulando convenientemente las dimensiones
espaciales del sistema (bédsicamente se cambia el Ax de la integracién). Las
curvas obtenidas de esta forma se muestran en la Fig. 4.2 [Pefia et al., 2002],
indicadas de 1 a 3, junto con las regiones de estabilidad para bandas (zona
rayada) y hexdgonos (zonas grises) calculadas analiticamente (inestabilida-
des de amplitud, ya discutidas en el capitulo anterior, y de fase, que para
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el caso de hexdgonos se explicardn en la Seccién 4.2). A continuacién se
discute cada inestabilidad por separado y se comparan los resultados con
los experimentos.

4.1.2 Curva de Eckhaus

La inestabilidad de Eckhaus, analizada extensamente en el marco de la
ecuacién de NWS [Eckhaus, 1965; Kramer & Zimmermann, 1985; Sakagu-
chi, 1991], tiene lugar para patrones de nimeros de onda lejos del seleccio-
nado por el sistema. En general, la ecuacién lineal de fase (4.6) no describe
adecuadamente la inestabilidad y es necesario considerar términos de orden
superior [Manneville, 1990]:

01 = Dy07¢ — Dadyp + g0y [(0:0)°] - (4.7)

Se ha probado que los coeficientes D4 y g son negativos, de forma que la
inestabilidad no satura y la descripcién de la fase resulta incompleta [Sa-
kaguchi, 1991]. La simulacién numérica de la ecuacién de NWS demuestra
que los gradientes de la fase crecen fuertemente en ciertas regiones y la
amplitud decrece hacia cero, dando lugar a la nucleacién o aniquilacién de
pares de bandas a través de dislocaciones.

La situaciéon puede ser diferente si el sistema presenta hexdgonos, ya
que en tal caso es posible que sufra una inestabilidad de amplitud a través
de éstos antes de que se produzca la inestabilidad de Eckhaus. Para el
Bruselator, se da esta situacién, ya que si nos fijamos en la Fig. 4.1, por
ejemplo en el rango de estabilidad de los Hy, la inestabilidad de amplitud
de bandas frente a éstos se produce para valores de ¢ muchos menores
que los que se produce la inestabilidad de Eckhaus. Si bien la regién de
bandas estables calculada analiticamente no coincide exactamente con la
numérica, en ambas se aprecia la misma tendencia: el intervalo de niimeros
de onda estables decrece al aumentar p. En la Fig. 4.3 mostramos ejemplos
representativos del comportamiento del sistema a la derecha de la curva 1
de la Fig. 4.2 cuando se varia la distancia al umbral.

Para valores de p en que sélo las bandas son estables (Fig. 4.3c), las
dislocaciones debidas a la inestabilidad de Eckhaus reajustan el niimero de
onda, alcanzandose finalmente un k préximo al éptimo. Por el contrario,
si nos aproximamos a las regiones en que los hexdgonos son estables po-
demos encontrar dos situaciones diferentes dependiendo de las condiciones
iniciales: que las bandas desaparezcan en favor de un patrén hexagonal,
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Figura 4.4: Inestabilidades de bandas con un k& > k, en la reaccién CDIMA para
[I2] = 0.45mM y [MA] = 1.2mM: (a) [ClO3] = 0.09mM, (b) [CIO3] = 0.07mM
(cortesia de Pérez—Mutiuzuri & Gémez—Miguez [2002]).

como ocurre en las secuencias (a) y (e); o bien que en las regiones cercanas
a la biestabilidad surjan hexagonos transitorios fuertemente distorsionados
(casi rombos), que desaparecen tras incrementar la longitud de onda de las
bandas (nétese en las secuencias (b) y (d) que el mecanismo es similar para
Hy y Hy) [Pena & Pérez-Garcia, 2001a]. Este mecanismo de reajuste del
nimero de onda se describié en el modelo formal utilizado por Boissona-
de et al. [1995], aunque no fue analizado con detalle.

La reaccién CDIMA se comporta de forma muy parecida ante un patrén
de bandas impuesto inicialmente con luz [Pena et al., 2002]: en una regién
de parametros suficientemente alejada de los hexdagonos, las bandas sufren
inestabilidades en ciertas regiones del reactor dando lugar a dislocaciones
(Fig. 4.4a), mientras que para una situacién préxima a la formacién de he-
xagonos, éstos aparecen de forma transitoria, actuando de intermediarios en
el cambio del nimero de onda (secuencia (b)). Estos resultados experimen-
tales indican que el Bruselator puede ser de gran ayuda para comprender
o incluso predecir, como ha ocurrido en este caso, el comportamiento de la
reaccién CDIMA, en particular sobre su dindamica de fase.
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4.1.3 Curva zig—zag

En el marco de la ecuacién de NWS; la inestabilidad de zig-zag se produce
en patrones de bandas con una longitud de onda mayor que la intrinseca
del sistema. Al orden més bajo su evoluciéon lineal queda descrita por la
Ec. (4.6), pero para incluir la saturacién se han de anadir derivadas de orden
superior y términos no lineales, que se pueden deducir por argumentos de
simetria [Manneville, 1990]:

q 3

ke + 2k,

0o = [ (am)?] 90 — ﬁa;wb. (4.8)
C

Si se aplica la derivada d,, se obtiene la llamada ecuacion de Cahn—Hilliard,
que describe la dindmica de la separacion de fases en sistemas conservativos.
Esta ecuacién admite dos tipos de soluciones: ondas periédicas, siempre
inestables [Kawasaki & Ohta, 1982], y kinks que conectan dos estados de
fase opuesta. En esta descripcién los patrones estan formados por dominios
de ‘zigs’ y ‘zags’ separados por fronteras de grano en las que las amplitudes
no cambian apenas, la fase permanece constante y el vector de ondas cam-
bia bruscamente de direcciéon. Los kinks compiten entre si eliminandose
unos a otros y los dominios son cada vez mas grandes. Al ser los tiem-
pos caracteristicos de interaccion del orden del inverso de la distancia que
los separa, su dindmica se vuelve exponencialemente mas lenta y pueden
permanecer como estados marginalmente estables.

El limite de la inestabilidad de zig-zag, calculado mediante simulaciones
del Bruselator, corresponde a la curva 2 de la Fig. 4.2. Dependiendo de la
distancia a esta curva (siempre a su izquierda) se han obtenido diferentes
regimenes, de acuerdo con la descripcién presentada en el parrafo anterior
[Pena & Pérez-Garcia, 2001al:

e En las proximidades de la curva 2 el patréon de bandas sufre tan solo
una ondulacién bastante regular. En el espacio de Fourier corresponde
a una superposicion de tres modos, principalmente: el modo inicial y
dos modos simétricos respecto a ¢l (Fig. 4.5a).

e Para valores iniciales de ¢ suficientemente alejados de la curva 2, los
patrones finales presentan un claro zig—zag, que ademas se vuelve
irregular a medida que la condicién inicial se aproxima a la curva 3
(ejemplo de la Fig. 4.5b). La dindmica de los diferentes dominios es
lenta y compiten hasta que, finalmente, predomina un solo dominio.
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Figura 4.5: Estado asintéticamente estable para p = 0.45 tomando inicialmente
un patrén de bandas con (a) ¢ = 0.04; (b) ¢ = —0.05. Nétese que nos hallamos
entre las curvas 2 y 3 de la Fig. 4.2.

e Si se alcanza la linea 3, aparece rdpidamente un fuerte rizado (véanse
las etapas més tempranas de las secuencias de la Fig. 4.6), para sufrir
posteriormente una inestabilidad que dependera del valor fijado de u.
Igual que en el apartado anterior, si p pertenece al intervalo central,
en el que tan solo las bandas son posibles, se reajusta su longitud de
onda mediante dislocaciones y reconexiones de las bandas (Fig. 4.6¢).
En las proximidades de hexdgonos estables, éstos aparecen de forma
transitoria para aumentar el nimero de onda (secuencias (b) y (d)) o
bien quedan como patrén final si nos hallamos en la region biestable
(casos (a) y (e)). De nuevo el mecanismo es simétrico para los dos
tipos de hexdgonos, incluso hay simetria en las dislocaciones que que-
dan en el patrén final (los maximos en (b) corresponden a los minimos
en (d) y viceversa).

En el sistema experimental también se ha observado esta dinamica im-
poniendo inicialmente un patrén de bandas con un ntimero de onda su-
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Figura 4.7: Inestabilidad de zig—zag en la reaccién CDIMA imponiendo ini-
cialmente un patrén de bandas de longitud de onda suficientemente grande para
[I5] = 0.45mM y [MA] = 1.2mM: (a) [ClO3] = 0.09mM, (b) [CIO3] = 0.07mM
(cortesia de Pérez—Mutiuzuri & Gémez—Miguez [2002]).

ficientemente pequeno [Pérez—Munuzuri & Goémez—Miguez, 2002]. En la
Fig. 4.7 se muestran las secuencias temporales para dos casos representati-
vos: (a) se producen dislocaciones y reconexiones entre las bandas; (b) los
hexagonos aparecen de forma transitoria para cambiar el nimero de onda
[Penia et al., 2002].

4.2 Fase de los hexagonos

La ecuacién de la fase para hexdgonos tardé bastante més en obtenerse
que la de bandas. Inicialmente se discutié con argumentos de simetria
[Zaleski, 1980; Caroli et al., 1984] y mas tarde se derivaron en el marco de
las ecuaciones de amplitud sin los términos espaciales [Lauzeral et al., 1993;
Hoyle, 1995] y teniendo en cuenta las modulaciones del patrén [Echebarria,
1998].

A continuacién aplicaremos los resultados conocidos sobre la fase de los
hexagonos equilateros al caso del Bruselator y en la seccién siguiente los
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extenderemos a los hexdgonos distorsionados.

Comenzamos explicando detalladamente la relacién entre la fase y las
simetrias traslacionales en un patrén hexagonal y como se justifica la eli-
minacion adiabéatica, tanto de las amplitudes como de la fase total. Para
ello consideramos un patrén hexagonal dado por:

Ap = He'™ | Ay = Hel%2 Ay = He'dos (4.9)
donde:
L CESVIC ﬂ;?gqil);l;r Ag +20)(n— %) (4.10)
Tomando perturbaciones homogéneas de amplitud y fase:
A;j = H(L+r;+ig;)e"s, j=1,2,3 (4.11)

y separando la parte real de la imaginaria, el sistema de ecuaciones lineales
para las perturbaciones resulta:

; b b

g N :; a = p—q°—(3g+2h)H?
g 9 _ —_ 2

T3 b b a r3 b= o 2ol = 2

é1 e d d b1 c = p—q®—(g+2n)H?,

@2 = d ¢ d b2 ) d = _’1)—|—2q041|H.

b3 d d c b3

Para resolver el problema de autovalores consideramos que r; = a;e’t, ¢; =
1;et, y se obtienen las condiciones u > 0y w > 0 (Ecs. (3.35),(3.36)), que
dan las inestabilidades de amplitud:

o1 = a+2b=|v+2qa1|H —2(g + 2h)H?,

oy = o3=a—b=—2v+2qa|H —2(g—h)H.

Para la fase, en la que nos centramos ahora, son:

of = c+2d=-3v+2qu|H (4.12)
Of2 = afg,:c—d:O (413)



Seccion 4.2 69

Figura 4.8: Vectores uni-
tarios en las direcciones de
los vectores de onda de un

patrén hexagonal k; y di-
recciones invariantes bajo
traslaciones (A denota la
longitud de onda).

asociados a los vectores propios:

1 1 0
0= 1 vy = | —1/2 3 Vv3/2 |, (4.14)
1 —1/2 —/3/2

La fase total, ligada a ¢ y al autovalor (4.12), es un modo amortiguado que
sigue adiabdticamente a los otros dos modos de fase (U2, 73). Estos ultimos
son modos marginales -modos blandos o de Goldstone—, mediante los cuales
se rompe la simetria de traslacion de las soluciones. Desde el punto de vista
fisico, los hexdgonos 1) = Hek* + Heik(=z/24V3y/2) | Heik(*x/zf*/gy/m, y
losy =H ¢ + He'?2 4+ He'?s, obtenidos bajo una traslacién en la fase en
cualquiera de aquellas dos direcciones:

1

<

o o1 1 0
dh | = ¢ | +al| —1/2 | +0| V3/2 (4.15)
¢4 ¢3 —1/2 —V/3/2

obedecen a las mismas ecuaciones de amplitud. Por tanto, el autovalor cero
se halla infinitamente degenerado, es decir, que podemos movernos de forma
continua en el subespacio {¥s, U3} obteniendo soluciones diferentes de las
ecuaciones de amplitud con igual autovalor para la fase. Esto sucede porque
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al sistema no le “cuesta” cambiar de una solucién a otra por estar todas
ellas en el limite de la estabilidad. De esta forma, la simetria traslacional
de las ecuaciones se rompe, puesto que no se mantiene en las soluciones.
Para demostrar que los desplazamientos en la fase son equivalentes a
traslaciones espaciales (r — x + Ax y y — y + Ay) basta definir a = kAx
v b= kAy, ya que la solucién en la base de Fourier puede expresarse como:

All AleikAm
AL | = | Agetk(-A/24V3/28y) | (4.16)
Ag A3€ik(fo/27\/§/2Ay)

Tal como se ve en la Fig. 4.8 las amplitudes quedan invariantes cuando:
Az = nA, Ay = V3m. (4.17)

Con este argumento general se justifica la aproximacién adiabética de
la fase total, utilizada a continuacién. Para obtener la ecuacién de la fase
se toman perturbaciones inhomogéneas de amplitud y fase:

A= H(+r; +ig;)e"™  i=1,2,3. (4.18)

Sustituyendo ésto en la ecuacién de amplitud y separando parte real e
imaginaria :

Orry = (u—q*)ri+ 02,1 —2q0s,¢1 + | v+ 2qon | H (ra +73)
— 2hH2(r1+7“2—|—7“3)—3gH2r1+a1H(8x2¢2+8x3¢3)
+ agH(0r;¢3 — Oryh2)

Oror = (u—a*)p1 + 02 1 +2q0s,m1 — |v+2qoq | H (¢2 + 3)
— (g+ 2h)H2¢1 + a1 H(Ogy12 + 03y73) + aaH (Ory73 — Ory12)

(se obtienen ecuaciones andlogas para ra,73, 2, ¢3, sin mas que permutar
ciclicamente los subindices).
Teniendo en cuenta que u—q* = (g+2h) H*—|v+2a1¢|H y sustituyendo:

~2v/3 V3 2v/3 V3
Taﬂv3 - ?axzv Ory = — 0, + 3

Or, = :

Ous (4.19)
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las ecuaciones anteriores quedan en la formas:
orr1 = 8%17'1 —2q0p 01+ |v+2qa1 | H(ro+r3—1m1) — 2h H? (ro+13)

3
— 2gH?*r1 + (a1 + £6!2)17[(&:2@ + Ops#3)

3
23
+ T\/_aZH(aT3¢3 - 8T2¢2)7
Ordr = 02.¢1+2q0,m1 —|v+2qon | H (b1 + ¢2 + ¢3)

+ (o1 + gaz)H(angQ + Ogy73) + ?Osz(azgﬁ + Ozy72).

Se aplica la reduccién a la variedad central para eliminar las perturba-
ciones de amplitud, ya que como acabamos de demostrar su evolucién es
mucho mas réapida y puede decirse que siguen instantaneamente las varia-
ciones de la fase (Orr; = 0). Por otro lado, la fase total ®, que también
es un modo amortiguado (decae monétonamente hacia 0 o ), puede elimi-
narse de las ecuaciones, 0r® = 0, de manera que Unicamente quedan dos
fases independientes:

¢ = —(P2+¢2)

by = %(@—@) (4.20)

que cumplen la ecuacién [Hoyle, 1995; Echebarria & Pérez-Garcia, 1998]:

Oré =Dy V2p+ (D — D)V (V- ) (4.21)

donde los coeficientes difusivos son [Echebarria, 1998]':

1 ¢* H? 9
Dy = - ——+ — — 4.22
t 4 2u + Su (al \/§a2) ) ( )
3 2(4u+ H? H?
Dl = ——M+—(a1—\/§a2)2— ™ (Ctl—f—\/g(lg)
4 2uw 8u w
+ (301 + V3ay). (4.23)

w

'En el Apéndice E de la tesis de Echebarria [1998] se puede encontrar el anslisis
detallado para el caso en que a; = a2 = 0.
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Figura 4.9: Distorsiones en el espacio de Fourier de un patrén perfecto (indicado
en negro): (a) perturbaciones longitudinales (Vx¢; = 0) y (b) trasversales (V-¢; =
0).

u,w > 0 cuando los hexagonos son estables frente a perturbaciones de
amplitud y vienen dadas por las expresiones:

u = (g—h)H*+ |v+2a1q| H > 0,
= 2(g+2h)H? — |v+ 2019/ H > 0.

Para estudiar la estabilidad lineal frente a perturbaciones de fase, con-
viene considerar la ecuacién de la fase en forma matricial:

< o ) _ ( DiV2+ (Dy = D)9 (Dy— D)0y > ( Pu )
by (Dy — Dy)0yy DiV? + (D — Dy)0 by

y analizar soluciones de la forma gZ_; = $oeiQ'r+Ut. La relacion de dispersion
es:
o2 +0(D;+ D)Q*+ DiD:Q* =0

cuyas raices corresponden a las tasas de crecimiento de las perturbaciones:
_ 2 _ 2
o = DlQ ) 0= DtQ :

Estan asociadas a los autovectores ¢; y ¢; que forman una base ortogonal,
ya que satisfacen, respectivamente:

VX(EZZO, ng,g:O
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Sus ecuaciones de fase son simplemente:
Opr = —DiV3¢r, O = —DiV?6y.

Para que los hexdgonos sean estables frente a perturbaciones de fase,
estos dos autovalores deben ser negativos, es decir, que Dy, Dy < 0.

Se puede hacer una analogia entre la ecuacién de la fase de una estruc-
tura hexagonal (Ec. (4.21)) y la ecuacién de ondas en un sélido elastico. La
velocidad de las ondas longitudinales es equivalente a v/D; y la de las ondas
trasversales corresponde a /Dy [Landau & Lifshitz, 1969]. En la Fig. 4.9

se muestran dos ejemplos de hexagonos con estas distorsiones candnicas.

4.2.1 Comparacién con las simulaciones numéricas

En la Fig. 4.10 se muestran los diagramas de inestabilidad para el caso de
los hexagonos reentrantes, completadas por las curvas de las inestabilidades
de fase en trazo discontinuo [Pena & Pérez-Garcia, 2000]. Las regiones
de estabilidad para los hexdgonos corresponden a las zonas sombreadas,
mientras que las de bandas aparecen rayadas.

En la Fig. 4.11 se han ampliado las regiones de interés y se muestran
ejemplos de soluciones numéricas asintéticamente estables, en total acuerdo
con las predicciones de las ecuaciones de amplitud y fase: hexdgonos H,
cerca del umbral, cuya proporcién disminuye a medida que se atraviesa
la zona de biestabilidad con bandas; sélo bandas irregulares para valores
intermedios de p, que coexisten en una amplia regiéon con hexiagonos Hy,
hasta que por encima de pg; desaparecen.

Para estudiar con mayor detalle el comportamiento biestable y demos-
trar la histéresis en el sistema, se ha variado gradualmente el parametro
de control (Ap ~ 0.02), dejando a cada paso que la estructura evolucione
hasta alcanzar un estado estacionario. Este se utiliza como condicién ini-
cial para el pu siguiente. Partiendo del umbral se ha subido hasta un valor
w ~ 2.5 para después bajarlo hasta el estado basico por debajo del umbral
de Turing, completando asi un ciclo. Los nimeros de onda de mayor am-
plitud obtenidos en las simulaciones se han representado en la Fig. 4.12.
Asimismo para que se comprendan mejor las sucesivas transiciones en la
Fig. 4.13 se muestran los patrones y el espacio de Fourier correspondiente
junto con los valores de ¢ de los modos mas importantes.

Existe histéresis en las dos regiones de biestabilidad bandas—hexdgonos y
en el rango de subcriticidad de los hexdgonos. Por otro lado, la fuerte varia-
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Figura 4.10: Seleccién del nimero de onda obtenido mediante simulacién ni-
merica del Bruselator para An = 1.59. Las curvas representan los limites de las
inestabilidades de amplitud y fase (a) despreciando los términos espaciales cua-
draticos y (b) teniéndolos en cuenta.
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Figura 4.11: Regiones de estabilidad ampliadas para (a) H,, (b) bandas, (¢) Hp.
Indicados de 1-7 se muestran ejemplos de simulaciones para diferentes valores del
parametro de control. Su numero de onda se ha representado en los diagramas
analiticos siguiendo la notacién de la Fig. 4.10.
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Figura 4.12: Numeros de onda de los modos mas importantes en el espacio de

Fourier para los patrones obtenidos de un cambio gradual del parametro de control
(véase la Fig. 4.13).

cién del ntimero de onda al aumentar p se manifiesta en una segunda forma
de histéresis en la regién en la que las bandas son la inica solucién estable
(bg— < p < pp+): dependiendo de si aumentamos o disminuimos pu, las
bandas sufren la inestabilidad de zig—zag o la de Eckhaus, respectivamen-
te. Un fenémeno similar se produce en la transiciéon hexdgonos—cuadrados
en la conveccion de Bénard—Marangoni: el nimero de onda disminuye al
aumentar el calentamiento y se observa histéresis en el niimero de onda de
los patrones [Schatz et al., 1999].

Expliquemos detalladamente la Fig. 4.12 y el diagrama 4.13. Comen-
zamos nuestro ciclo en un valor por debajo del umbral de inestabilidad
partiendo de condiciones iniciales random. Aunque para g = 0 ya se in-
tuye un patrén irregular con k = k., los hexdgonos H, no surgen hasta
encontrarnos ligeramente por encima del umbral. Puesto que es un modo
casi marginal cerca de u = 0 aparece sin defectos. Esta estructura perma-
nece estable en la region de biestabilidad (¢ < pg—). El modo con ¢ =0
—probablemente por ser el mas préximo a la diagonal— es seleccionado para
formar un patrén de bandas que sufre la inestabilidad de zig—zag ya que
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p=0.12
¢ =0.30
p=1.10
g =2.00
= 0.70
p=0.12
g = —0.005

¢1 = 0.000
g2 = 0.006
q3 = —0.019
¢1 = 0.000
g2 = 0.103
g3 = 0.055
1 = 0.000
g2 = 0.103
g3 = 0.055
1 = 0.334
g2 = 0.252
g3 = 0.252
= 0.334
q: = (0.344
gz = 0.421
q1 = 0.055
g1 = 0.055
g2 = —0.065
g3 = —0.098

qs = 0.252
gs = 0.334

Figura 4.13: Soluciones numéricas del Bruselator al variar p gradualmente. Se

muestra su espacio de Fourier y los ¢’s de los modos de mayor amplitud.
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_

Figura 4.14: Estructura estable obtenida en la reaccién CIMA mediante un

aumento del pardmetro de control equivalente al presentado en la Fig. 4.13[Ouyang
& Swinney, 1995].

k < kopt. Cerca de esta transicién (punto p = 0.3) la inestabilidad es
todavia muy débil y tan sélo produce una ondulacién de las bandas. Sin
embargo, a medida que aumentamos u (ejemplo para p = 1.1) la zig-zag
se hace mas rigida. Este procedimiento es andlogo al utilizado experimen-
talmente para observar patrones de este tipo [Ouyang & Swinney, 1991a;
Gunaratne et al., 1994; Boissonade et al., 1995]; el ejemplo de la Fig. 4.14
se obtuvo en la reaccion CIMA colocdndose en el centro de la regién de
bandas estables para luego disminuir [M A] [Ouyang & Swinney, 1995].

En el espacio de Fourier, la inestabilidad de zig—zag excita de nuevos
modos trasversales: primero dos modos simétricos respecto al inicial, luego
cuatro, etc. Esto se debe a que produce una perturbacion en la fase en la
forma: ¢ ~ cos(kiz), de manera que la amplitud queda:

Ay ~ ei(k;r+¢) ~ ei(kz+cos(k1:c)) ~ 6ikx(1 + 6ik1a: + leilesc + )

Estos son los armoénicos que se obtienen en el espacio de Fourier, cuya am-
plitud crece al aumentar u. Cuando los modos con mayor niimero de onda
son los més intensos se excita un tercer modo por resonancia dando lugar a
un patrén irregular de hexdgonos Hy (u ~ 2.0). Estos hexdgonos son fuer-
temente achatados, bastante parecidos a los obtenidos en los experimentos
(Fig. 3.12). Esto indica que ciertas condiciones de contorno o iniciales pue-
den seleccionar estos patrones no equildteros, a pesar de no ser los més
estables.

Al decrecer p los defectos del patron hexagonal desaparecen a la vez
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que se selecciona un ndimero de onda mayor (u = 0.7). Los hexdgonos
permanecen en la regién de biestabilidad hasta que, por debajode pp = pupg._,
aparecen bandas. A pesar de que se selecciona el nimero de onda mas
pequeno del patrén de hexdgonos, éste es demasiado grande y las bandas
sufren la inestabilidad de Eckhaus para reducir su k (patrén para g = 0.12).

Por debajo de la region de coexistencia, esta estructura es reeemplazada
por hexdgonos H, fuertemente distorsionados: el k es demasiado grande y
para compensar, los otros dos modos tienen un nimero de onda menor
al critico, a la vez que los angulos entre los dos modos son ligeramente
diferentes de 60°. Se ha comprobado la subcriticidad de la inestabilidad
ya que los H, son estables hasta y = —0.005 (en muy buen acuerdo con el
umbral calculado del andlisis de amplitud).

En definitiva, el sistema acomoda el patrén para que su numero de
onda sea lo mas cercano posible al 6ptimo. Para ello estabiliza hexdgonos
distorsionados y patrones zig—zag como en los experimentos. Puesto que
Eopt crece con el pardmetro de control, la zig-zag se puede interpretar como
inestabilidad trasversal para cambiar el nimero de onda de los hexagonos.

4.3 Fase de los hexagonos distorsionados

De manera andloga al caso de hexagonos equildteros se pueden hallar las
ecuaciones de la fase para el caso de hexagonos distorsionados, discutidos
en el Capitulo 3. Para ello consideramos perturbaciones de amplitud y fase
dependientes del espacio:

Ay = P(l+4ay+id1),
Ay = R(1+ag+ipy)e™,
As = R(1+as+igs)e Y,

donde P y R son las soluciones del sistema de Ecs. (3.47a)-(3.47b). Por
simplicidad, en esta seccién no consideramos los términos espaciales, que
complican considerablemente los cédlculos. El calculo detallado de los coe-
ficientes de las ecuaciones de fase puede seguirse en el Apéndice C. Las
ecuaciones para las perturbaciones se obtienen sustituyendo la soluciéon en
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las ecuaciones de amplitud:

) R?
ap = v—(azg+as—ay)+ Qflal —2gP%; — 2hR2(a2 + as3)

P
as = ’UP(CLl + a3z — ag) + 8§2a2
- 2gR2a2 - 2hP2a1 - 2hR2a3 - \/558332@
as = vP(a1+ a2 —a3) + 8§3a3

— 29R%a3 — 2hP%a; — 2hR%ay — /360,63
2

: R
1 = —v iz -+ 92 ¢

¢ = —vP®+ 3% ¢+ V380,02

¢35 = —vP®+ 92 3+ V300,03 (4.24)

donde ® es de nuevo la fase total: & = ¢1+@p2+¢3. Este problema tiene aso-
ciados 6 autovalores: dos de ellos (correspondientes a las invarianzas bajo
traslacién) son marginales y dan la dindmica de fase; los otros cuatro corres-
ponden a la fase total ® y a los modos de amplitud, que estdn amortiguados
y se pueden eliminar adiabaticamente. Igual que en la seccién anterior que-

dan dos fases independientes: ¢, = —(d2 + ¢3) v ¢y = (¢2 — #3)/V/3, que

evolucionan de acuerdo con ecuaciones en la forma:
: klj 42
¢i = Dy " Oja ;- (4.25)

Las simetrias de reflexién + — —z y y — —y reducen a 6 el nimero de
coeficientes, de forma que esa ecuacién puede escribirse en forma matricial:

8tgz§ =B- gZ_;, donde:

B= < D1z + Da0y Dspy > (4.26)
Dﬁazy Dgaw + D48y

Esta es la expresion general para la fase de los hexdgonos distorsionados
o de patrones rémbicos. Para los cuadrados, la simetria diagonal z — y
da la condicién adicional Dy = Dy, Dy = D3, Ds = Dg, de manera que
sélo hay tres coeficientes independientes. Para los hexagonos equilateros se
recupera la Ec. (4.21).

Los coeficientes para el caso de los hexdgonos achatados son [Pena &
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Pérez-Garcia, 2001b]:

2P? 1 2P?
Di = m+z< ‘m) (1 VasU @+ )
3 2P?
1
Dy = ; [1 + V36U (M — N)}
Dy = Z [1 V38U (M + N)} (4.27)
3 2P?
Ds = “(1-=—"—"—\I1 M
° 2< R2+2P2>[+\/§5U ]
Dg = %(1 + V35U M)
donde se ha definido:
D2
U = [F2 —E? - 2R2F(F +E)|, (4.28)
M = RQD—2—F N—R2D—2—E (4.29)
- C Y - C 9 .

con:

2

Ozu%mgzﬂ, D =v—2hP, E=uvP—2hR? F=uvP+2¢R°
(4.30)

Las condiciones de estabilidad se obtienen a partir de los autovalores de B.

La expresiéon explicita no puede darse analiticamente, pero se ha calculado

numéricamente.

En la Fig. 4.15 mostramos la curva de fase para el caso sencillo con
g=1 h =2, v =1y o = 0, analizado en el capitulo anterior. La
curva limite de estabilidad de fase estd representada en negro ahora co-
mo funcién de la desviaciéon AO definida en la Ec. (3.51). Fuera de los
limites de estabilidad las distorsiones relajan lentamente hacia la banda
estable. Si se compara con el diagrama de la Fig. 4.16 obtenido numéri-
camente por Gunaratne et al. [1994] se ve que las regiones de estabilidad
son muy similares [Pefia & Pérez-Garcia, 2001b]. En principio deberian ser
exactamente iguales, pero no es asi porque dichos autores consideraron un
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Figura 4.15: Regién de estabilidad (sombreadas en gris) de los hexdgonos dis-

torsionados parag=1, h=2,v=1y o; = 0.
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Figura 4.16: Diagrama de estabilidad obtenido numéricamente por Gunarat-

ne et al. [1994]. Para los pardmetros indicados en la Fig. 4.15.
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0,05k

5 3 0 Sie

Figura 4.17: Regiones de estabilidad (sombradas en gris) de los hexdgonos dis-
torsionados para el Bruselator (An = 1.59) teniendo en cuenta la contribucién de
los términos espaciales cuadraticos. Igual que antes en la figura (a) se ha ampliado
la zona cerca del umbral.

operador diferencial con invarianza rotacional que no es coherente a orden
cibico [Nepomnyashchy & Pismen, 1994].

La banda de angulos permitidos depende del sistema considerado. Asi,
por ejemplo, para el Bruselator es un poco més pequena como se ve en
la Fig. 4.17 para An = 1.59. El rango es muy parecido al de la reaccién
CDIMA, mostrado en la Fig. 3.14 (en torno a |AG| ~ 3°).

4.4 Conclusiones

Hemos analizado las inestabilidades de fase para bandas y hexdgonos en el
marco de las ecuaciones de fase. Para las primeras hemos comprobado que
el andlisis clasico no es suficiente para explicar los resultados de la integra-
cién numérica, ya que al orden considerado las curvas de inestabilidad de
Eckhaus y zig—zag no tienen en cuenta el cambio del nimero de onda al
aumentar el parametro de control. En las simulaciones del Bruselator se
ha obtenido que cerca de las regiones en que los hexagonos son estables, es
posible que éstos aparezcan de forma transitoria para reajustar la longitud
de onda del patrén [Pena & Pérez-Garcia, 2001al. Este mismo mecanis-
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mo tiene lugar en la reaccion CDIMA si se impone un patrén inicial de
bandas con un ntmero de onda suficientemente alejado del rango estable
[Pena et al., 2002].

Con respecto a los hexdgonos, se han calculado las curvas de las inesta-
bilidades de fase que, como sucedia para las de amplitud, son asimétricas
si se consideran los términos espaciales cuadraticos. Asi se explican las
transiciones secundarias que sufren los patrones de Turing.

Se han derivado ademas las ecuaciones de fase para los hexdgonos acha-
tados analizados en el capitulo anterior. Se ha demostrado que son estables
para una amplia banda de dngulos de distorsién. En el caso del Bruselator
el rango es similar al medido en la reaccién CIMA. El interés de este andli-
sis va mas alld de los sistemas de reaccién—difusion, ya que es general para
cualquier sistema que presenta hexagonos.
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Capitulo 5

Conclusiones

En esta primera parte de la tesis hemos analizado las estructuras estacio-
narias de Turing en el Bruselator cerca del umbral de inestabilidad. Para
ello, aplicamos diferentes métodos analiticos y numéricos. Los resultados
principales de este trabajo se resumen a continuacion:

e Utilizando el método de las muiltiples escalas hemos derivado las
ecuaciones de amplitud para las soluciones observadas habitual-
mente en los experimentos: hexdgonos y bandas. Hemos tenido en
cuenta las modulaciones lentas en el espacio, no consideradas hasta
ahora en el contexto de sistemas quimicos [Kapral & Showalter, 1995;
De Wit, 1999]. Para las bandas, estas modulaciones se describen con
un término difusivo, como es habitual, pero la generalizacién de las
ecuaciones para los hexdgonos no es trivial: se tienen ademds térmi-
nos espaciales cuadraticos, que por razones de simetria aparecen al
mismo orden [Bragard, 1996; Echebarria & Pérez-Garcia, 1998; Pena
& Pérez-Garcia, 2000].

e A partir de ellas hemos discutido la estabilidad relativa de las solu-
ciones frente a perturbaciones homogéneas para diferentes valores de
los pardmetros del sistema, obteniendo en algunos casos coexistencia
de bandas con hexagonos y fenémenos de histéresis. Nos hemos cen-
trado en el caso en el que aparecen los hexdgonos reentrantes de fase
opuesta, ya que este comportamiento se da en la reacciéon CIMA.

e Se ha estudiado ademds la estabilidad frente a perturbaciones in-
homogéneas, hallindose la ecuacién de difusién para la fase a
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Conclusiones

partir de un andlisis débilmente no lineal. Es ahi donde tienen mayor
relevancia los nuevos términos espaciales, responsables de las modula-
ciones en la estructura. Dicha ecuacion es bien conocida para el caso
de bandas, pero sélo recientemente se ha discutido para hexagonos.
Aunque la forma de esta ecuacién puede deducirse también por argu-
mentos de simetria [Zaleski, 1980], los coeficientes deben hallarse en
cada sistema particular.

A partir de ellos se han obtenido los diagramas de estabilidad de fase,
en los que puede verse como las inestabilidades de fase restringen las
regiones de estabilidad [Pena & Pérez-Garcia, 2000]. En principio, los
términos espaciales permiten la estabilidad de patrones con nimeros
de onda préximos, aunque diferentes del critico, asi como hexagonos
ligeramente distorsionados. Se han determinado las regiones de es-
tabilidad para las distintas estructuras y se ha discutido el efecto de
las modulaciones espaciales. Més concretamente, se ha demostrado
que los términos cuadraticos producen importantes correcciones en
los umbrales de las inestabilidades secundarias y en los ntimeros de
onda de las estructuras estables.

Los diagramas analiticos de estabilidad se han contrastado con los re-
sultados de las simulaciones directas del Bruselator. Se ha demostrado
que los términos espaciales cuadraticos son de gran importancia para
describir cuantitativamente las transiciénes secundarias y la compe-
ticién de las diferentes soluciones. De alguna manera, estos términos
tienen en cuenta que el nimero de onda seleccionado crece con el
pardmetro de control [Pena & Pérez-Garcia, 2000, 2001c]. Esto tie-
ne especial interés porque también sucede en las reacciones CIMA y
CDIMA y, por tanto, es de esperar que los resultados aqui obtenidos
puedan extenderse a esos sistemas.

Se han analizado con mas detalle las inestabilidades de fase para ban-
das [Pena & Pérez-Garcia, 2001al. Las simulaciones numéricas del
Bruselator ponen de manifiesto un mecanismo de inestabilidad a tra-
vés de hexdgonos transitorios, que se ha corroborado en experimentos
realizados en la reaccion CDIMA [Pena et al., 2002].

Finalmente, hemos aplicado este mismo andlisis al caso de los hexa-
gonos distorsionados, también observados en la reacciéon CIMA. Se
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ha demostrado su estabilidad para angulos de distorsién pequenos
[Pena & Pérez-Garcia, 2001c,b]. Este resultado es general y puede
extenderse a cualquier sistema que presenta simetria hexagonal.

En definitiva, hemos resuelto algunas cuestiones sobre el andlisis no
lineal de las estructuras de Turing: el efecto de las modulaciones espaciales,
la estabilidad de hexdgonos no equildteros, la dinamica de fase y algunos
de los mecanismos de inestabilidad de fase para bandas.

Cuestiones pendientes

Quedan pendientes diversos problemas, entre los que cabe destacar el es-
tudio de las modulaciones espaciales cerca de la interacciéon Turing—Hopf y
el efecto que producen en la estabilidad de las soluciones calculadas por A.
De Wit [1993].

Una extensién natural de este trabajo seria el andlisis del modelo mas
realista de Lengyel-Epstein que, si bien no describe todos los fenémenos
de la reaccion CDIMA, permite algunas comparaciones cuantitativas. En
ese caso el andlisis de amplitud es numérico desde el inicio. Aunque ésto
complica bastante los calculos y les resta claridad, permitiria hacer predic-
ciones cuantitativas sobre la dindmica y sobre la estabilidad relativa entre
las diferentes estructuras en el sistema experimental.
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Parte 11

Patrones de Turing
dependientes del tiempo
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Capitulo 6

Modelo quimico para la
inestabilidad de Onda

A. Turing [1952] demostré que los sistemas de reaccién-difusién de tres o
mas variables pueden sufrir, ademds de la inestabilidad estacionaria, una
inestabilidad de Onda, definida como una bifurcacién supercritica de Hopf
que rompe las simetrias espacial y temporal de un estado estacionario y
homogéneo. Dicha inestabilidad da lugar a patrones periédicos con una
frecuencia y un numero de onda definidos por los pardmetros intrinsecos
del sistema. Inestabilidades oscilatorias de este tipo se han estudiado en di-
versos sistemas fisicos fuera de equilibrio: en conveccién con calentamiento
unidimensional [Burguete, 1995; Vince, 1994], fluidos binarios [Bestehorn
& Colinet, 2000], en electroconveccién de cristales liquidos, éptica no lineal
[Cross & Hohenberg, 1993], etc.

En esta segunda parte nos centraremos en el andlisis de esta inestabili-
dad en sistemas de reaccién—difusiéon, mas concretamente en la formacién
de ondas estacionarias' por la interaccién con una inestabilidad de Hopf
homogénea. Este tipo de patrones surge, por ejemplo, en un sistema de
Belousov—Zhabotinsky en forma de microemulsién a partir de la inestabili-
dad de Onda [Vanag & Epstein, 2001b, 2002]. Con anterioridad se habfan
observado también ondas de tipo Turing en algunas reacciones de catdlisis
heterogénea, por ejemplo, durante la disoluciéon electroquimica de niquel
en un medio acido [Lev et al., 1988], en la oxidacién de écido férmico en
un electrodo de platino [Strasser et al., 2000] y durante la oxidacién de

'Recuérdese que por ondas estacionarias entendemos lo que en literatura inglesa se
conoce como standing waves: un patrén periédico en tiempo y espacio, pero no viajero.
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mondéxido de carbono (CO) catalizada por platino [Jakubith et al., 1990].

Esta tltima reaccién ha sido una de las méas estudiadas por tener apli-
caciones industriales directas, por ejemplo, para controlar las emisiones de
mondéxido de carbono (recuérdese la reciente implantacién de catalizado-
res en los coches). Durante los anos ochenta se investigd su comporta-
miento temporal, observandose oscilaciones periddicas [Ertl et al., 1982],
caos [Razén et al., 1986], e hipercaos [Ertl, 1991]. Posteriormente, el de-
sarrollo de nuevas técnicas experimentales permitié explorar su complejo
comportamiento espacio—temporal: espirales y targets, formacién de on-
das estacionarias y viajeras; incluso la transicién a la turbulencia quimica
[Jakubith et al., 1990].

Puesto que, de acuerdo con los ultimos experimentos [Oertzen et al.,
2000], la sincronizacién de las ondas viajeras por una oscilacién homogénea
da lugar a la formacién de ondas estacionarias, en esta segunda parte de la
tesis proponemos un modelo quimico nuevo que presenta patrones simila-
res en las proximidades de un punto de codimensién-2 (cod-2), entre una
inestabilidad de Hopf homogénea y una de Onda. En este primer capitulo
describimos el sistema experimental en el que se estudia la oxidacion de
CO catalizada por Pt y los ingredientes basicos que dominan su dindmica;
en la Secciéon 6.2 discutimos brevemente los principales trabajos tedricos
sobre este sistema. En la Seccién 6.3 presentamos el nuevo modelo, cuyas
caracteristicas principales se ponen de manifiesto en el andlisis lineal y cuya
dindmica temporal se investiga en la Seccién 6.4.

En el Capitulo 7 se trata la estabilidad lineal de los ciclos limite mediante
un analisis de Floquet y se comparan estos resultados con las simulaciones
numéricas uni y bidimensionales del modelo.

El anélisis débilmente no lineal se presenta en el Capitulo 8, en el que
se estudia la competicion de las distintas soluciones a través del formalismo
de amplitud y se comparan estos resultados con los de las simulaciones uni-
dimensionales. Finalmente, se presentan las conclusiones en el Capitulo 9.

6.1 Oxidaciéon de CO catalizada en Pt(110)

En el dispositivo experimental desarrollado para analizar la dinamica, la
oxidacion de CO tiene lugar sobre la superficie del catalizador en una ca-
mara de alto vacio (UHV) en condiciones isotermas. El flujo continuo de
reactivos (Oy y CO) permite controlar las presiones parciales de cada espe-
cie, a la vez que elimina el producto (CO3). Como catalizador se utiliza un



Seccion 6.1 93

monocristal de platino que se limpia de impurezas previamente mediante un
proceso de calentamiento—enfriamiento en un ambiente oxigenado, seguido
de un bombardeo con un gas noble (argén, habitualmente). La reaccién
sigue el mecanismo de Langmuir—Hinshelwood, que comprende la adsorcién
de los gases (CO y O»), la reaccién en la superficie del catalizador y la
desorcién de los productos (COz) [Campbell et al., 1980; Barteau et al.,
1981]:

cO + % = COad (6.1&)
Oy 4+ 2+ — 204 (6.1b)
Owi + COug — COy + 2% (6.1c)

donde * representa un hueco libre de adsorcion. Se tiene en cuenta que el
oxigeno se adsorbe disociado y que su desorcién es practicamente despre-
ciable.

En un principio, se estudié el comportamiento temporal de la reaccién a
partir de la produccién neta de C'Oy utilizando métodos de espectrometria
de masas, o bien a partir del promedio de la funcién de trabajo? medido con
una sonda Kelvin (se pueden encontrar detalles de este método, por ejem-
plo, en la pagina http://www2.rgu.ac.uk/subj/skpg/). Ambos métodos
son equivalentes, ya que tanto el ritmo neto como la funcién de trabajo
son proporcionales a la concentracién de oxigeno adsorbido [Ertl et al.,
1982]. Por otro lado, la técnica de difraccién de electrones de baja energia
(low-energy electron diffraction, LEED) resulté muy ttil para determinar
la configuracién de la superficie y para demostrar los fenémenos de recons-
truccion que tienen lugar en ella.

Para estudiar la dinamica espacio-temporal se desarrollé una nueva téc-
nica denominada PEEM (photoemision electron microscopy), que consiste
en irradiar la muestra con luz ultravioleta y detectar los fotoelectrones con
métodos de microscopia electrénica [Rotermund et al., 1990]. Gracias a ella
se consigue una adecuada resolucién espacial (~ luym) y temporal (~ 25
ms), mucho mas fina que las utilizadas anteriormente. Se mide directamen-
te la funcién de trabajo, que esta relacionada tanto con la energia de los

2La funcidn de trabajo de una superficie se define como la diferencia de energfa entre
el nivel de Fermi y el nivel de vacio, es decir, que es el trabajo necesario para arrancar
un electrén de la superficie. Varia con la adsorcién de gases de momento dipolar no nulo.
Puesto que el oxigeno adsorbido tiene un momento dipolar mucho mayor que el CO,q4, los
cambios en la funcién de trabajo son aproximadamente proporcionales a la concentraciéon
de Ouq. Un fuerte decrecimiento en la funcién de trabajo indica la transicién de un estado
con predominio de Ogq a otro de COqq.
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Figura 6.1: Patrones experimentales obtenidos en la oxidacién de CO catalizada
por Pt(110) utilizando la técnica PEEM [Jakubith et al., 1990]: (a) espirales, (b)
targets sobre un fondo oscilante, (¢) secuencia temporal de una onda estacionaria.

electrones, como con la concentracién de oxigeno adsorbido. En la Fig. 6.1
se muestran algunos ejemplos de los patrones observados: espirales, targets
y ondas estacionarias (A ~ 10um).

La dindamica de este sistema estd controlada por varios procesos: la reac-
cién, la reconstruccion de la superficie, la formacién de subcapas de oxigeno
y el acoplamiento global. Veamos cudles son las principales caracteristicas
de cada uno de ellos y qué papel juegan en la formacién de las distintas
estructuras.

Para las condiciones de presion y temperatura de los experimentos, el
ritmo neto de produccién de CO;y (r(CO3)) es proporcional al denominado
coeficiente de sticking, definido como la probabilidad de que el oxigeno sea
adsorbido en el primer hueco libre con el que choque. Esta probabilidad
disminuye drasticamente cuando la concentracién [C'O,4q] es suficientemente
alta, mientras que la adsorciéon de C'O no se ve afectada por el Oyq (inhibi-
ci6én asimétrica de la adsorcién). Este sistema es biestable: hay un estado
con alto r(COy), caracterizado por una baja concentraciéon [CO,q], y otro
con una tasa de produccién baja de COj y alta [COq4] [Ertl et al., 1982].

Cuando la concentracién de gases adsorbidos supera un cierto umbral,



Seccion 6.1 95

—[001]
1x1 = 1x 2

Figura 6.2: Configuraciones de la superficie de Pt(110) (adaptado de [Argy-
ris et al., 1994]).

se produce un cambio estructural de la superficie, conocido como recons-
truccion. En el caso mas estudiado de un cristal de Pt(110), el estado de
minima energia en ausencia de gases adsorbidos, —~denotado (1 x 2) en la
Fig. 6.2—, sufre una transicién a otro estado (1 x 1). La actividad catali-
zadora queda modificada, ya que la adsorcién de oxigeno disminuye en el
estado (1 x 2). El hecho de que este proceso de reconstruccién se observara
precisamente en la regién de parametros en que se dan las oscilaciones hizo
pensar que ambos fenémenos se hallan directamente relacionados. Esta hi-
pétesis fue confirmada experimentalmente por Ertl et al. [1982] y explicada
con un argumento muy sencillo. Supongamos que regulando adecuada-
mente la presién parcial de C'O se parte de un valor de [CO,4] tal que la
superficie se encuentra en el estado (1 x 1), aunque préximo al umbral de
reconstruccién. En esta configuracion, tanto el coeficiente de sticking como
el ritmo neto r(CO2) son altos, de manera que [COg,q| disminuye. Cuando
alcanza el valor umbral, la superficie se reconstruye en el estado (1 x 2),
para el cual 7(CO2) es bajo; [CO,q] comienza entonces a crecer y vuelve a
atravesar el umbral de transicién al estado inicial (1 x 1), completdndose
asi una oscilacion.

Las ondas estacionarias, observadas inicamente en presencia de oscila-
ciones homogéneas en otras zonas del catalizador, se deben a dos mecanis-
mos. Por un lado, la formaciéon de subcapas de oxigeno bajo la superficie
favorece también la reconstruccion del estado (1 x 1); puesto que en es-
ta fase la adsorcion de oxigeno es alta, este proceso se podria interpretar
como un bucle de realimentacion positivo para el oxigeno adsorbido [Oert-
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zen et al., 1998]. El crecimiento de estas subcapas da lugar a estructuras
similares a las ondas estacionarias, formadas por continuas reflexiones de
ondas de [O4q]. Por otro lado, el acoplamiento global contribuye a la sin-
cronizaciéon de estas ondas gracias a las oscilaciones uniformes, que actian
como un forzado paramétrico intrinseco [Oertzen et al., 2000]. La coexis-
tencia espacial de ambos regimenes parece deberse a la inhomogeneidad de
la superficie, que hace que las condiciones de reaccién varien de un punto
a otro. Esto explicaria que las ondas estacionarias se desintegren en ondas
viajeras cuando ocupan todo el patrén. Este comportamiento, entre otros,
ha sido abordado en diferentes estudios tedricos que pasamos a resumir en
la seccién siguiente.

6.2 Trabajos tedricos previos

El primer modelo tedrico que describe la biestabilidad y las oscilaciones de
este sistema se debe a Krischer et al. [1992] y tiene en cuenta la cinética
de reaccién y la reconstruccion de la superficie. Consiste en tres ecuaciones
diferenciales ordinarias: dos para las concentraciones de COuq y Oyq v una
tercera para la proporcién de la fase (1 x 1).

La simulacién numérica de este modelo —incluyendo la difusién del CO—-
revela la propagacion de frentes y de ondas espirales para pardmetros si-
milares a los del experimento [Nettesheim et al., 1993]. Como la dindmica
del oxigeno es muy rapida, la variable que representa su concentracién se
puede eliminar adiabaticamente, de manera que el modelo se reduce a tan
solo dos ecuaciones diferenciales acopladas, de caracteristicas muy simila-
res al modelo de FitzHugh-Nagumo [Falcke et al., 1992; Bér et al., 1992].
En este sistema el CO,4 es el activador de dinamica rdapida, mientras que
la superficie actia como variable inhibidora. Este modelo sencillo permite
explicar, por ejemplo, la dindmica de las espirales en condiciones de forzado
externo o cuando existen heterogeneidades locales en la superficie catalitica
[Bér et al., 1995; Eiswirth et al., 1995; Hildebrand et al., 1995].

Dado que la formacion de ondas estacionarias no estd recogida en el
modelo de Krischer et al. [1992], diversos autores propusieron incluir un
acoplamiento global. Asi, por ejemplo, Levine & Zou [1992] supusieron
que las presiones parciales eran proporcionales a la concentracién media
de las especies adsorbidas en la superficie. El anélisis no lineal del modelo
resultante indica la existencia de una pequena region de ondas estacionarias
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estables en las proximidades de un punto de cod-2 entre una bifurcacion
de Onda y una de Hopf [Levine & Zou, 1993]. Sin embargo, este resultado
no explica las observaciones experimentales, ya que, se requiere un ajuste
demasiado preciso de ciertos parametros experimentales para obtener ondas
estacionarias estables. Algo parecido ocurre con el modelo propuesto por
Falcke et al., en el que el término de acoplamiento global se deduce a partir
de la ley del gas ideal [Falcke & Engel, 1994a; Falcke et al., 1995].

Desde un punto de vista general, los sistemas oscilantes con acoplamien-
to global se pueden reducir a una ecuacién de Ginzburg-Landau compleja
(CGL) con un término de forzado lineal en la amplitud de la oscilacién
[Mertens et al., 1993; Falcke & Engel, 1994b]|. Mikhailov y colaboradores
demostraron que al aumentar el pardmetro de acoplamiento desaparece la
turbulencia en favor de una oscilacién homogénea més alla de la inestabi-
lidad de Benjamin-Feir. Sin embargo, para valores adecuados de la fase
del forzado es posible encontrar una regién en la que se desarrollan on-
das estacionarias de simetria hexagonal [Falcke et al., 1995; Battogtokh &
Mikhailov, 1996; Battogtokh et al., 1997; Lima et al., 1998].

A pesar del interés de este resultado, la formacién de ondas en este mo-
delo no esté asociada a la interaccion de oscilaciones homogéneas con ondas
viajeras, como parece ocurrir en el sistema experimental. Oertzen et al.
[2000] completaron el modelo de Krischer et al. [1992] con un término de
acoplamiento global, similar al de Falcke & Engel [1994a], y con una ecua-
cién mas para la evolucion de las subcapas de oxigeno. Los resultados de la
integracién numérica son comparables con los experimentales y demuestran
la sincronizacién de las ondas viajeras con las oscilaciones uniformes, gra-
cias al acoplamiento del gas. Sin embargo, ciertos aspectos no se explican
con este modelo, entre ellos la duplicacién de la longitud de onda de las
ondas estacionarias obtenidas en los experimentos. Hasta el momento sélo
se ha estudiado numéricamente, ya que su complejidad dificulta considera-
blemente los célculos.

Resultaria pues de utilidad el estudio de modelos simples con mecanis-
mos de inestabilidad andlogos a los que subyacen en los sistemas experi-
mentales. En los iltimos anos se han propuesto varios modelos que sufren
la inestabilidad de Onda [Zhabotinsky et al., 1995; Musslimani & Pismen,
2000; Nicola et al., 2000]; en los dos tltimos trabajos se ha investigado la
dindmica cerca de un punto de cod-2 entre las bifurcaciones de Turing y de
Onda, obteniendo cuasicristales e interfaces entre modos distintos. En la
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seccién siguiente proponemos un modelo en el que las ondas estacionarias
se deben a la interaccién de un modo cero (inestabilidad de Hopf) y un
modo con nimero de onda finito (inestabilidad de Onda).

6.3 Modelo tedrico

El modelo que presentamos a continuacién estd basado en un esquema de
tres ecuaciones de reaccién-difusién, utilizado por S. Kromker [1997] para
estudiar la inestabilidad de Onda, que habia recibido poca atencién hasta
entonces [Levine & Zou, 1993; Zhabotinsky et al., 1995]. Esa autora obtuvo
numéricamente soluciones de tipo ondas estacionarias, pero no investigd
los mecanismos que las producen. Ademads su modelo no se basaba en un
esquema de reaccién coherente, lo que reducia su interés a una formulacién
matematica.

Con ligeras modificaciones que explicamos en este apartado, hemos de-
sarrollado un modelo similar al de Kromker [1997] que se deriva del esquema
de reaccién de la Fig. 6.3, que incluye los siguientes procesos:

k1

B+w 5 U (6.2a)
U 2 vir (6.2b)
w ok op (6.2¢)
oW +V HM 4w (6.2d)
v B2 g (6.2¢)
Aoy (6.2f)

Figura 6.3: Esquema de

P
A \\1(3 B reaccién asociado al modelo
k6 W \kl U ks

Q tedrico. El ntmero de ra-

](2 FR mas en la punta de las fle-

chas indica la cantidad produ-

V cida, mientras que en el extre-
mo opuesto representa la can-
4 tidad consumida.
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Las reacciones (6.2a) y (6.2f) representan los procesos de adsorcién en
la superficie, que dependen directamente de las presiones parciales de los
gases Ay B (po, vy pco) controlables externamente. Las especies R, P
y @ son productos que no intervienen en la dindmica. Las tres variables
intermedias, U, V' y W, pueden asociarse a [C'O,q], a la proporcién de la
fase (1x 1) y a [Ogql, respectivamente. El oxigeno interviene en un bucle de
autocatalisis que representaria la formacion de subcapas bajo la superficie
que favorece la fase (1 x 1), en la que la adsorcién del oxigeno es alta.
El segundo lazo de realimentacién involucra a las tres especies y estaria
asociado a las oscilaciones (recuérdese la Seccién 6.1): el aumento de la
concentraciéon de O,q produce la reconstruccién de la fase (1 x 2), en la
que la [CO,q] crece, favoreciendo a su vez la transicién al estado (1 x 1).
Si a esto anadimos la difusién molecular, la evolucién de las tres variables

dindmicas, viene descrita por el sistema?®:
0-[U] = —(ks + k2)[U] + k[ B][W] + Dy V2[U],
0:[V] = ko[U] = ka[VI[W]* + Dy V?[V], (6.3)
0 W] = kelA] — (k1[B] + k3)[W] + 2k [V][W]? + Dy V2 [W].

Para simplificar el modelo y facilitar los calculos analiticos, considera-
mos en lo que sigue ks = ko. Se toman las coordenadas adimensionales:

t = ko,
D, -
2 _ e
ve = " Ve,
se reescalan las amplitudes:
ks 1/2 ks 1/2 ks 1/2
U=|— U V=|-— v W=|— w
() o, o)l o),
(6.4)
y se definen los parametros:
kg 1k ks
A=—[A B=-—[B = —
k2 [ }7 3 k2 [ ]7 p ]{;2 I
~ ~ (6.5)
Du = PU 9 DU = l“’)V 9
Dy Dw

3En el modelo de S. Kromker hay un factor 2ks en la primera ecuacién que no se explica
con ningin esquema de reaccién. Para solucionar este problema hemos introducido el
proceso (6.2e), que representa la desorcién de CO.
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de manera que el modelo en funcién de los parametros reescalados y de las
nuevas variables queda:

U = —2U+3BW + D,V2U
V = U-VW?2+ D,V2V (6.6)
W = A—-BB+p)W +2VIW2 + VW

Este sistema tiene un punto fijo, (Us, Vs, Ws) = (3BA/2p,3Bp/2A, A/p),
de cuya estabilidad nos ocupamos en el siguiente apartado.

6.3.1 Analisis lineal

De forma similar a como hicimos para el Bruselator, analizamos la estabi-
lidad lineal del estado estacionario y homogéneo frente a pequenas pertur-
baciones. De nuevo B sera el parametro de control, aunque estudiaremos
las distintas bifurcaciones que tienen lugar al variar el pardmetro A. Las

ecuaciones de evolucién para las perturbaciones, u = (u, v, w)’, son:

0
u=£fu+ 1 I(u) (6.7)
-2
donde el operador lineal es:
—2 — Dyk? 0 3B
1 4 D, k> 3B
£ = T B (6.8)
A? 9
0 2— 3B—p—k
p
y la parte no lineal depende de la funcién:
1Bp o A 9
I(u) = ———w* —2—vw — . .
(u) 5V ’ VW — VW (6.9)

El problema lineal de autovalores, (¢cI— £)u = 0, es considerablemente
mas complicado que el del Bruselator. De entrada, la ecuacion caracteristica
es clbica en este caso (véase el andlisis general en el Apéndice B):

03 + a10® 4 aso + az = 0, (6.10)
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Figura 6.4: Curvas marginales. (a) bifurcacién de Onda para A = 2.0, (b) punto
de codimensién-2 (A = 2.124) y (c¢) bifurcacién de Hopf en A = 2.15.

con los coeficientes:
3
ap = —tr(£), ay =Y |£], a3 = —det(£). (6.11)
j=1

Aqui | £;| denotan los determinantes principales del operador lineal, defini-
dos como los determinantes de las submatrices que resultan de eliminar la
fila y la columna j.

Cuando la parte real de alguno de los autovalores se hace positiva el
sistema sufre una inestabilidad que dara lugar a un patrén estacionario u
oscilante, dependiendo de si dicho (o dichos) autovalor es real o complejo
(véanse los detalles en el Apéndice A). En la primera parte de la tesis ya
analizamos un caso estacionario tipico. La condicién det(£) = 0 determina
la curva marginal, B = B(k), cuyo minimo corresponde al punto critico de
la inestabilidad de Turing.

Si la parte imaginaria del autovalor no es cero, se rompe la simetria
temporal dando lugar a un estado oscilante. La condicién marginal de
este tipo de inestabilidades se obtiene al sustituir ¢ = iw en la ecuacién
caracteristica y separar las partes real e imaginaria. La frecuencia que se
obtiene es w = 4,/a2, mientras que la curva marginal se calcula despejando
B = B(k) de la relacién a; az — ag = 0 (detalles en la Seccién A.4). Si el
minimo (modo critico) se da para k = 0 el sistema sufre la inestabilidad de
Hopf (oscilacién homogénea); si se da para k # 0, se produce una inesta-
bilidad de Onda, que rompe ademds la simetria espacial (ondas viajeras o
estacionarias, dependiendo de la dindmica no lineal).
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Para el rango de parametros estudiado, las Unicas inestabilidades que
aparecen son las oscilatorias, ya que los umbrales de la inestabilidad de
Turing son siempre extremadamente altos. En lo que sigue se han fijado
los pardametros D, = 5, D, = 0.05 y p = 1 y se ha estudiado el tipo de
bifurcacién que se produce al variar A y B. En la Fig. 6.4 se mostraban
varios ejemplos representativos de curvas marginales: (a) inestabilidad de
Onda, (b) punto de cod-2 y (c) la bifurcacién de Hopf. (Nétese que ambas
inestabilidades estdn asociadas al mismo autovalor.)

En la Fig. 6.5 se han representado los umbrales lineales en funcién de A
para las inestabilidades de Onda (B en rojo) y de Hopf (B en azul). (El
umbral para la inestabilidad de Turing queda fuera del rango representado).
La linea discontinua indica que £ = 0 es un maximo de la curva marginal
en lugar de un minimo. Para A < 0.57 (punto 1) y A > 2.15 (punto 3)
la bifurcacién primaria es la Hopf, mientras que entre ambos puntos tiene
lugar la bifurcacién de Onda. En esta misma grafica apreciamos que en el
punto 1 el modo k = 0 se convierte en un maximo y aparece un minimo para
k = kmin (con kpin — 0 si A — 0.57). El minimo y el mdximo se separan
ligeramente a medida que A aumenta hasta que en el punto 2 el modo cero
vuelve a ser minimo y aparece un maximo entre los dos minimos. El valor
critico B decrece hasta que los dos minimos son iguales en el punto de
cod-2 indicado como punto 3 (Fig. 6.4b). A partir de él BY > BH y vuelve
a producirse la bifurcacién de Hopf, hasta que en el punto 4 el minimo
k = kpn desaparece.

En la Fig. 6.6a se ha representado el nimero de onda del minimo para
A < 0.57y A > 2.15. En ella se aprecia claramente que el punto 3 es de
cod-2, mientras que el punto 1 es un punto degenerado de orden superior.
Por dltimo, si comparamos la frecuencia de los modos k = 0y k = kpn,
se observa que la del primero siempre es menor, aunque muy préxima a la
del segundo modo.

6.4 Comportamiento temporal

Antes de analizar con detalle la dindmica espacio-temporal, conviene es-
tudiar los diversos regimenes temporales por la posible relacién con dicha
dindmica. En primer lugar, hemos integrado el modelo (6.6) sin la parte
espacial con un método de Runge-Kutta de quinto orden para encontrar las
soluciones periédicas y las bifurcaciones que sufren.
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Figura 6.5: Umbrales de las inestabilidades primarias (curvas en trazo continuo):
la linea azul para la Hopf y roja para la inestabilidad de Onda. La parte discontinua
de la curva azul indica que ahi el modo k = 0 es un méaximo.

Figura 6.6: (a) Nimero de onda y (b) frecuencia de los modos criticos, siguiendo

la notacién de la Fig. 6.5.
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Figura 6.7: Seccién de Poincaré con algunos atractores para A = 3.0.
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Figura 6.8: Diagrama de bifurcaciones para A = 3.0.

A la derecha del punto de cod-2 (A > 2.125) el sistema sufre una bi-
furcacién supercritica de Hopf, que da lugar a un ciclo limite estable. Sin
embargo, a medida que nos alejamos del umbral, el sistema sigue la ruta al
caos por duplicacién de periodo. Para calcular el diagrama de bifurcacio-
nes se ha utilizado la seccion de Poincaré mostrada en la Fig. 6.7 junto con
algunos atractores a modo de ejemplo (nétese que son practicamente bidi-
mensionales). Recordemos brevemente en qué consiste la técnica de la sec-
cién de Poincaré. Para un sistema con un espacio de fases N-dimensional,
& = f(z), se define la seccién de Poincaré como una hipersuperficie de
dimensién (N — 1) transversal al flujo, es decir, que ninguna trayectoria
que la corta es paralela a ella. Se utiliza habitualmente para demostrar la
existencia de soluciones periddicas en un sistema dindmico y estudiar su es-
tabilidad. A partir de las intersecciones con las trayectorias se construye el
llamado mapa de Poincaré, ri.1 = P(x), que tiene una dimensién menos
que el sistema original. Resulta particularmente ttil cuando el espacio de
fases es tridimensional, ya que en ese caso la seccién de Poincaré se reduce
a un plano; las soluciones periédicas se convierten en puntos fijos del mapa
de Poincaré y es mas sencillo determinar las bifurcaciones que se producen.

A modo de ejemplo, presentamos a continuacién los resultados del caso
A = 3.0, para el cual la transicién al caos se produce a partir de B = 6.6.
Aunque se ha demostrado también que los ezponentes de Lyapunov son
positivos, basta mirar la Fig. 6.8a para ver las cascadas de duplicacién,
tipicas de esta ruta. De hecho, este diagrama es muy parecido al del mapa
logistico; por ejemplo, se aprecian claramente las ventanas de periodo tres
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Figura 6.9: Ruta al caos por duplicacién de periodo en la oxidacién de CO
catalizada por P¢(110) (de la Ref. [Eiswirth, 1993]).

(B = 6.8), que demuestran la existencia de caos [Li & Yorke, 1975]. Lejos
del umbral de inestabilidad, existen extensas regiones de periodo seis, se-
paradas por dos regimenes cadticos, que presentan una curiosa simetria: la
primera banda cadtica comienza por duplicacién de periodo y termina por
intermitencia, mientras que en la segunda ocurre lo contrario (Fig. 6.8b).
La ruta al caos por duplicacién de periodo se observé en la oxidaciéon de CO
catalizada por Pt(110) para valores cercanos a los que dan lugar a ondas
estacionarias (véase la Fig. 6.9 obtenida por Eiswirth et al. [1988]). Por
esta razon, los resultados del modelo que estamos analizando pueden servir
para comprender la dindmica de este sistema experimental.

Aunque en nuestro trabajo nos vamos a centrar en la regién més préxi-
ma al punto de cod-2, hemos estudiado el rango A < 0.57, en el que también
se da la inestabilidad de Hopf. Cerca del umbral, el sistema sigue la ruta
al caos por duplicacién de periodo, igual que antes, pero a medida que au-
mentamos el parametro de control, se producen diversas bifurcaciones que
degeneran en un ciclo limite constituido por dos ramas asociadas a esca-
las temporales muy diferentes. En la Fig. 6.10 se muestra el caso A = 0.5,
B = 1.3, amodo de ejemplo. Este comportamiento se debe a la proximidad
de A = 0, que corresponde a un punto singular en el que todos los pun-
tos del eje V, (U, V,W) = (0,V;,0) son puntos fijos estables. La dindmica
temporal en estas condiciones tiene cierto parecido con un comportamiento
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Figura 6.10: Ciclo limite anarménico para A = 0.5y B = 1.3.

excitable, ya que para condiciones iniciales (C.I.) préximas al eje las trayec-
torias decaen réapidamente hacia él, mientras que recorre trayectorias cada
vez mas amplias a medida que las C.I. estan méds alejadas.

6.5 Conclusiones

El modelo propuesto, basado en un sencillo esquema reactivo, presenta
muchos puntos en comin con los mecanismos sugeridos para explicar los
fenémenos que se dan durante la oxidaciéon de C'O catalizada por una su-
perficie de platino: presenta un punto de codimensién-2 Onda—Hopf, cerca
del cual interaccionan un modo cero y un modo k., y ademas sigue la ruta
al caos por duplicacién de periodo.
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Capitulo 7

Simulaciones numeéricas del
modelo

En este capitulo estudiamos el comportamiento espacio—temporal del mo-
delo (6.6) mediante simulaciones numéricas en una (1D) y en dos dimen-
siones (2D). De la gran cantidad de fenémenos que presenta este sistema,
sblo analizamos aqui unos pocos, quedando otros muchos para investiga-
ciones futuras. Nos centraremos principalmente en las ondas estacionarias
que se forman lejos del umbral y en las transiciones secundarias que sufren.
Para explicarlas utilizaremos el analisis de Floquet, que permite calcular la
estabilidad de los ciclos limite frente a perturbaciones de nimero de onda
finito. Estos resultados se compararan con los del andlisis de Fourier de las
simulaciones.

7.1 Caso unidimensional

El método pseudo—espectral utilizado es el mismo que se usé para la simu-
lacién del Bruselator: se discretiza el operador laplaciano y se resuelve la
parte no lineal en el espacio de Fourier al orden més bajo [Bestehorn, 1995].
Se ha considerado como condicién inicial un patrén de amplitud aleatoria,
y promedio variable en torno al valor del estado estacionario y homogéneo y
se ha discretizado el espacio en mallas de 128 y 512 puntos, para comprobar
que el tamano no influye sobre los resultados. Se ha tomado Az ~ 0.7 y un
paso temporal de At = 0.001. Los resultados se resumen en la grafica de la
Fig. 7.1; en ella se aprecia que las inestabilidades primarias coinciden con
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Figura 7.1: Soluciones numéricas unidimensionales obtenidas por integracién di-
recta del modelo al variar los parametros Ay B: HSS indica el estado estacionario
y homogéneo, HO las oscilaciones homogéneas, AO oscilaciones anarménicas, TW
ondas viajeras y M .SW ondas estacionarias moduladas por k = 0 (véase el texto).

los umbrales calculados en el andlisis lineal (Fig. 6.5), de los que difieren
en tan solo en un factor 10~2, mientras que por debajo de éstos, se tiene el
estado estacionario y homogéneo (HSS).

Cerca de los umbrales de inestabilidad de Hopf se obtienen oscilaciones
homogéneas sincronizadas espacialmente para tiempos de simulacién sufi-
cientemente largos (7' ~ 500 — 1000 u.t.). En las Figs. 7.2 se muestran dos
ejemplos, uno para A = 0.5 y otro para A = 3.0. Las secuencias temporales
de las tres variables, presentan diferencias cualitativas: en el segundo caso
la oscilacion es bastante regular y uniforme en el espacio, mientras que en
el primero es muy anarmoénica y menos homogénea. Por otro lado, sus fre-
cuencias difieren en un factor 10 tal como predecia el analisis lineal (véase
la Fig. 6.6Db).

Puede parecer que para A = 0.5 las oscilaciones son aperiédicas, a juzgar
por la secuencia temporal de W. El responsable es el ciclo limite fuertemen-
te anarménico que subyace bajo este comportamiento y que presenta una
rama extremadamente rapida (recuérdese la Fig 6.10). Seria interesante
demostrar que la difusiéon que acopla los osciladores “auténomos” produce
en este caso un comportamiento cadtico o incluso turbulento para valores
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Figura 7.2: Simulaciones numéricas por encima de los umbrales de Hopf. A
la derecha se muestra la evolucion temporal de las tres variables en un punto
cualquiera del patrén: U en azul, V en rojo y W en verde. (a) A =0.5, B = 1.0;

(b) A=3.0, B=44.
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IAl
03

Figura 7.3: Onda viajera obtenida para A = 1.5 y B = 1.6. Presenta una
fuente (parte inferior) y un sumidero (parte superior). A la derecha se ha re-
presentado la amplitud de las dos ondas obtenido de la demodulacién compleja.

T
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Figura 7.4: Onda estacionaria modulada (MSW) por un modo k& = 0 para
A=20y B=34.
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Figura 7.5: Formacién de una MSW a partir de una oscilacién homogénea
durante la oxidacién de CO en Pt(110) (At ~ 20sg) [Oertzen et al., 2000].
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Figura 7.6: Periodo de los ciclos limite y de las simulaciones del modelo (6.6)
para A = 3.0.

de B suficientemente altos; sin embargo, queda fuera de los objetivos de
nuestro trabajo, que restringimos a las proximidades del punto de cod-2.

Cerca del umbral de la inestabilidad de Onda, se obtienen ondas viajeras
(TW), en las que aparecen a menudo fuentes y sumideros marginalmente
estables, como sucede en el ejemplo de la Fig. 7.3. En una extensa re-
gién mas alejada de los umbrales lineales se estabilizan ondas estacionarias
(MSW) (Fig. 7.4). Si nos fijamos en el diagrama temporal de la variable
U, se aprecia que las oscilaciones no son simétricas respecto al estado HSS,
hecho que pone de manifiesto la importancia de las no linealidades cuadra-
ticas de la Ec. (6.9) para las perturbaciones. En la Fig. 7.6 se compara el
periodo de las soluciones numéricas con el de los ciclos limite obtenidos en
la Seccién 6.4 para A = 3.0. En el rango méas préximo al umbral ambos
coinciden perfectamente, pero en el momento en que se estabilizan ondas
estacionarias las curvas se separan y el periodo de las simulaciones crece
mucho mas lentamente y tiende a un valor T' ~ 0.68. Hay que hacer notar
que las ondas estacionarias permanecen estables en un amplio rango donde
se habia obtenido un régimen cadtico para el sistema sin difusién: el acopla-
miento espacial suaviza este comportamiento y sincroniza las oscilaciones
locales, produciendo un estado periddico.

La competicion de estas estructuras también se observé durante la oxi-
dacién de CO catalizada por Pt(110) (Fig. 7.5). No es necesario mostrar el
espacio de Fourier para darnos cuenta de que, tanto en este ejemplo como
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Figura 7.7: Dindmica caética para A = 1.5 y B = 3.4. Presenta una fuentes
emisoras de ondas viajeras sobre un régimen oscilatorio. A la derecha se muestra
el diagrama temporal de la variable U de un punto situado en la fuente central.

en la simulaciéon de la Fig. 7.4, el periodo se duplica cuando se rompe la
simetria espacial.

También se han obtenido MSW en otros sistemas. Por ejemplo, se
forman en el régimen de Benjamin—Feir (BF) inestable cuando se aumenta
el pardametro que controla el acoplamiento global en un modelo de tipo CGL
[Battogtokh & Mikhailov, 1996]: primero aparecen las ondas estacionarias
y luego desaparecen en favor de una HO. Algo parecido se tiene en la
region de BF-estable y en el modelo de Krischer con acoplamiento global
[Falcke et al., 1995].

La transicién de ondas viajeras a estacionarias, se ha observado también
en la inestabilidad hidrodindmica que resulta del calentamiento de un hilo
sumergido cerca de la superficie libre (condiciones de Bénard—Marangoni)
[Vince, 1994]. Un calentamiento uniforme produce ondas termocapilares
viajeras, pero si se fuerza al sistema con un calentamiento modulado pe-
riédicamente en el tiempo, las ondas se sincronizan con el forzado (estudié
concretamente los casos 1:1 y 2:1) dando lugar a un patrén estable de ondas
estacionarias. Con la oxidacién de C'O catalizada por Pt(110) se ha realiza-
do un experimento andlogo, modulando externamente la presién parcial del
CO y se ha encontrado un resultado similar [Oertzen et al., 2000]. En este
caso, pueden darse incluso en ausencia de forzado externo, ya que, como
explicamos en la Seccién 6.1, la variacién de las propiedades catalizadoras
sobre la superficie permite la coexistencia espacial de dos regimenes, uno
de ondas viajeras y otro de oscilaciones homogéneas, de modo que estas
ultimas acttiian como un forzado intrinseco (1:1). Para ambos sistemas, el
mecanismo que produce las ondas estacionarias es el mismo y similar al de
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nuestro modelo: el acoplamiento no lineal entre un modo £ = 0 y un modo
k # 0. En el capitulo siguiente analizaremos esta interaccién en el marco
de las ecuaciones de amplitud.

Por encima de la regién de MSW, la dindmica es méas compleja. Se
obtienen estructuras como la de la Fig. 7.7 que pueden interpretarse como
fuentes emisoras localizadas de ondas viajeras que colapsan dando lugar a
nuevas fuentes. En la grafica de la derecha se ha representado la evolucién
temporal de la variable U en un punto situado en la region central.

A continuacién pasamos a estudiar la estabilidad de las oscilaciones ho-
mogéneas frente a perturbaciones de ntimero de onda finito. En primer
lugar explicamos el método de Floquet, para después aplicarlo al mode-
lo (6.6) y comparar los resultados de este andlisis con las simulaciones.

7.2 Analisis de Floquet

El método de Floquet permite analizar la estabilidad de las soluciones perié-
dicas, basandose en que son los puntos fijos del mapa de Poincaré. Aqui nos
interesa determinar como se comportan los ciclos limite frente a perturba-
ciones de nimero de onda finito, es decir, la inestabilidad de las oscilaciones
homogéneas frente a las ondas estacionarias. El criterio de estabilidad se
obtiene de los autovalores del problema lineal, llamados también multipli-
cadores de Floquet.

Tanto la solucién de base, que denotaremos co(t) = (Xo(¢), Vo(t), Wo(t)),
como la matriz lineal, L(t), son ahora periddicas, es decir, invariantes bajo
una traslacién temporal, T : t — t+T§. Si se estudia la estabilidad de los ci-
clos limite en un sistema sin difusién, las perturbaciones w(t) = c(t) 4+ co(t)
satisfacen a orden lineal la ecuacién w = L(t)w, que admite como solucio-
nes vectores de la forma: w = eMv. En el caso mas simple en que los
autovalores A\ no estan degenerados, los vectores v son funciones de perio-
do Tp (véanse los detalles en [Haken, 1987]).

Para el problema que nos ocupa debemos considerar los términos difu-
sivos y el problema lineal resulta:

w = L(t)w + DV*w (7.1)

donde D es la matriz diagonal que contiene los coeficientes de difusién y L(t)
es el jacobiano evaluado en el ciclo limite. Desarrollando la perturbacion
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en modos de Fourier:

W= Z qret®, (7.2)

para el modo k de la perturbacion se tiene:
dik = [L(t) = DK?] a. (7.3)

En lugar de calcular directamente los autovalores de este problema aplica-
mos el método de los exponentes de Floquet. El teorema de Floquet de-
muestra que las soluciones de la Ec. (7.3) son de la forma: qy = e*tuy(t),
donde uy(t) es también una funcién periédica: uy(t + Tp) = uk(t) [Haken,
1987]. En tal caso se cumple:

ac(t+Tp) = Myt +Ty) = eMToqu(t)
= Maqx(t) (7.4)

donde se ha definido la matriz de monodromia, My, que da la evolucién
temporal tras un periodo. De este modo, el estudio de la estabilidad lineal
se reduce al calculo de la matriz My, (Monodromy en la literatura inglesa),
ya que:

M Toq(t) = Myq(t). (7.5)

Sus autovalores, oy, son los llamados multiplicadores de Floquet, a partir
de los cuales se obtienen los autovalores de la Ec. (7.3) como:

1
R[] = T@Ln lok] - (7.6)

Ar son los exponentes de Floquet, que determinan el crecimiento del
modo k cuando son positivos, es decir, si o3 > 1.

La matriz de monodromia se puede construir de forma muy simple:
se toman las condiciones iniciales canénicas q;(0) = (&;1,6:2,6:3)7, con
i = 1,2,3, (§;; denota la delta de Kronecker) y se calculan los vectores
transcurrido un periodo:

To
a(Ty) = [ [L0) = DF] as0)i. (.17)
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De esta forma:

1
ai(To) = Mg | 0
0
0
qz(To) = Mk 1
0
0
q3(T0) = ./\/lk 0
1
y por tanto:
My, = [q1(Th), a2(To), as(1o)]. (7.8)

7.2.1 Calculo de los exponentes de Floquet

Aplicando este andlisis al modelo (6.6), se ha estudiado la estabilidad de
las oscilaciones homogéneas frente a nimeros de onda finitos. El método
numérico utilizado sigue un planteamiento similar al del cédlculo de una
seccién de Poincaré. Se toman cuatro condiciones iniciales: un punto sobre
el ciclo limite y los tres vectores canénicos de la Ec. (7.7). La evolucién de
la primera condicién inicial, co(t), se calcula a partir del modelo sin espacio
recorriendo el ciclo limite a lo largo de un periodo. A cada paso temporal
se utiliza este vector para construir la matriz linealizada:

-2 - Duk2 0 BB
L(t) = 1 ~Wo(t)? — Dyk? —2Vp () Wo(t)
0 2Wo(t)? —3B — p+ 4Vo(t)Wo(t) — k?

(7.9)
que permite integrar las otras tres condiciones iniciales con la Ec. (7.7). Tras
completar un periodo T con cg(t), se construye la matriz de monodromia
a partir de los vectores q;(7p), tal como indica la Ec. (7.8) y de ella se
calculan los exponentes de Floquet.

En la Fig. 7.8 mostramos cuatro ejemplos que ilustran lo que sucede al
aumentar B (A = 3.0). Se tienen tres nimeros de onda relevantes: k = 0
y otros dos con k # 0. Aunque los dos ultimos varian con el pardmetro
de control, lo hacen de forma continua; llamamos ki al mas grande y ko
al menor. En la regién mas préxima al umbral, dos de los exponentes son
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Figura 7.8: Exponentes de Floquet calculados para A = 3.0: (a) B = 4.4; (b)
B =5.0; (c) B=5.4; (d) B=5.238.

siempre negativos, mientras que el tercero es préximo a cero en el origen,
indicando que k£ = 0 es un modo marginal en la direcciéon tangente al ciclo
limite. A medida que B aumenta, aparece un maximo en k = ki, que se
aproxima al eje y que finalmente lo cruza en B ~ 4.7. Se produce entonces
una bifurcacién en total acuerdo con las simulaciones: el estado homogéneo
se destabiliza frente a una onda estacionaria de nimero de onda k = k1,
como la de la Fig. 7.9a. La frecuencia de este nuevo modo es la misma
que la del modo cero, como se aprecia en el espectro de Fourier. Incluso
cerca del umbral, las amplitudes presentan una evidente asimetria respecto
al valor del estado basico.

Si seguimos aumentando B, se produce una nueva bifurcaciéon por la
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Figura 7.9: Ondas estacionarias para A = 3.0: (a) B = 5.0; (b) B = 5.4; (c)
B = 5.8. Las figuras centrales corresponden al espacio de Fourier (k,w), mientras

que en los diagramas temporales de la derecha se muestra la evolucion de la variable

U para un punto cualquiera del patrén. La linea en rojo representa el valor de U

en el estado estacionario y homogéneo.
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Figura 7.10: Duplicacién de la longitud de onda de las ondas estacionarias du-
rante la oxidacién de CO catalizada por Pt(110) [Oertzen et al., 2000].

competicién con el segundo modo, k = ks, cuyo exponente de Floquet
se vuelve positivo y termina superando la tasa de crecimiento de k = k;
(Figs. 7.8c-d). Esta competicién se manifiesta en las simulaciones numé-
ricas de las Figs. 7.9b-c. En sus diagramas de Fourier se advierte que la
duplicacién de la longitud de onda coincide con la duplicacién del periodo
temporal, ya que w(k1) ~ 2w(kz2). En los experimentos se tiene un mecanis-
mo diferente: como ya se apreciaba en la Fig. 7.5, inicialmente se duplica el
periodo temporal; posteriormente se produce una la duplicacién en la lon-
gitud de onda no conlleva variacién apreciable de la frecuencia (Fig. 7.10)
[Oertzen et al., 2000] .

Para comparar cuantitativamente los resultados del anélisis de Floquet
con los de las simulaciones, en la Fig. 7.11a hemos representado los valores
méximos de los exponentes de Floquet que corresponden a los modos £ = 0
(ennegro), k = k; (enrojo) y k = ko (en verde), indicando en trazo continuo
el modo presente en las soluciones numéricas. La primera transicién tiene
lugar en torno a B = 4.7, cuando la tasa de crecimiento del modo ki es
positiva. El momento en que aparece el segundo modo en el andlisis de
Fourier coincide con el valor de B para el cual el exponente de Floquet de
ko es mayor que el de k.

Por otro lado en la Fig. 7.11b se comparan los niimeros de onda obteni-
dos del anélisis de Fourier con los maximos de los exponentes de Floquet.
Se observa que el modo k; se separa apreciablemente del de la simulacién
a medida que aumenta B, mientras que el k9 es similar a uno de los modos
de Fourier. Esta discrepancia puede deberse a efectos no lineales o a las
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Figura 7.11: (a) Exponentes de Floquet correspondientes a los méximos relativos.
En trazo continuo se indica cual de los modos estd presente en las simulaciones
numéricas. (b) Comparacién de los nimeros de onda obtenidos del andlisis de
Fourier y de Floquet.

condiciones de contorno. En cualquier caso se ve que cuando interviene ks,
el niimero de onda mayor, k1, disminuye para conseguir una resonancia 1:2.

7.3 Simulaciones bidimensionales

Los resultados en dos dimensiones son completamente coherentes con los
que acabamos de presentar en el caso unidimensional: a la derecha del punto
de cod-2 se tienen oscilaciones homogéneas cerca del umbral de inestabilidad
de Hopf, mientras que a su izquierda se estabilizan ondas viajeras cerca del
umbral de Onda; al aumentar el parametro de control surgen las ondas
estacionarias en una extensa regién del espacio de parametros y se observa
también la competicion entre dos escalas espaciales distintas.

La diferencia fundamental con el caso unidimensional es que aparecen
espirales por encima de la curva representada en rojo y se mantienen incluso
por encima del limite superior de las ondas estacionarias. A la derecha del
punto de cod-2 éstas desestabilizan las oscilaciones homogéneas, mientras
que cuando aparecen mas lejos del umbral el sistema es biestable y la solu-
cién final es una u otra dependiendo de las condiciones iniciales (se tienen
espirales y ondas viajeras o estacionarias, dependiendo de los pardametros).
Las imagenes de la Fig. 7.13 muestran diferentes regimenes de espirales al
aumentar el pardametro de control para A = 3.0. Si bien resultaria intere-
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Figura 7.12: Diagrama de soluciénes numéricas bidimensionales. Se sigue la
misma notacién que el la Fig. 7.1 para indicar las soluciones asintéticas.

sante analizar el tipo de turbulencia que se da en cada caso, no entra dentro
de los objetivos de esta tesis.

En el rango de inestabilidad de Onda se tienen ondas viajeras cerca del
umbral (Fig. 7.14a). Inicialmente se forman defectos que dan lugar a ondas
circulares que chocan entre si, pero son transitorias suficientemente cerca
del umbral. De ellas queda como remanente una curvatura en las TW.
Si se aumenta el pardmetro de control, se produce la competicién de tres
estructuras: ondas viajeras, espirales y ondas estacionarias. La solucién
asintética depende de las condiciones iniciales, ya que existe una amplia
zona de multiestabilidad.

Cerca de su umbral de estabilidad, las ondas estacionarias presentan
simetria hexagonal (Fig. 7.16). A medida que se aumenta el pardmetro de
control se produce una competiciéon entre dos escalas espaciales, igual que
sucedia en 1D, dando lugar a estructuras irregulares en forma de hexdgonos
dentro de bandas de longitud de onda mayor (aproximadamente doble), o de
cuasi-cuadrados cuando predomina la escala méas grande. Esta duplicacion
de )\ coincide con la del periodo temporal, al igual que para las simulaciones
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Figura 7.13: Espirales obtenidas en el modelo (6.6) para A = 3.0 (a) B = 4.2,
(b) B=4.6, (c) B=6.0.

Figura 7.14: Soluciones numéricas para A = 1.5: (a) formacién de ondas viajeras
en B = 1.7; (b) espirales para B = 2.4 (para esos pardmetros es biestable, ya que
las MSW son también estables).
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Figura 7.15: Comparacién de los nimeros de onda obtenidos del andlisis de
Floquet y de Fourier de las simulaciones bidimensionales.

unidimensionales. En la Fig. 7.15 se compara el resultado del andlisis de
Floquet con el nimero de onda de los principales modos de las soluciones
asintéticas bidimensionales. Cabe senalar que las MSW surgen ligeramente
por debajo del umbral predicho en el andlisis de Floquet, quizas gracias
interacciones no lineales, no consideradas en ese método.

La simetria hexagonal con la que aparecen inicialmente las ondas esta-
cionarias se debe al acoplamiento del modo cero con el de la inestabilidad
de Onda, como explicaremos mas detalladamente en el capitulo siguiente.
Esta simetria es la que se ha obtenido en el modelo de CGL con acoplamien-
to global considerando sistemas bidimensionales [Battogtokh et al., 1997;
Lima et al., 1998]. También se ha observado recientemente en la reaccién de
BZ en una microemulsién acuosa con el tensioactivo AOT. Es posible que se
deba a este acoplamiento, ya que se ha demostrado que el sistema sufre las
tres inestabilidades: Onda, Hopf y Turing. Con respecto a las ondas esta-
cionarias de tipo romboide (Fig. 6.1¢c), observadas durante la oxidacién de
CO en Pt(110), podrian interpretarse como hexdagonos achatados debidos
a la fuerte anisotropia de superficie catalizadora [Falcke et al., 1995].

Cabe senalar que, como sucedia en 1D, la difusién estabiliza las ondas
estacionarias en buena parte de la region en la que subyace un compor-
tamiento temporal caético (recuérdese la Fig. 6.7). Para valores altos de
B (Fig. 7.16d), ciertos puntos oscilan caéticamente actuando como fuentes
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Figura 7.16: Ondas estacionarias para A = 3.0. (a) B = 5.0, (b) B = 5.6 (escala
2:1 respecto al resto de figuras) y (¢) B = 6.0. (d) Targets for B = 6.9.
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emisoras de ondas circulares, de forma similar a cémo se forman los targets.
Durante un largo transitorio permanecen inmersos en un patrén irregular de
ondas estacionarias, hasta que finalmente desaparecen y el patron se sincro-
niza. Habitualmente este comportamiento estd asociado a ciertos defectos
llamados marcapasos en los que las condiciones de reaccién son diferentes
de su entorno. Sin embargo, también son posibles en sistemas homogéneos
como se demostrd, por ejemplo, en un modelo extendido de GL [Mikhai-
lov, 1992], cerca de la inestabilidad de Onda [Zhabotinsky et al., 1995] o
cerca de un umbral de biritmicidad [Stich et al., 2001]. En nuestro caso,
se podrian atribuir a la dindmica caética, sin embargo, se tiene el mismo
comportamiento en las ventanas peridédicas. Por tanto es posible que estén
ligados a la multiperiodicidad o simplemente a las interacciones no lineales
lejos del umbral.

7.4 Conclusiones

En este capitulo hemos determinado las regiones numéricas de estabilidad
para las diferentes soluciones. En el caso unidimensional, se han obteni-
do oscilaciones homogéneas y ondas viajeras y estacionarias. El andlisis
de Floquet, que determina la estabilidad de los ciclos limite frente a per-
turbaciones de k finito, predice la transicién secundaria entre oscilaciones
homogéneas y ondas estacionarias moduladas, asi como los niimeros de on-
da de éstas ultimas. La aparicién de una segunda escala espacial, obtenida
también en las simulaciones, se explica por la competicion de un segundo
modo, de longitud de onda aproximadamente doble, que finalmente predo-
mina.

La dindmica del sistema bidimensional es mucho mas rica: se tienen
también espirales y targets. Las ondas estacionarias aparecen inicialmente
en forma hexagonal, mientras que cuando predomina el nimero de onda
menor, se tiene una estructura cuasi-cuadrada y mucho més irregular, por
la presencia de una banda continua de nimeros de onda que se proxima
a cero. La difusién sincroniza la dindmica cadtica que se obtuvo lejos del
umbral en la Seccién 6.4, dando lugar a un patrén de ondas estacionarias
moduladas, si bien para condiciones iniciales diferentes se forman espirales
irregulares.

Los principales fenémenos mostrados aqui, se discuten en el marco de
las ecuaciones de amplitud en el capitulo siguiente.
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Capitulo 8

Dinamica en torno a una
interaccion Onda—Hopf

Existe toda una variedad de comportamientos complejos asociados a la pro-
ximidad de un punto de codimensién—2. Se han analizado en diversas dreas
de la fisica desde el punto de vista tedrico: conveccion en fluidos binarios
[Brand et al., 1984; Rehberg & Ahlers, 1985; Schopf & Zimmermann, 1993;
Bestehorn & Colinet, 2000], electroconveccién [Daya et al., 2001], convec-
cién viscoelastica [Martinez-Mardones et al., 1994], etc. Sin embargo, son
muy dificiles de encontrar experimentalmente, y normalmente se buscan
por la “huella” que dejan en la dinamica.

El analisis de los puntos de bifurcacién degenerados comenzé a princi-
pios de los anos ochenta, centrandose basicamente en la dindmica temporal
de sistemas en los que un autovalor real y dos imaginarios puros atraviesan
a la vez el eje imaginario [Guckenheimer & Holmes, 1983]. La inclusién del
espacio es relativamente nueva y da lugar a un comportamiento espacio—
temporal mucho més variado, aunque més dificil de tratar [Kadachi, 1980;
De Wit, 1993; Bestehorn & Colinet, 2000; Nicola, 2001].

La confirmacién mas clara en un sistema quimico es la interaccién
Turing-Hopf en la reaccion CDIMA, responsable de la formacién de es-
tructuras mixtas, comportamientos cadticos, etc. Algunos aspectos de la
dindmica compleja en las proximidades del punto de cod-2 se describen con
modelos simplificados, como el Bruselator [De Wit, 1999] o el de Lengyel-
Epstein [Mosekilde et al., 1998]. Mas recientemente se ha analizado la inte-
raccién Onda-Turing en varios modelos sencillos de tres ecuaciones diferen-
ciales acopladas, una de las cuales contiene simplemente un acoplamiento
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espacial. Fruto de esta interaccion se han obtenido entre otras, estructuras
localizadas, regiones de biestabilidad [Nicola et al., 2000] y cuasicristales
[Musslimani & Pismen, 2000].

Las ondas estacionarias que forman los gases adsorbidos en un catali-
zador de platino durante la oxidacién de C'O se deben a la interaccion de
un modo cero con un modo k con aproximadamente la misma frecuencia.
Como explicamos en la Seccién 6.1, alguno de los parametros del sistema
experimental cambia de forma continua sobre la superficie, de manera que
en ciertas zonas del catalizador se tienen ondas viajeras, mientras que en
otras se dan oscilaciones homogéneas. Entre ambas es muy posible que
exista un punto de cod-2, en el cual las inestabilidades de Onda y de Hopf
se producen a la vez, de forma similar a lo que sucede en el modelo (6.6)
cerca del punto de interaccién Onda—Hopf, en el que se estabilizan ondas
estacionarias por ese mismo tipo de acoplamiento.

En este capitulo realizamos un andlisis débilmente no lineal de las ines-
tabilidades del modelo (6.6), que nos permite determinar la estabilidad y
la competicién de las soluciones!. Para ello se utiliza nuevamente el mé-
todo de las multiples escalas explicado en el apartado 3.1 (los célculos
detallados se recogen en el Apéndice B). En la Sec. 8.1 se tratan las ines-
tabilidades de Onda y de Hopf por separado, mientras que en la Sec. 8.2 se
derivan las ecuaciones acopladas de los modos criticos cerca del punto de
codimension-2. Los resultados analiticos del andlisis de la estabilidad lineal
se compararan con los de la integracién numérica del modelo.

8.1 Bifurcaciones de Onda y de Hopf

Como en el Capitulo 3 desarrollamos el parametro de control y los operado-
res espacial y temporal en funcién de la distancia al umbral, e. Recordemos
ademds que 0y ~ 0, (Seccién 6.3.1), de manera que en una dimensién de-
bemos considerar:

B = B.+€Bj+eBy+ ...
Op = Opy+ €0y, + €04, + ...
O = 8150 + e@tl -+ 62&2 + ...

!Para el caso unidimensional que analizamos en este capitulo V = 8,, mientras que
para estructuras bidimensionales, por ejemplo para los hexdgonos, habria que considerar
el operador bidimensional.



Seccion 8.1 129

donde B, es el umbral de la bifurcacién primaria (de Hopf o de Onda, segiin
el valor de A).

El operador lineal —en el que se incluye el término difusivo— se desarrolla
también en funcién de € en la forma: £ = £+ €Ly + 2 Lo + £3 + o(e?),
asi como la solucién: u = eu; + €2uy + €3us. La parte no lineal queda:
I = EMaujuy + €3(Msujus + Naujuguyg) + o(e?), donde los operadores
a cada orden estan definidos en las Ecs. (B.36). La jerarquia de ecuaciones
para las perturbaciones son:

O(e): (Oyp —£o)ur = 0 (8.1)
(9(62) i (O — Lo)uz = (=04 + £1)ur + —(2)1 Mzuju;g(8.2)
OE): (0 —£o)us = (=0 + £1)uz + (~8 + £2)w

+ —01 (Mgujuz + Ngujujug) (8.3)
2

La ecuacién de amplitud se obtiene de la condicién de resolubilidad (o
de Fredholm) a cada orden en €, para luego reconstruir la solucién y los
operadores diferenciales de espacio y tiempo. A primer orden se recupera
el problema lineal (8.1), cuya solucién es una superposicién de los modos
criticos: para la inestabilidad de Hopf es el modo (wyp, 0) y para la de Onda,
los modos (w,, +k.). Tratemos cada caso por separado.

8.1.1 Inestabilidad de Hopf

Si (0,40, 20)7 es el autovector del problema lineal y Zy es la amplitud a
primer orden, que depende de las escalas lentas de espacio y tiempo, la
solucion a orden lineal:

Zo
u = | yo | Zpe™h +c.c.
20

Para que la parte inhomogénea de la Ec. (8.2) satisfaga la condicién de
resolubilidad, ha de cumplirse que B; = 0, ya que de otro modo la ecuacion
de amplitud a este orden diverge (véase el apartado B.2). Tal como sugiere
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el analisis lineal para la inestabilidad de Hopf, la condicién alternativa de
Fredholm a este orden es simplemente:

B4, Zo = 0.

Una vez calculada la solucién a orden €2, de la condicién alternativa de
Fredholm para la Ec. (8.3) se obtiene que la ecuacién de amplitud es del
tipo Ginzburg-Landau compleja:

A Ao = MoAo — g10 | Ao|* Ag + Dod> Ay, (8.4)

donde se ha reagrupado el parametro de control y los operadores diferen-
ciales y se ha definido la amplitud: Ay = €Zy. Los coeficientes, detallados
en el Apéndice B.2, son complejos y tienen el significado habitual [Cross &
Hohenberg, 1993]: AOR da la distancia al umbral y representa el crecimiento
lineal, gf} da la saturacién no lineal y D{ es la difusién; D} y g, determi-
nan la dispersién lineal y no lineal, respectivamente. (Se ha indicado en el
superindice parte real o imaginaria de cada uno). La parte imaginaria de
Ao supone un desplazamiento en la frecuencia de la oscilacién respecto a wy
—proporcional a la distacia al umbral—, que se puede eliminar sin més que
reescalar las amplitudes. Si también reescalamos el espacio:

o= Al = e ot g5t Ao, (8.5)

la ecuacion, una vez eliminadas las primas por simplicidad, queda:

atAU = ,UOAO — (1 — ’iClo) |140|2 AO + (1 + Z'do)ang, (86)
donde se han definido los coeficientes:
D[ gl
dy = =%, cro = —22, fo = A\
D 91h

Soluciones de amplitud constante. La ecuacién de amplitud (8.6)
tiene como solucién:

AO = HeiQ0t7 (87)

cuya amplitud y fase se obtiene separando parte real e imaginaria:

H? = pg y Qo = croto-
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Figura 8.1: Comparacion de la amplitud de la solucién analitica con la de las
simulaciones numéricas unidimensionales para A = 3.0 (1éase el texto).

Esta oscilacién homogénea es estable por encima del umbral. En la Fig. 8.1
hemos comparado la amplitud H? (curva en verde) con la de las simulacio-
nes: Umar = Unaz — Us ¥ Umin = Us — Upyin, €s decir, que son la amplitud
por encima y por debajo del valor de HSS (para cuantificar la asimetria
de la oscilacién). Muy cerca del umbral de inestabilidad ambas coinciden,
aunque a medida que nos apartamos de él las primeras crecen mucho mas
rédpidamente, debido a interacciones no lineales de orden superior, que no
hemos incluido en nuestro anélisis.

Respecto a las inestabilidade de fase, si consideramos una perturba-
cién en el nimero de onda, la condicién de estabilidad de Benjamin-Feir,
1 — dgcig > 0, se cumple en el rango de parametros estudiado.

8.1.2 Inestabilidad de Onda

El modo critico es ahora distinto de cero y, por tanto, la solucién general
a primer orden es una superposiciéon lineal de dos ondas que viajan en
direcciones opuestas, con frecuencia w, y numero de onda k.:

T
n (ZLei(th0+kC:E0) + ZRei(wctofkcxo)) +c.c.
21

u

donde Z; y Zpr denotan las amplitudes dependientes de las escalas lentas
v (z1,91,21)7 es el autovector del problema lineal (8.1).
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Figura 8.2: Coeficientes de las ecuaciones de amplitud para las ondas: a la
izquierda el cibico hgy, y a la derecha vy, c1, c2 vy d;.

La condicién de resolubilidad de la Ec. (8.2) se reduce en este caso a:
(On, £ ¢40zy)ZRL = 0, (8.8)

donde ¢, es la velocidad de grupo. Esta es la ecuacién de las ondas viajeras,
que indica que las amplitudes son constantes en un sistema de coordenadas
mévil, dado por (z1 % ¢4t1). Para obtener esta condicién hay que imponer
de nuevo que By = 0, ya que de lo contrario la ecuacion diverge a este orden
(véase la Seccién. B.2.1).

A partir de la condicién de resolubilidad a este orden y a orden 3 se ob-
tienen las ecuaciones de amplitud (véanse los detalles en el apartado B.2.1):

(0 + cg02) AR = MR — g1 |AR|> Ag — g2 | AL A + DO? AR
(8 — cg02)AL = NAL — g1 |AL|* AL — g2 |Ar|* AL + DO? AL,

donde se ha definido Ap = €Arr y A ~ (B — B;). Estas ecuaciones,
establecidas por Coullet et al. [1985] utilizando argumentos de invarianza
galileana, son el paradigma para estudiar las ondas viajeras y estacionarias
en medios disipativos, pues su forma no depende del sistema particular.
Se han aplicado con éxito a sistemas unidimensionales, como en las ondas
termocapilares producidas por calentamiento de un hilo o en conveccion
de fluidos binarios. Sin embargo, su validez es méas limitada para casos
bidimensionales y, en general, no describen adecuadamente la dinamica
([Hecke et al., 1999] y sus referencias).

Los coeficientes son complejos, excepto ¢, que corresponde a la velocidad
de grupo. Para que estas ecuaciones sean coherentes a orden ciibico en las
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amplitudes, es necesario que ¢4 ~ €'/2. Los coeficientes tienen el mismo

significado que en la Ec. (8.4) y hay que anadir el término de acoplamiento
ctibico entre los modos: g} da cuenta del efecto dispersivo de un modo sobre
el otro y g§ determina la supresiéon mutua de los modos. Con un rescalado
similar al de las Ecs. (8.5), se simplifican los coeficientes, de manera que:

(O +vy0:)Ap = pAgr+ (1+idy)02Ag
— (1—ic1)|AR|* Ag — hrr(1 —ic) |AL|* AR

(O —vg0)AL = pAp+ (1+41id1)02Af (8.9)
— (I —ic)) |AL* AL — hgr(1 —ico) |AR|* AL

donde hemos eliminado las primas y definido los coeficientes:

vg = ¢g/VDE, pw= A\t
c1 = —gi/9F, 2 = —g5 /95, (8.10)
hrr = g8 /g%, dy = D'/D~.

Se han representado en funcién de A en las Figs. 8.2, en las que se aprecia,
por ejemplo, que la velocidad de grupo es pequena y que la dispersién es
negativa.

Soluciones y su estabilidad relativa

La solucién més general de las Ecs. (8.9) es una superposicién lineal de
dos ondas viajeras cuya competicion depende del acoplamiento ciibico, que
vamos a analizar a continuacién.

Es facil demostrar que las tnicas soluciones de amplitud constante son:

e Ondas vigjeras (TW) de la forma:
Ap g = WellrtEar), App =0 (8.11)
con
W?2=p—¢? Y QT:vgq—d1q2+ch2.

En tal caso, se tienen ondas viajeras por encima del umbral con un
ndmero de onda k = k. + q/V DR y frecuencia w = w, + Q7.
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Figura 8.3: Comparacion de la amplitud de la solucién analitica con la de las
simulaciones numéricas unidimensionales para A = 1.5.

e Ondas estacionarias (SW), formadas por dos ondas viajeras de igual
amplitud:
Ap g = SeiSstEar) (8.12)

donde:

S? = (u—q*)/(1+hgw), (8.13)
Qg vgq—dqu—}—(cl —|—hRL02)S2.

Para analizar su estabilidad relativa se realiza el analisis habitual de
perturbaciones, en el que para simplificar los calculos supondremos que
g = 0. Si se toman perturbaciones, Ap = W +a, y Ar = a;, se obtiene que
las ondas viajeras son estables si hpy > 1. Para las ondas estacionarias, por
el contrario, la condicién de estabilidad es |hgr| < 1. Si hgr, < —1 ambas
estructuras son siempre inestables y resulta necesario considerar términos
de orden superior para que saturen las ecuaciones de amplitud. En la regién
de parametros analizada se tiene siempre hgry, > 1, tal como muestra en la
Fig. 8.2, de manera que cerca del umbral siempre se estabilizan ondas via-
jeras. Para otros parametros, sin embargo, las ondas estacionarias surgen
de la inestabilidad primaria [Kromker, 1997].

En la Fig. 8.3 se compara la amplitud (8.13) con la de las simulacio-
nes unidimensionales para A = 1.5, representando wmar = Umae — Us ¥
Umin = Us — Umin. Cerca del umbral el resultado analitico predice cuan-
titativamente la amplitud de las ondas viajeras, pero a medida que nos



Seccion 8.2 135

alejamos de él se pone de manifiesto la rotura de la simetria A — —A de
las soluciones asintdticas, no considerada a orden ctbico.

Si aplicamos los resultados conocidos sobre las inestabilidades de fase
de las ondas viajeras [Stuart & DiPrima, 1978; Kramer & Zimmermann,
1985; Janiaud et al., 1992], se tiene por un lado que las soluciones con un
numero de onda k = k. + ¢q/ VDR son posibles cuando p > ¢, de las que
son estables aquellas que cumplen:

o (1l —dic)

< —. 8.14
q 2¢1 —dic1 + 3 ( )

Este es el limite de la inestabilidad de Eckhaus. La condicién de Benjamin—
Feir, 1 — dic; < 0, indica que en tal caso todas las soluciones de amplitud
constante son inestables. En nuestro caso las ondas viajeras son estables
frente a perturbaciones de fase cerca del umbral; resultado que esta en total
acuerdo con las simulaciones del modelo.

8.2 Interaccion Hopf-Onda

En este caso es necesario considerar un segundo pardmetro de control que
dé la distancia al punto de cod-2 y, por tanto, que determine la inesta-
bilidad primaria. En nuestro modelo resulta natural usar los pardmetros
Ay B. En principio éstos se desarrollarian de forma independiente, pero
suficientemente cerca del punto de cod-2 existen ligaduras que permiten
desarrollarlos en funcién de € [Kadachi, 1980; De Wit, 1993; Nicola, 2001].
Para justificar este argumento y las escalas espacio-temporales adecuadas,
basta hacer un desarrollo de Taylor de la curva marginal y del autovalor
que atraviesa el eje imaginario en torno a los valores (Acr, Bor), que de-
terminan el punto de cod-2. De la curva marginal para la inestabilidad de
Onda? se obtiene que:

B~ Ber + a(A— Acr) — B(k — ke)? (8.15)

con a ~ 1.7y 3~ 0.3, que indica que (B — Bor) ~ (A — Act) ~ (k — kc)?
y que por tanto si |[A — Acr| < 1= |B — Ber| < 1.

2En realidad cerca del punto de cod-2 BY ~ BY. Por tanto darfa igual considerar la
expresién de la inestabilidad de Hopf para justificar dicho argumento.
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Modo 0 H Modo +k.

wo 5.81 We 5.83

A1 | 14740721 || Ay | 151 +0.861
Ao2 | -2.17 +3.651 || Ag | -2.50 + 3.40 i
Dy | 01340211 || D 0.39 - i

cqg | 0.4132838847

Tabla 8.1: Coeficientes lineales de las ecuaciones de amplitud para D,, = 5, D, =
0.05 y p = 1. El punto de cod-2 viene dado por: (Acr, Bor) ~ (2.124,2.415).

Los autovalores asociados a los autoestados (wg,0) y (w., +k.) se apro-
ximan a las expresiones:

op ~ 1wy -+ )\01(3 — BCT) + )\UQ(A — ACT) — Dok‘2,
Otf, = We + )\1(B — BCT) + )\Q(A — ACT)
+ icy(k—ke) — D(k — k)%,

donde los coeficientes, recogidos en la Tabla 8.1, se calculan a partir de
las derivadas parciales valoradas en el punto critico. Podemos despreciar
érdenes superiores por la relacion (8.15). A diferencia de lo que ocurria para
el Bruselator, aqui hay que tener en cuenta el término lineal en (k — k),
cuya parte imaginaria da la velocidad de grupo de las ondas.

Para volver al espacio real se sustituye: ¢ — 0y y i(k — k.) — 0, y se
obtiene la parte lineal de las ecuaciones de amplitud:

Ao = [Mo1(B — Bor) + Xo2(A — Acr)] Ao + D02 Ao, (8.16)
OiArrL = [M(B—Ber)+ X(A—Acr)] ArL
F ¢g0zArL + DI AR, (8.17)

en la que no aparece el término de la frecuencia una vez que se han reesca-
lado las amplitudes. De acuerdo con estas relaciones se pueden desarrollar
los pardmetros A y B y los operadores diferenciales en funcién de un mismo
parametro €, que mide la distancia al punto de cod-2:

B = Bor+eBi+€2By+ ...
A = Acr+eAl+€e2Ag+ ...
Or = Opy+ €0p, + 00y + ...
O = Oy + €0y + €20, + ...
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Modo 0 H Modo £k,

910 ] 0.95 + 0341 || g1 ] 0.90 + 0.40 i
g2 | 2.19 + 651
930 | 1.95+ 541 || g3 | 1.90 + 0.95 i
ga0 | 214 + 0371 || ga | 0.93 + 0.46

Tabla 8.2: Coeficientes no lineales de las ecuaciones de amplitud en el punto de
cod-2 para los mismos pardmetros que la Tabla 8.1.

De acuerdo con el analisis estandar, las perturbaciones, el operador lineal
y la parte no lineal, se desarrollan en funcién de e:

£ = £0+6£1+62£2+63£3+0(63),
u = eug+€eug + us + 0(63),
I = 62M2u1 + 63(M3U1UQ + N3u1u1u1) + 0(63).

Las ecuaciones para las perturbaciones a cada orden son de nuevo (8.1)-
(8.3), con los operadores definidos en las Ecs. (B.55¢) y (B.56). Resumimos
aqui las cuestiones relevantes de este andlisis, y dejamos los célculos deta-
llados para el Apéndice B.

La solucién general a primer orden es una superposicién lineal de tres
modos marginales: el modo cero (wp,0) y los modos (we, +ke).

To I
u; = Y0 Zoezwoto + m (ZLeZ(wcto-f—kc.to) + ZRez(wcto—kcwo)) +e.c.
20 21

Cerca del punto de cod-2 sus frecuencias son muy proximas —tal como se
aprecia en la Tabla 8.1-, de manera que el detuning se puede considerar
despreciable y habra que tener en cuenta términos resonantes que no apa-
recerian de otra forma.

Las condiciones de resolubilidad o de Fredholm a orden €2 son:
onZo = 0 (8.18a)
(8t1 + Cgaml)ZRL = 0 (8.181?))

donde de nuevo debemos imponer que A; = B; = 0 para que las ecuaciones
no diverjan a este orden; la solucién particular de la Ec. (8.2) se puede
encontrar en el apartado B.2.2.
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De la condicién alternativa de Fredholm a orden €3 y las condiciones
(8.18) se pueden obtener las ecuaciones de amplitud sin mds que reconstruir
los operadores y la perturbacién, de la misma forma que se hizo para los
casos de Hopf y Onda por separado:

(O + cg0u)Ar = MAp+ DO2AR — g1 |[Ar|> Ag — g2 |AL|* Ar

— g3|Ao)* Ag — g4 A2A% (8.19)
(8 — cg0x)AL = MApL+ DO?AL — g1 |ALl* AL — g2 |Ar|* AL
— g3 |Ao|® AL — g1 AR AR, (8.20)
Ay = Moo+ Dod? Ao — gio|Aol* Ao
— g30(|AL]* + |AR|®) Ao — g10ASARAL (8.21)

donde se han definido las amplitudes Ar 10 = €Zg 0. Los términos en g4
v gao aparecen por la resonancia de las frecuencias, ya que wy ~ w.. Este
acoplamiento junto con el de los términos g3 vy g3p serd determinante en
la competicion de las distintas estructuras. Los coeficientes para p = 1,
D,=5,D,=0.05y D, =1 se mostraban en la Tabla 8.2.

Si se reescala la coordenada espacial (para eliminar el coeficiente de
difusién Dg) y las amplitudes en la forma:

/ x / R / R
r = ) 0= Ao/ 910- RL = AR,L/ 915
/DR
0
se tiene:

(0 +vy0:)Ar = Mg — (1 —icy) |AR|* Ag + Dw (1 +id1)9? Ag
hrr(1 —ico) |AL|® AR
— hwo(1 —ics) |[Ao|* Ar — hro(1 —icy) A2 A% (8.22a)
(8 —vg0:) AL, = MAp— (1 —ic1) |AL? AL + Dw (1 + id)82 Ay,
— hrp(1—icy) |AR|* Ap
— hwo(1 —ie3) | Aol AL — hro(1 — icy) AZA% (8.22D)
Ay = oA — (1 —icio) | Aol* Ag + (1 + ido)d2Ag
how (1 — icz0) (| Azl + | Ar|*) Ao
— hor(1 —ica0)AGARAL (8.22¢)

donde se han eliminado las primas. Nétese que debido al acoplamiento de
los términos en g4 y gao no se pueden suprimir las dos fases que dan A y
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)\6 ; tan solo serfa posible eliminar una de ellas reescalando las amplitudes,
pero, dado que no supone una simplificacién apreciable, realizaremos el
analisis con ambas fases. La definiciéon de los coeficientes viene dada por
las Ecs. (8.10) y por:

c3 = —g4 /9%, ca = —g4 /9%,
hwo = g5t/ gt hro = 95/ 910,

dy = D'/DF, Dy = D®/D[t, (3.23)
€30 = —9?{0/93%7 C40 = —gio/gzﬁ’b .
how = g8 /9%, hor = gk /9%,

dio = D} /D

8.2.1 Estabilidad de las soluciones

Las soluciones mds representativas de las ecuaciones de amplitud (8.22)
son, por un lado, las mismas que cuando estamos lejos del punto de cod-2,
es decir, oscilaciones homogéneas, ondas viajeras y ondas estacionarias del
tipo (8.7), (8.11) y (8.12), respectivamente; por otro lado, ahora se tienen
ademads soluciones mixtas:

e Ondas viajeras moduladas (MTW). Suponiendo propagacién hacia la
izquierda:

Ap = WeiStrttaz, Ag = HeWot, AR =0 (8.24)
donde las amplitudes son:

PR DW(]2 _ )\ghwo y H2 _ A(I)%how — ()\R _ DWqQ)

w?=
1 — hwohow 1 —hwohow

y los desplazamientos en las frecuencias son:
Qr = M +wvq—Dwdig® + aW? + e3H?,
Qy = )\é + C10H2 + 630W2.

e Ondas estacionarias moduladas (MSW), en las que las tres amplitudes
son distintas de cero:

AL,R _ VVeiQtiqgﬁ7 Ay = HeiQT+i'y (825)
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Figura 8.4: Curva de inestabilidad del modo cero frente perturbaciones de tipo
onda estacionaria cerca del punto de cod-2.

que satisfacen las ecuaciones:

i) = AN+ivgg — Dw (1 + idl)q2 —[1—ic1 + hrr — ihRLCQ]W2,

— [hwo(1 —ics) + hro(1 — icy)e* V| H? (8.26)
) = )\0 — (1 — ’iclo)HZ
—  [2how (1 —ic30) + hor(1 — icgp)e 2 W2. (8.27)

Guiados por los resultados de las simulaciones numéricas, en las que las
ondas estacionarias aparecen como inestabilidad secundaria por la interac-
ciéon de los modos cero y k., analizamos a continuacién la competicién
de ondas estacionarias y viajeras y la estabilidad del modo cero frente a
perturbaciones de tipo ondas.

Estabilidad de las ondas viajeras. Si consideramos una onda viajera
con k = k. 4+ ¢ y tomamos perturbaciones en los otros dos modos:

A = (W-l— al)eiQTtJrqI, Ap = areiQthqa:, Ay = aoeiQTt (828)
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Figura 8.5: Curva de inestabilidad del modo cero frente perturbaciones de ni-
mero de onda finito para k = k. + ¢ (4 = 2.2).

se tiene que es estable si: (i) A® > 0, (ii) hgy > 1y (iii) how (\® —
Dy q?) — )\52 > 0 [Levine & Zou, 1993]. Las dos primeras, que determinan
la estabilidad frente ondas estacionarias, ya se confirmaron lejos del punto
de cod-2 y también se cumplen ahora. La tultima proporciona la curva
azul de la Fig. 8.4, por encima de la cual las ondas viajeras son estables
frente a perturbaciones homogéneas (nétese que la condicién (iii) se satisface
siempre a la izquierda del punto de cod-2 por encima del umbral de Onda,
representado en negro en dicha gréfica).

Oscilaciones homogéneas vs. ondas. Para calcular las condiciones de
estabilidad de las oscilaciones homogéneas consideramos:

AO — (H + a0)6290t, AL — aleont-l—qx—&—w’ AR — areont—qa:—l—w.

De la ecuacién para ag, que estd desacoplada de las otras dos, se tiene
simplemente que la HO es estable si AOR > 0, es decir, por encima del umbral.
Para a; y a, ha de resolverse un problema de autovalores complejos, que
conduce a la condicién [Levine & Zou, 1993]:

M — Dwa® — Xo [hwo + hro cos(2y) — hroca sin(27y)] < 0, (8.29)
donde la fase v ha de cumplir:

M +v,q — Dwdig® — N}
— )\é% [c10 + hwocs — hroca cos(2y) — hrgsin(2y)] = 0.
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Figura 8.6: Comparacién de la amplitud de la solucién analitica con la de las
simulaciones numéricas para A ~ A, (léase el texto).

La condicién limite de la Ec. (8.29) da la curva representada en verde
en la Fig. 8.4, por encima de la cual la HO es inestable frente a ondas
estacionarias.

El acoplamiento en hrg es determinante en esta inestabilidad, ya que
el desfase vy se ajusta para conseguir R[hro(1 + c4)e 2] < 0 y que la
condicién (8.29) cambie de signo. En tal caso el modo cero bombea energia
a la onda estacionaria a través del acoplamiento A%A*R’ ;- Hay que hacer
notar, que las oscilaciones homogéneas son marginalmente estables frente al
modo critico k., pero son inestables frente a nimeros de onda ligeramente
superiores a éste. En la Fig. 8.5 se ha representado, a modo de ejemplo,
la condicién limite de (8.29) para A = 2.2. El rango de numeros de onda
que desestabilizan las oscilaciones uniformes, delimitado por dicha curva,
es compatible con el seleccionado en las simulaciones numéricas (puntos
representados en rojo).

La amplitud de las ondas estacionarias obtenidas numéricamente difiere
notablemente de las soluciones aproximadas (8.25). De nuevo se debe al
hecho de que son fuertemente asimétricas respecto al valor del estado bésico
(véase la Fig. 7.2.1), més atn cuando aparecen fruto de una inestabilidad
secundaria. Cabe senalar que muy cerca del umbral se estabilizan HO y
ligeramente por encima TW en un pequeno rango de B. Este resultado
se encontro gracias al diagrama analitico de la Fig. 8.4, que predice esta
secuencia de bifurcaciones cerca del punto de cod-2.
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8.2.2 Discusion del caso bidimensional

En ciertas condiciones, las ondas estacionarias que se forman durante la
oxidacién de C'O catalizada por Pt(110) son de tipo romboide (Fig. 6.1c),
pero podrian interpretarse como hexdgonos achatados por la anisotropia
de la superficie de platino [Falcke et al., 1995]. También en la reaccién
de Belousov—Zhabotinsky en una microemulsién AOT se tienen ondas con
simetria hexagonal [Vanag & Epstein, 2001b]. Es muy posible que, al igual
que sucede en nuestro modelo, estas estructuras se deban a la interaccion
entre el modo cero y un modo de ntimero de onda finito tk..

Las ecuaciones de amplitud que describen estos patrones contienen tér-
minos cuibicos que han de cumplir la condicién de resonancia. Los términos
cuadraticos no son posibles en un caso oscilatorio, ya que las frecuencias no
satisfacen ninguna condicion de cierre. Las ecuaciones de amplitud incluyen
tan solo tres coeficientes mas que para el caso unidimensional, en particular
para los modos Ay y A1 (equivalentes a Ry L del caso unidimensional)
[Lima et al., 1998]:

Ay = Moo+ DoV2Ag — g10|Aol? Ao

3 3
— 930 > (|4l + 1A A0 —ga0 Y AGALA
=1 =1
— G50 [A1A2A*,3 -+ A1A3A*,2 + A3A2At1
+ A_lA_2A§ + A_lA_3A§ + A_3A_2Aﬂ (830)

(O £ cy(hy - V) Ay = My + DV?Ax; — g1 |An|* Ay

3
— g [IAn1 P+ (AW + 1AL | A
i=2
3
— g3]Ao® Asy — gaAAY — g5 Y AiA AL,
i=2
— golAraAx3Ag + ALy Az3 Ao + Ax2AL340)(8.31)

En el caso estacionario, Price [1994] demostré que un acoplamiento
cubico con el modo k& = 0, permite la coexistencia de los hexdgonos de fase
opuesta, cosa que no es posible con un acoplamiento cuadratico. Nuestro
caso seria el equivalente para sistemas oscilantes.



144 Interaccion Onda—Hopf

8.3 Discusion

En este capitulo se ha aplicado el método de las multiples escalas para
derivar las ecuaciones de amplitud en el caso unidimensional lejos y cerca
de la interaccion Onda—Hopf. Lejos del punto de cod-2 estas ecuaciones
predicen la solucién asintéticamente estable (ondas viajeras y oscilaciones
uniformes, respectivamente) y también su amplitud cerca del umbral.

Cerca del punto de cod-2, se tienen dos acoplamientos cubicos entre
el modo cero y los modos £k.: uno, que aparece habitualmente, y otro
debido a la resonacia de las frecuencias. Estos términos estabilizan nuevas
soluciones lejos de los umbrales lineales: ondas estacionarias moduladas
(MSW) que resultan de la superposicién de los tres modos criticos. A la
derecha del punto de cod-2, las oscilaciones homogéneas se desestabilizan
primero frente a ondas viajeras y mas alld frente a perturbaciones del tipo
onda estacionaria, resultado que se ha confirmado mediante simulaciones
numéricas.

La estabilidad de las MSW se habia estudiado en el modelo de Krischer
con acoplamiento global [Levine & Zou, 1993]. En aquel caso, el resultado
no era tan interesante porque las ondas estacionarias surgen directamente
de la inestabilidad primaria, mientras que en nuestro modelo éstas son
siempre inestables y las que aparecen se deben al acoplamiento de los modos
cero y +k.. Este mecanismo, méas proximo al del sistema experimental,
podria contribuir al esclarecimiento del que da lugar a ondas estacionarias
en la oxidacion catalizada de CO.
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Conclusiones

En esta segunda parte nos hemos centrado en las estructuras de Turing
dependientes del tiempo, que surgen habitualmente como consecuencia de
la intestabilidad de Onda, definida como una bifurcaciéon supercritica de
Hopf que rompe también la simetria espacial de un estado estacionario
y homogéneo [Turing, 1952]. La motivacién principal de este trabajo ha
sido la formacion de ondas estacionarias durante la oxidacion de C'O en la
superficie de un catalizador de platino [Jakubith et al., 1990]. Segun los
ultimos resultados experimentales [Oertzen et al., 2000], éstas se deben a la
sincronizacion de ondas viajeras por el forzado intrinseco de una oscilacién
uniforme, que se mantiene en otras zonas del catalizador. Presentamos a
continuacién los principales resultados de esta segunda parte.

e Para esclarecer los mecanismos que subyacen en este comportamien-
to hemos propuesto un modelo, basado en un esquema simple de
reaccién—difusion, que no solo sufre una inestabilidad de Onda, sino
que presenta ademads un punto de codimensién-2 entre las bifurcacio-
nes de Onda y de Hopf. Por el interés general y su posible relacién
con el sistema experimental nos hemos centrado en la dinamica cerca
de dicho punto.

e Hemos estudiado la dindmica temporal del modelo tedrico en las re-
giones de inestabilidad de Hopf. Cerca del umbral de ésta, los ciclos
limite se hacen méas anarmoénicos a medida que nos acercamos a A = 0:
estan constituidos por dos ramas con escalas temporales muy diferen-
tes y su frecuencia decrece hacia cero. Este comportamiento se debe
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a la singularidad de A = 0, en la cual todos los puntos del eje V
son puntos fijos estables. Al aumentar el pardmetro de control, B, el
sistema sigue la ruta al caos por duplicacién de periodo, mostrando
un diagrama de bifurcaciones muy parecido al del mapa logistico (ca-
be senalar que en la oxidacién de C'O en un catalizador de Pt se ha
obtenido la misma ruta al caos para pardametros cercanos a los que
dan lugar a ondas estacionarias).

Se han llevado a cabo simulaciones numéricas en torno al punto en
que interaccionan las inestabilidades de Hopf y de Onda. Variando los
dos pardametros, B y A, se ha obtenido una dindmica muy rica: ondas
viajeras, oscilaciones uniformes y espirales; destacan sobre todo las
ondas estacionarias moduladas por un modo uniforme, semejantes a
las del sistema experimental. El analisis de Fourier de estos patrones
demuestra que lo que parecen ser ondas estacionarias resultan, en
realidad, de la superposicién de tres modos: Kk = 0y k = £k.. Al
aumentar B entra en juego una segunda longitud de onda, asociada
a la duplicacién del periodo temporal, que compite con la primera.
Un resultado a destacar es la “sincronizaciéon” del comportamiento
caotico encontrado para el sistema dinamico, gracias al acoplamiento
difusivo.

Para analizar el comportamiento espacio—temporal se han utilizado
dos técnicas diferentes: el método de Floquet y el formalismo de am-
plitud. El primero es un analisis lineal de estabilidad de los ciclos
limite. En particular, lo hemos aplicado a perturbaciones de ntimero
de onda finito en una regioén en la que el modelo sufre una bifurcacién
primaria de Hopf. Los resultados del anédlisis de Floquet describen las
principales caracteristicas de las ondas estacionarias obtenidas numé-
ricamente: los umbrales de las transiciones secundarias, los ntimeros
de onda y la competicién de las dos escalas espaciales.

Finalmente, hemos realizado un anélisis débilmente no lineal lejos y
cerca del punto de codimensién-2 (cod-2) entre las inestabilidades de
Hopf y de Onda. Se ha demostrado que lejos del punto de cod-2 estas
ecuaciones predicen la estabilidad de oscilaciones uniformes y ondas
viajeras y su amplitud cerca del umbral. Cerca del punto de cod-2,
se han analizado las ecuaciones para los tres modos criticos (cero y
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+k.), en las que aparecen acoplamientos ctibicos debido a la resonan-
cia de las frecuencias. Estos términos estabilizan ondas estacionarias
moduladas (MSW), fruto de una inestabilidad secundaria. El andlisis
de estabilidad de las oscilaciones homogéneas en la regién de Hopf
predice un estrecho intervalo préoximo al punto de cod-2 en el que las
ondas viajeras son estables antes de que aparezcan las estacionarias;
este hecho se ha comprobado a posteriori en las simulaciones.

Cuestiones abiertas

Para completar el trabajo que hemos presentado, quedan pendientes abun-
dantes cuestiones sobre este interesante modelo. Por un lado, el analisis
de la dindmica de fase de las soluciones de las ecuaciones de amplitud, asi
como el estudio detallado de las espirales que surgen en una extensa regién
de biestabilidad con las ondas estacionarias y viajeras. También cabria
analizar la dindamica lejos del umbral, cuya complejidad desemboca en la
desestabilizacién de las ondas estacionarias.

Por otro lado, resultaria interesante investigar el mecanismo de “sin-
cronizacién” que proporciona la difusiéon molecular, por el cual el régimen
cadtico no se manifiesta en las ondas estacionarias. Diversos autores han
discutido la sincronizacién de osciladores a través de un acoplamiento global
en sistemas bioldgicos (en el cerebro o en el corazén, por ejemplo), en cier-
tos fenémenos de poblaciones (luciérnagas, grillos o el piiblico aplaudiendo),
o en la ecuacién de Ginzburg-Landau compleja [Battogtokh & Mikhailov,
1996; Battogtokh et al., 1997]. Un ejemplo muy reciente es el experimen-
to con electrodos de niquel disenado para demostrar la sincronizacién de
osciladores cadticos y periédicos [Kiss et al., 2002]. El problema difusivo,
mas sencillo que el caso de un acomplamiento global, se discutié también
para un modelo de terremotos [Cartwright et al., 1997], y se trata de un
mecanismo habitual en sistemas de reaccion—difusion.

Por ltimo, las técnicas analiticas presentadas en esta parte, podrian
aplicarse al modelo para la reacciéon de Belousov—Zhabotinky en una mi-
croemulsiéon de AOT, que presenta los tres tipos de inestabilidad [Vanag
& Epstein, 2001b]. De esta forma se podria determinar si las ondas esta-
cionarias observadas en esa reaccion se deben a un mecanismo —similar al
nuestro—, en el que interaccionan los modos cero y +k..
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Capitulo 10

Discusién y cuestiones abiertas

El formalismo de amplitud resulta especialmente 1til en situaciones en que
basta un desarrollo hasta tercer orden, ya que de lo contrario los célculos
son demasiado complicados y no aportan resultados claros. Sin embargo,
a lo largo de la tesis nos hemos encontrado con algunas limitaciones de las
ecuaciones de Ginzburg—Landau, como por ejemplo que no se tiene en cuenta
la variacién del nimero de onda con el pardmetro de control o que no recoge
una transicién secundaria entre ondas viajeras y estacionarias. Una forma
de conseguir una mejor aproximacién consiste en reducir el problema a una
ecuacion de Swift-Hohenberg con los coeficientes dependientes del niimero
de onda y, a partir de ésta, obtenerr las ecuaciones para los pardametros de
orden [Bestehorn, 1993].

A ésto hay que anadir que existen otros fenémenos que no se pueden
describir con el formalismo de amplitud, tales como los patrones de espiga
(chevrons, Fig. 1.2) observados durante la polimerizacién de la acrilamida
(PA-MBO), ya que no se pueden describir con unos pocos modos de Fou-
rier, sino que su espectro es continuo. Tampoco los patrones debidos a
inestabilidades morfolégicas de frentes, como las flores quimicas de la reac-
ciéon CDIMA [Davies et al., 1998] o la duplicacién de spots en el modelo de
Gray-Scott, se pueden describir de esta forma.

No querriamos terminar esta memoria sin mencionar el interés creciente
por los problemas de forzado temporal y espacial, que dan lugar a nuevos
fenémenos y con los que se trata de controlar la dindmica de las reacciones.
Por ejemplo, Swinney et al. han observado la formacién de paredes de
Ising y estructuras en forma de laberintos en la reaccién de BZ sometida a
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un forzado con luz de amplitud y frecuencia variable [Lin et al., 2000]. El
modelo Bruselator —forzado en la region de inestabilidad de Hopf— ha sido
util para hacer ciertas comparaciones cualitativas, pero no recoge toda la
dinamica del experimento.

Respecto a la reaccién CDIMA, la técnica descrita en la Seccién 4.1.1
para imponer bandas se utilizé también para cambiar el ntimero de onda de
los hexdgonos [Dolnik et al., 2001]. Resultaria interesante estudiar las ines-
tabilidades de fase de estos patrones y el resultado de imponer un niimero
de onda resonante con el propio del sistema. También se ha investigado
el efecto de una iluminacién periddica [Horvéath et al., 1999]. Se observé
que mientras que para una amplitud suficientemente pequena el patrén os-
cila con la frecuencia impuesta, al aumentar la potencia el patrén espacial
es sustituido por una oscilacién homogénea. En esa direccién hemos co-
menzado el estudio del Bruselator con forzado temporal en condiciones de
inestabilidad de Turing. Para los parametros adecuados es posible obtener
cuadrados oscilantes, una simetria que no se da en el sistema sin forza-
do. Aunque de momento no hemos determinado el mecanismo por el que
cambia la simetria del patron pensamos que se debe a la dependencia del
numero de onda con el pardmetro de control. Puesto que esto también su-
cede en la reaccién CDIMA, animamos a investigar la respuesta del sistema
experimental en condiciones similares.

En definitiva, las reacciones quimicas y, en particular, los sistemas de
reaccion—difusion se presentan como un magnifico banco de pruebas para
estudiar y descubrir fenémenos no lineales. Ademas de su interés intrinseco,
el estudio de los mecanismos e inestabilidades de Turing puede arrojar luz
sobre lo que sucede en sistemas biol6gicos [Murray, 1989; Goldbeter, 1997]
y servir para la fabricacién de biosensores o de materiales estructurados.
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Apéndice A

Analisis lineal de un punto fijo

El analisis lineal revela importantes caracteristicas de las bifurcaciones que
sufren los sistemas de reaccién—difusién. En este apéndice determinamos
las condiciones de estabilidad de un punto fijo considerando pequenas per-
turbaciones y explicamos como la teoria de Routh—Hurwitz puede ayudar a
resolver el problema lineal al que se llega.

A.1 Problema lineal

Dado un sistema de reaccién—difusion:

% =DV2C +f(C;\) (A1)

los puntos fijos pueden hallarse facilmente con las condiciones:
f(C7 )\) =0 =(C;= Cz()\) (AQ)

Corresponden fisicamente a los estados estacionarios y homogéneos del sis-
tema (por ejemplo, el estado conductivo que precede a una conveccién o la
solucién de concentraciones uniformes y constantes una reaccién quimica).

Se toman pequenas variaciones de uno de esos estados y se estudia en
qué condiciones crecen en el tiempo. Para ello consideramos C = Cg + c,
donde Cy = Cy(A) es el punto fijo elegido y c las perturbaciones. Sustitu-
yendo en las Ecs. (A.1), la evolucién de las perturbaciones viene dada por
un sistema de la forma:
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donde Jg, es el jacobiano valorado en el punto fijo y NL representa los
términos no lineales.
El siguiente paso consiste en desarrollar las perturbaciones en ondas

planas con un crecimiento exponencial, ¢ = ¢ ) _ i ajeiki'rea(kj )ty resolver
el problema de autovalores de la parte lineal para cada modo:
(Jo, —Io(kj))c=0 (A.4)

El signo de la parte real de los autovalores o(k;) determina la estabilidad
del modo: si son negativos para todos los modos el estado bésico es estable;
de lo contrario sufre una inestabilidad. El tipo de bifurcacién depende de
la naturaleza de los autovalores y del modo que crece:

e si el autovalor es real y corresponde a un k # 0 la bifurcacién condu-
ce a la formacién de una estructura periédica en el espacio (es, por
ejemplo, el caso de la bifurcacién de Turing).

e si la parte real de un par de complejos conjugados cambia de signo,
se rompe la simetria temporal dando lugar a un estado oscilante (es
el caso de una bifurcacién de Hopf corresponde al modo kK =0 o el de
la bifurcacién de Onda si k # 0).

A.2 Teoria de Routh—Hurwitz

La teoria de Routh—Hurwitz es de gran ayuda para determinar las condicio-
nes para las distintas bifurcaciones primarias. En la Ref. [Kromker, 1997]
puede encontrarse una presentacién mas detallada de esta teoria, incluyen-
do las demostraciones de algunos resultados que aqui tan solo se enuncian.

Teorema de Routh—Hurwitz: El niimero de raices de un polinomio real
f(z) = 2N +bozN "t 4 apgzVN 2 4-b12V 34 ..., que tiene su parte real positiva
se calcula como:

Az Ag Ay

= 1L,A,—, —, ... ———

m V( 5 17A15 AQ’ AN-l
= V<17A17A3,...) +V(1,A2,A4,...) (A5)

donde V indica el nimero de cambios de signo de los miembros adyacentes
incluidos en el argumento. A; son los menores principales de la matriz
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cuadrada construida en la forma:

bo b1 by 0
1 ag ai 0

H=| 0 b b 0 (A.6)
0 1 ag 0

Criterio de Routh—Hurwitz: para que todas las raices tengan su parte
real negativa es necesario y suficiente que se cumpla: A; >0, i =1, N.

Esta teoria puede aplicarse al polinomio caracteristico de la matriz ja-
cobiana (para cada modo) del problema lineal J5 [Krémker, 1997]:

xs(0) =" —aroN T +ageN 2+ L+ (=) Nay =0

donde ahora:

—al —az —as 0

1 a9 aq 0

0 —a1 —asg 0

H= 0 1 as 0
(—1)N_1(ZN_1 0

(—1)N72GN_2 (—1)NCLN

Sus menores principales, A;, se llaman también determinantes de Hurwitz.
En este caso se puede demostrar que:

m impar <= (—1)VdetJ <0 (A7)

Ademids la férmula de Orlando proporciona la expresién del pentltimo de-
terminante de Hurwitz:

An-r = (1) 7 [ +on) (A.8)
i<k
De ella se deduce facilmente que Ay_1 = 0 se da unicamente cuando la
suma de un par de raices se anula (por ejemplo, para un par de complejos
conjugados).
Estos dos ultimos resultados son de gran utilidad para descubrir bifur-
caciones oscilatorias, caracterizadas por un par autovalores imaginarios y



158 Analisis lineal de un punto fijo

todos los demas con parte real negativa. Las condiciones de inestabilidad
son:

(i) A;>0,i=1,N—2

(ii) Ay—1 =0

(iii) (—=1)Ndet(J) >0
(Esta dltima condicién asegura que cero no es una raiz multiple.)

En el caso de un sistema de reaccién—difusion el problema de autovalores
a resolver tiene un jacobiano dado por:

Jg, (k; X) = L(Co; X) — Dk (A.9)

donde L es la matriz lineal sin dependencia espacial y D es la matriz dia-
gonal que contiene los coeficientes de difusién.

Analizemos con més detalle las condiciones para modelos de dos y tres
variables.

A.3 Sistemas de reaccion—difusion de dos varia-

bles
Consideramos un sistema:
0
8—1: = f(u,v) + D,V*u
0
a—: = g(u,v) + D,V (A.10)
con un punto fijo en (up, vo) = (0,0)!, cuyo jacobiano es:
_ 2
g ( o Dub fo 5 = L — Dk? (A.11)
Ju Gv — ka (0’0)

El polinomio caracteristico es 0 — tr(J)o + det(J) = 0 (ndtese que en este
caso tr(J) = o4 + o_ y det(J) = o0y 0_) y la matriz de Hurwitz y sus
menores principales:

—tr(J) 0 A1 = —tr(J)
" ( 1 det(J) ) A; = —tr(J)det(J) (A.12)

Si A1, A > 0 el punto fijo es estable.

1Si no fuese asi bastaria tomar el problema de perturbaciones en torno al punto fijo,
como se hace, por ejemplo, para el Bruselator en el Capitulo 2
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e Inestabilidad de Turing;:
En primer lugar el punto fijo debe ser estable frente a perturbaciones
homogéneas, es decir:

Ay(k=0) = —tr(L)>0=1tr(L)<0 (A.13)
No(k=0) = —tr(L)det(L) >0=det(L) >0 (A.14)

Ademas el nimero de raices con parte real positiva debe ser m = 1,
es decir, que uno de los determinantes de Hurwitz ha de cambiar de
signo para un modo k; # 0. Puesto que la difusiéon disminuye la traza,
A1 > 0 para cualquier k£ y ha de ser el determinante el que cambia
de signo: det(J(k;)) < 0 (y positivo para todos los demds modos):

(D) <0 = (A15)

det(L) >0 = ’fu 9o — fo Gu > 0‘ (A.16)

Ademss la condicién de que el determinante cambie de signo queda:
(fxgv - fvgx) - (-Dfx +gv)k2 + Dk4 = F(k?2) < 0

Puesto que por la condicién (A.16) el primer término es positivo, se
debe cumplir:

| (Dyfu + Dugy) > 0| (A.17)

Teniendo en cuenta (A.15) y (A.16), esto s6lo se cumple si f, y gy
tienen signos opuestos, lo que significa que sélo una de las especies —el
activador— es autocatalitica. Ademads para que el estado estacionario
y homogéneo sufra una inestabilidad es necesario que los coeficientes
de difusién sean distintos. Si suponemos que f,, > 0, es decir, si u es
el activador e v el inhibidor, ha de cumplirse que D, > D,,.

Por otro lado, teniendo en cuenta la condicién (A.16) y que se puede
demostrar facilmente que F(k?) tiene un minimo, para que F(k?) < 0
en algin rango de k dicha funciéon debe tener dos raices reales:

B vau + Dygy £ \/(vau + Dugv)2 —4D, Dv(fugv - fvgu)
N 2

ki

lo que exige que:

(vau + Dugv)2 — 4D, Dv(fugv - fvgu) >0 (A'18)
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Analisis lineal de un punto fijo

En tal caso el estado de base resulta inestable frente a perturbaciones
con numeros de onda en el rango k_ < k < k4, siendo reemplazado
por un estado estacionario heterogéneo, denominado estructura de
Turing. Estas condiciones nos dan el punto de bifurcacién y el modo
critico [Murray, 1989].

Inestabilidad oscilatoria:

El ntimero de raices con parte real positiva debe ser m = 2, es de-
cir, un par de complejos conjugados atraviesa el eje imaginario del
plano complejo en el punto de bifurcacién. Puesto que m es par,
(=1)Ndet(J) > 0 = det(J) > 0. Por tanto, la traza debe cambiar
de signo: tr(J(k;)) > 0. Dado que la difusién disminuye la traza, el
modo ma4s inestable es siempre k; = 0, es decir, que la bifurcacién de
Onda no es posible con s6lo dos variables: se requiere al menos un
sistema de tres ecuaciones.

Veamos en detalle las condiciones para la bifurcacién de Hopf:

(i) Para que las raices sean complejas conjugadas ha de cumplirse:
g(k?) = tr(J)* —4det(J)
(Dy — DU)2k4 + 2k2(Dv — Dy)(fu— 9v)
+  (fu _gv)2 +4gufo <0

y puesto que g(k?) tiene un minimo en k = 0, esta condicién se
traduce en:

(fu—90)* +4gu fo <0 (A.19)

(ii) La parte real ademds debe ser positiva para algun rango de k:

(Dv + Du)k2 — (fu + gv)

Re(ox) = — 5

<0

que se cumple Unicamente si:
(fu+gv) >0 (A.20)

Entonces, las condiciones (A.19) y (A.20) se cumplen cuando:

(fu + gv)

0< k<
D, + D,
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A.4 Sistemas de reaccion—difusion de tres varia-
bles

El polinomio caracteristico es:

o —tr(J)o® + ) " |Jijlo — det(J) =0 (A.21)

i<j

La matriz y los determinantes de Hurwitz son:

—tr(J) —det(J) 0 Ay = —t’I“(J)
H = 1> |l 0 . Ay =—tr(J Z|Jlj|+det
1<J 1<J
0 —tr(J) —det(J) Asg = —Agdet(J)

(A.22)
El punto fijo es de nuevo estable cuando A; > 0, ¢ = 1,3. Aplicando la
teoria de Routh—Hurwitz el ntimero de raices con parte real positiva puede
calcularse como [Kromker, 1997]:

=V(1,A1) + V(A1,A3) + V(1,Ag) (A.23)

e Inestabilidad de Turing: m =1
El punto fijo debe ser de nuevo estable frente a perturbaciones homo-
géneas, es decir A;(k =0) > 0:

—tr(L) > 0, As(k = 0) > 0, —det(J(k=0)) >0 (A.24)

Por otro lado para un modo k; # 0 debe cumplirse m = 1. La traza
no puede cambiar de signo, ya que al igual que con dos variables, la
difusién disminuye atin mdés su valor (V(1,A;) = 0 para todos los
modos). Se tienen dos posibilidades:

V(1,A9) =1 Ao(ks) < 0
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Analisis lineal de un punto fijo

Igual que con dos variables, el cambio de signo del determinante para
un k # 0 produce un autovalor real positivo. Este resultado puede
generalizarse a cualquier dimension, ya que la bifurcacién de Turing
estacionaria queda definida por el signo del determinante.

Inestabilidad de Onda: m =2, k#0
De nuevo el estado basico debe ser estable frente a perturbaciones
homogéneas:

—tr(L) > 0, As(k = 0) > 0, —det(J(k=0)) >0 (A.27)

Para un cierto nimero de onda, k; # 0, la parte real de 2 autovalores
complejos conjugados ha de cambiar de signo. Puesto que al igual
que antes la traza no cambia de signo, debe cumplirse:

V(1,A9) = 1 } . [A2(’%)<0 (A.28)

V(Al,Ag) =1 —det(J) >0, Vk

Este es el mismo resultado que habriamos encontrado aplicando di-
rectamente al férmula de Orlando (A.8), ya que el cambio de signo
de As con k # 0 indica una bifurcacién de onda.

Inestabilidad de Hopf: m =2, k=0
El estado bésico debe ser ahora inestable frente a perturbaciones ho-
mogéneas, de manera que las condiciones son:

(A.29)

V(l,Ag) =1 Ag(k‘ = O) <0
>
V(Al,Ag) =1 k=0 —det(J) >0, Vk

Las condiciones generales para sistemas de mayor nimero de ecuacio-

nes pueden determinarse de forma analoga, pero su andlisis es mucho mas
complicado y no da demasiada informacién a efectos practicos.
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Apéndice B

Calculo de las ecuaciones de
amplitud

B.1 Modelo Bruselator

Tal como se indica en el Capitulo 2, la evolucién de las perturbaciones del
estado estacionario y homogéneo en el caso del Bruselator viene dada por
la Eq. (2.5):

B
ﬁtu:£u+<zm2+2A:cy+x2y> < _11 > (B.1)
donde u = (z,y)T es el vector de perturbaciones y £ es el operador lineal:
([ B-1+V? A?
£= < -B —A?+ DV? > (B.2)

Cerca del punto de bifurcacién tan solo una estrecha banda en torno
al modo critico es inestable, de manera que la solucion del sistema puede
aproximarse por una superposicion de modos cuyo nimero de onda es muy

cercano a k. = \/An:

u= Y  ug(4;eNT +cc) (B.3)
k;j|=kc

donde ug = (1, —n(1 + An)/A)" son los autovectores de £ de autovalor
cero. Las ecuaciones de amplitud, que dan la evolucién espacio—temporal de
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tales modos, se deducen a continuacién aplicando el método de las multiples
escalas. Este método se basa en que los campos y las variables espaciales
y temporales (al igual que sus respectivas derivadas) pueden desarrollarse
en serie en funcién de un pardmetro pequeno ¢, que indica la distancia al
umbral y que se determinard en este mismo andalisis. Tomamos:

B = B.+eBi+éBy+ ...

u = e€uj+ e2u2 + e3u3 =+ ...

B.1.1 Caso de bandas (1D)

En este caso basta considerar modulaciones en la direccion del nimero de
onda de las bandas para simplificar el desarrollo. Teniendo en cuenta la
relacién 0, A ~ 92A encontrada en el andlisis lineal de la Seccién 2.3.1, los
operadores se pueden desarrollar en la forma:

Or = Oy +€0x

(‘3t = 87— + 6287‘
Introduciendo estos desarrollos en el operador lineal (B.2), éste se expresa
también como una serie de potencias de e:

£=4£Lg+ et +62£2 +63£3 + ...

donde:
Be — 1+ 0,,° A?
Lo = 2 2
—B. —A%+ D 0y,
£ _ B1 + 283308)( 0
- —B 2D, 0x
B By+0% 0
f2 = < —-By  Do%
Para obtener las ecuaciones de amplitud basta ir orden por orden en e:
0(6) : ((97— — £0)u1 = 0 (B.4)
q B. 1
0(62) : (070 — £0)112 = £iuq + (Zx% + 2Ax, yl) < _1 ) (B.5)

0(63) : (87- — £0)U3 = £fiug + (—8T + £2) up

B 1
+ ZCQHUL’L’Q + 2A(y1x2 + yox1) + x%y1] ( 1 ) (B.6)
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Orden e: Se recupera el problema lineal cuyas soluciones se indicaban en
la Ec. (B.3). El caso de bandas corresponde a N = 1, para el cual:

0 = < ; ) (Wreer 4 c.c.) (B.7)

donde: aw = —n(1 + An)/A y c.c representa el complejo conjugado, que se
incluye para que la solucién sea real.
A orden 2 y superiores, se obtienen ecuaciones inhomogéneas de la for-
ma:
Loui = (87— - £0)ui = Ii, 1= 2,3... (B.S)

La matriz Lg no es invertible, ya que tiene un autovalor cero, el correspon-
diente al modo critico. El sistema tiene soluciéon tnicamente cuando nos
restringimos al subespacio en que el problema es invertible, es decir, cuando
L LKer(Ld), que es lo se conoce como condicion alternativa de Fredholm,
dada por la proyeccién de la parte inhomogénea de las Ecs. (B.5)-(B.6)
sobre los autovectores criticos del problema adjunto [Manneville, 1990]:

< V| >=0 (B.9)

Estos vectores se calculan a partir de:

__An
1+ Ap

£ =0=v=(1,0)* 3

En las condiciones de resolubilidad (B.9), que dardn las ecuaciones de am-
plitud, sélo intervienen términos resonantes debido a la ortogonalidad de
los autovectores, ya que cumplen:

<v(k)|u(k) >= o (1 —1°)

Orden €?: Habitualmente no se obtiene nada de este orden, ya que se
cumple de manera trivial, como en nuestro caso, que queda:

BiW1 + 2ik.0x W1 — n?(—=BiW1 + 2ik.DOxW;) =0= B; =0 (B.10)

(La parte imaginaria se anula). Esto significa que ¢ = (B — B.)/B,, es
decir, que la bifurcacién es supercritica, y que la forma normal es:

A = A — gA3
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La solucién a orden 2 es suma de la solucion general del problema homo-
géneo y una solucién particular del sistema completo. Teniendo en cuenta
que la parte no lineal de Iy; contiene términos cuadraticos en x1,y;1, la
solucion toma la forma:

1 .
u, = ( N > (Waeke® 4 c.c.)

n ag 4 ai eikcaz + a2 ei2kc$ + c.c. (B.ll)

Podemos encontrar los coeficientes de la solucion particular sustituyéndola
en la Ec. (B.5) y recordando la ortogonalidad de las ondas planas:

e €Y Se obtienen los coeficientes del modo k = 0:

apg = 0 (B.12)
-2
by = F(1—142772)ywl|2 (B.13)
e eikeX: A pesar de aplicar la condicién alternativa de Fredholm, so-

breviven términos resonantes debido a los términos espaciales. Se
obtiene la relacion:

Aby =2
n(1+An)  An(l+ An)

keOx Wi (B.14)

a] +

Para obtener los coeficientes explicitamente deberiamos exigir tam-
bién que la solucién particular sea ortogonal a la solucién general del
problema homogéneo; sin embargo para nuestro anélisis nos basta con
esta relacion.

o eiZkex: 1,05 coeficientes del modo k = 2k, resultan:

401 - A*p?) 2

as = WWI (B15)
— _ A2,,2

by — (14+4An)(1 - A% n )Wf (B.16)

943
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Orden ¢3: De nuevo aplicando la condicién de Fredholm, < v|Iz >= 0,
se tiene:

—(1+aB)dn, Wi + (1 = B)BaWi + (1 + DaB)ox Wi
+2ik.[0x (a1 + Wa) + BDIx (b1 + aWs)]

2B, —
+ ) as + 2A(b2 + agOd) + 30&W12:| (1 — ﬁ)Wl + 2Ab0(1 — ﬁ)Wl =0

Sustituyendo « y (3, y recordando la relacién (B.14) se llega a:
Wiy + ——ox W
14 An 1+1—|—Ar] X
—8A3n3 4+ 5A%n% +384n — 8
9A3n

(1—n)orWw, =

Wi PW,  (B.17)

Si multiplicamos esta expresién por € se recuperan los operadores espacio—

temporales y se reconstruye la solucién:

87 + 6267“ = 8t 8330 + 6(9)( = 837

¢?By = B — B W1+ Wy = A (B.18)
llegdndose a la ecuacion de amplitud:
100, A = uA — glAI*?A+ D192 A (B.19)
donde:
1—n? B - B,
1+ An ) B,
_ SEssAn+s AT -sAly® o 4 (B-20)
g = 9435 (1+ An) - B.

B.1.2 Caso hexagonal

Los operadores espaciales en este caso se pueden tratar conjuntamente, ya
que se desarrollan en la misma escala:

V =Vy+ €V, (B.21)

Las ecuaciones para las perturbaciones vienen dadas por las mismas expre-
siones que antes, (B.4)-(B.6), sin méds que cambiar 0, — V. Al igual que
en el caso anterior, para obtener las ecuaciones de amplitud debemos llegar

hasta orden €3.
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Orden e: Se recupera de nuevo el orden lineal y la solucién corresponde
al caso N = 3 de la Ec. (B.3):

3
uy = < L ) (We™i™ +ce), ki = ke (B.22)
o )
donde o = —n(1 + An)/A y cuyos vectores de onda satisfacen la condicién

de resonancia ki +ko + k3 = 0, es decir, son tres sistemas de bandas a 120°.

Orden €?: Debido a la resonancia de los modos, la condicién de Fredholm
da una ecuacién no trivial para cada modo; en particular para k; —indicado
en el superindice— se obtiene de:

< VI >= 0= v, 14 + v, I =0 (B.23)

donde Ié;) son las proyecciones de la parte inhomogénea sobre el modo 1:

B, -

1Y = ByWy + 2ike(hy - Vi)Wi + 2 (I + 2Aa> WoWs
B, o
) = B+ 2Dk VW -2 (5 + 240 ) Wit

Recordando que v, = 1y vy = (3, la condicién resolutiva queda:

(1-5) (Blwl + %(1 — A2n2)W2W3> + 2iko(1 4+ DafB)(fy - V1)W1 =0

y dado que la parte imaginaria se anula, se tiene:

BiW; + %(1 — A2 WaW3 =0 (B.24)

Las otras dos condiciones se obtienen mediante permutacion ciclica de los

subindices. De aqui vemos que B; # 0, de modo que la bifurcacién es
subcritica.

A este orden la ecuacion de amplitud no satura y debemos ir al siguiente

orden, para lo cual serd necesaria la solucién a segundo orden. Puesto que
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V4 1
" 1

Figura B.1: Modos resonantes del caso hexagonal.

en la Ec. (B.5) hay términos hasta orden cuadrético en 1, y1, la solucién
general es:

3 3
2 o 1 (1) ik;-r ao a; ik;-r
<y2> B <Q>Z(WjeJ Jrc'c')4r<bo>jL Z<ba‘>eJ

j=1 J=1
n 23: 4jj \ gizkr T ZS: Gi—j ) gilki—kj)r +ec (B.25)
by b .C. )

j=1 1<J
donde el primer sumando corresponde a la solucién del problema homo-
géneo. En la Fig. B.1 se muestran los modos resonantes con los modos
criticos.

Sustituyéndola en la Ec. (B.5) encontramos los coeficientes de la solu-

cion particular:

e e%: son los mismos que para las bandas:
ag = 0
-2 B.26
o= - AP+ WPy (P2
o e2KiT: se tiene:
b AL ATE
w9 Az B.27
—1n(1+ 4An) (B.27)

bij = T i
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o eiki—K;)T. o5 coeficientes son:

3<1 — A2772) *
—n(1+ 34
by = %QH (B.29)

e €57 al igual que en el caso de bandas, también sobreviven términos

resonantes, obteniéndose la misma relacién entre los coeficientes:

Ab; -2
(1+ An) An(1+ An)

aj + n kc(’ﬁj . Vl)Wj (B.30)

En este caso vamos a necesitar las expresiones completas de estos coe-
ficientes. Si imponemos que la condicién de que la solucién particular
sea ortogonal a la solucién de la ecuaciéon homogénea, es decir, a los
autovectores del problema lineal, se llega a:

—2iken(1+ An) .
J A["721§11 + An)? 4+ A?] (- VLW (B.31)

- s
! n(1+ An) ™~

Orden €3: La ecuacién a este orden para el modo k;j es:

VoIl =0 (B.32)

< VI >=0 = v, I}
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donde ahora:

1) = —0pWy + (By + VWi + [By + 2ike(fy - V1)](ar + W)
+ 2%W2 W3+ 24(boW1 + b1i W1 + by oWa + by _3W3
+ B W3 + bW + aW 5 Wi + oW Wa) + a(3|Wh[?
+  6|Wal® + 6|Ws )Wy + 2 (% + Aa> (a1Wi + a1—2Ws
b oar_sWa + @Ws + asWa + WS W + W Wa)
L) = —adrWi+ (~By+aDV)Wi — Bi(ay + Wi") — 2%W2 Ws

+ 2ik.D(fy - Vi) (b1 + aWY) — 24(bgWy + by W1 + by_oWo
+ bi_3Ws3+ EQW?, + E3W2 + OéWél) Wg + OéWél) Wz)

B, _
— a(3|W1)? + 6|Wa|? + 6|Ws|*) W) — 2 (I + Aa> (a1 W

4+ a1_oWo+a1_3W3+ EQW:; + Eng + W;l)Wg + Wél)Wg)

Sustituyendo las expresiones de los coeficientes de la solucién a orden
€2 y agrupando los términos, la condicién resolutiva a este orden queda:

B
(1=n")orWh = 5 e [Blwl(l) + ByW, +271W2 Ws
—  JWLPWy — B (|Wa|? 4 W3 )W + 4(7y - V1)? TV
1A% e iy
+ 2 T”(WS)W3+W§,”W2)] (B.33)
b AR Gp G VW 4 W (e - V1))
A(1+A77) 2 3 1 3 3 2 1 2

diken(1 — A2n?)
A2[A% +n?(1 + An)?|
Para obtener las ecuaciones de amplitud debemos mezclar los érdenes,
lo cual es logico si recordamos que la solucién no es una funcién homogénea
del pardmetro e. Sumando la Ec. (B.24) multiplicada por €2 y (B.33) por
€3 y tras reconstruir los operadores y la solucién como en el caso de bandas:

8T+628T = 0O Vo+eVy = V
¢By+¢é2By = B - B, W+ ewt = 4,

[(Wa(ha - V1)Ws + Ws(hs - Vi)W

(B.34)



172 Calculo de las ecuaciones de amplitud

se tiene:

00 A1 = ,uAli—vZQZg—_g|@\2A1—h(|A2|2+|A3|2)A1

+ i [AQ(ﬁg'V)Ag‘FAg (’fLQV) ]

+ iB2[As (R3- V) Ay + Ag (Rg - V) A3 + DT (7 - V)2 Ay
(B.35)

(Mediante la rotacién de los subindices se obtienen las ecuaciones de evo-

lucién para las amplitudes As y As). Los coeficientes son:

Ay
As

1P 1 -8+438An+54%° —8A%°
T T Ay 97 9 By(1+An)
_ B-B. B - ~3+5An+TAZn? -3 A3
= 7B, ; Adn(1+An)
4 1—An 1
B. ! A(11An) “ak
5 = Ak 5 _ _Aken(1—An)
' T AB. LT AAZ 2 (14 An)Y

B.2 Modelo tedrico para la bifurcacién de Onda

B.2.1 Bifurcaciones de Onda y de Hopf

De acuerdo con el analisis lineal explicado en la Seccién 6.3.1, las escalas
espacio—temporales para las ondas son del mismo orden, 0; ~ J,, de manera
que, suponiendo un anélisis unidimensional, debemos considerar:

B = B.+eBy+¢By+ ...
Op = Opy+ €0y, + €0y, + ...
815 = at0+68t1+628t2+...

donde B, es el umbral de la bifurcacién primaria (de Hopf o de Onda,
dependiendo del valor de A).
El operador lineal se desarrolla también en funcién de € en la forma:
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£=Ly+ely+eELy+ L3+ 0(63), donde:

-2+ D,V 0 3B,
£o = 1 2 + D,V —3B.
A? )
0 2— 3B.—p+ V3
p
2DuV0V1 0 3Bl
£ = 0 2D, VoV —3B;
0 0 3B1 +2VyV,
D,V? 0 3B,
£y = 0 D,Vi —3B
0 0 3By +V?

La soluciéon también se expande en funciéon del parametro € como u =
euy + €2us + €3us, de modo que la parte no lineal también queda: I =
2Maujuy + €3(Mzujuz + Naujugug) + o(e?) donde:

3B
Msuju; = QEvlwl + 3 /ipwf (B.36a)
A 3B 3B
Msujue, = 2?0(2}111)2 + ’Ugwl) + Acpw1w2 + 571pw§(B.36b)
N3u1u1u1 = vlwf (B36C)

Las ecuaciones para las perturbaciones a cada orden son:

O(e):  (Oyy— £o)ur = 0 (B.37)
O(?): (O — £o)uz = (=0 + £1)ug + —(2)1 Mau;uB.38)
O(): (O — £o)us = (=0 + L1)uz + (=0, + £2)w

+ —01 (Msujug + Naujujug)(B.39)
2

A primer orden se recupera el problema lineal (B.37), de manera que la
solucion es una superposiciéon de los modos criticos: para la inestabilidad
de Hopf es el modo (wp,0) y para la de Onda, los modos (w,, £k.).
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Inestabilidad de Hopf

La solucién general a primer orden queda:

g
up = | v | Zoe™ +c.c. (B.40)
20

donde ug = (20,0, 20)” es el autovector del problema lineal. Para el célculo
de las condiciones de resolubilidad a cada orden es necesario calcular los
autovectores por la izquierda con autovalor cero (o del problema adjunto):

vo(iwo — £0) = (do, by, €)(iwo — £o) = 0 (B.41)
A segundo orden, la condicién de resolubilidad de la Ec. (B.38) es:
- < V0|ll0 > 8t1Z0 + 3312’0(@0 — l_)(] + Eo)Zo =0 (B.42)

Esta ecuacién, que se puede integrar directamente, predice que las amplitu-
des divergen o bien que son iguales a cero. Puesto que ninguna de ellas es
compatible con el analisis de perturbaciones debemos imponer que B; = 0.
La solucién particular a este orden queda:

ug = C01|Z0’2 + (CzodezQth + C.C) (B43)

La condicién alternativa de Fredholm para la ecuacién (B.39) nos da la
ecuacién de amplitud:

9 Ao = MoAo — g10 | Ao|* Ao + DoV Ag (B.44)

donde se ha reconstruido la amplitud, el pardmetro de control y los opera-
dores diferenciales. Los coeficientes de la esa ecuacién en funcién de los de
la solucién a segundo orden, (B.43), son:

3,20(&0 +co — 60) B

Ao = _ B.45a
° aoxo + boyo + Cozo ( )
by — 2¢o Bep o, 9
= _ 3 Zowao + Zowo1) + Yozid — 2yolz
910 ZeZo + Fogio 1 Gorm [ 1 (Zowzo + zowo1) + Yozy — 240 20|
A
+ 2;(3701020 + Yowo1 + Zov20 + 201101)] (B.45b)

aoxoD boyo D C
Do = a()xo_ u T _03]0 v_+ €020 (B.45C)
axg + byo + ¢z
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Inestabilidad de Onda

El modo critico es ahora distinto de cero y por tanto la solucién general a
primer orden es:

T
1 (ZLei(‘”CHkC"”) + ZRei(th_ka)> + c.c. (B.46)
21

ui

donde upy = (21, y1,21)7 es el autovector del problema lineal y Z; y Zg
denotan las amplitudes de dos ondas con frecuencia w,. y niimero de onda
k., que viajan en direcciones opuestas. Los autovectores por la izquierda
se calculan como antes:

v01(iwc — £0) = (C_Ll,gl,él)(iwc — .,E[)) =0

A segundo orden, la condicién alternativa de Fredholm se obtiene pro-
yectando la parte de la derecha de la Ec. (B.38) sobre el vector por la
izquierda. En este caso no es trivial si tenemos en cuenta los términos
espaciales:

3z1(a1 +¢é —b1)B1ZL R
- < v01|u01 > 6t1ZLVR + 2k, < v01]Du01 > 6XZL,R =0

donde D denota la matriz diagonal con los coeficientes de difusién. Igual
que para la Hopf, para que las amplitudes no diverjan es necesario que
B; = 0. Las ecuaciones son pues:

(O, £¢402,)Zp1, =0 (B.47)
donde se ha definido la velocidad de grupo:

< VOl‘DU()l >

cg = 2ik B.48
g ¢ < v01\u01 > ( )
La solucién se calcula de la Ec. (B.38) y su forma general es:
us = coz2|Zr|? + cos|Zr* + <C1rZRZL€i2WCt + ey 2y Zpeiker

+ cqZieHwetther) o gy 72 oi2(wet—ker) | c.c) (B.49)
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A orden €3 la condicién de resolubilidad resulta:

(01 £ ¢402,)ZLr = BaaoZrr— 1|Z0*ZLr — 92| ZRI*Z1 R +
+ [dla,%l + d90;, 021 + 8t12]ZL7R (B.50)

y teniendo en cuenta la condicién (8.8), se puede reducir a:
[dlﬁil + d26t18x1 + 831]213,3 = D&ilZLR (B.51)

En este caso, para obtener las ecuaciones de amplitud debemos tener en
cuenta ambas condiciones de resolubilidad, de forma similar a cémo se hizo
para los hexdgonos en el Bruselator: €2-(B.47)+€3-(B.50). Si reconstruimos
los operadores espacial y temporal y la amplitud de la perturbacion, se
obtiene:

AR = Mg —g1|Ar]> Ar — 92 |AL]> AR

— cy(h-0x) AR+ DI2Ag (B.52)
0AL = Mp—gi|AL* Ar — g2 |ARI* Ar
+ cg(f-Ox)AL + DO2AL (B.53)

donde los coeficientes, ademas de ¢, y D definidos en las Ecs. (B.48) y
(B.51):

321(61 +c — 61)

A= - = —r) (B.54a)
ajry] + b1y1 + 121
Bl - 2El Bcp _ _ 9 2
= = 3 + + izt +2
g1 @121+ biys + G121 [ A (Zrway + z1wo3) + Y121 e
A _
+ 25(@11027» + Y1wo3 + 21v2r + 21003)] (B.54b)
by — 2¢; Bep ,_ _
= — 3 21Wye + 21Wp + 21w
g2 TP SR [ 1 (Zrwyy + 210 + 21w02)

A, _ _ _ _ _
+ 2;(@11002 + Y1y + 1wy + Z1v02 + 210, + Z101r)

2@12% + 4y1|2’1‘2] (B.54C)
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B.2.2

Partimos del desarrollo:

B
A
o
O

Interacciéon Hopf-Onda

Ber + €By + €2By + ...
Acr + €A1 + A5 + ...
Ovy + €02y + €0y + ...
O, + €0, + 62(%2 +

El operador lineal se desarrolla de nuevo como: £ = £ + e£1 + €2£9 +

e £3 + o(e?), donde:

—2+ D02, 0 3Bcr
£y — 1 ~A%r D32, ~3Ber (B.55a)
0 240t 3Bor —p+ 03,
20,010y 0 3B,
£ = 0 2D, 01y 0r; — 2855 Ay —3B1  (B.55b)
0 446 Ay 3B1 + 20,0y,
D,0s 38>
£y = 0 A2CT ( 24 ) +Du0y  =3B2  [(B.550)
0 ; ( ) 3By + 0y

con Oy = 02 + 20,04,

La solucién también se desarrolla en funcién del

pardmetro € como u = eu; + €2us + €>ug, de modo que la parte no lineal
es I = Mauyu; + €6(Maugug + Naujujug) + o(e?), con:

Act

3 Berp 2

M2U1U1 = 2 V1wW1 Wy (B56a)
2 Act
A A B
M3111U2 = 2 or (v1w2 + vgw1) + 2—11)111)1 +3 Cpr1w2
p p Acr
3Bip 5 3Bcrp
—— ——Ajw B.56b
o9 Aee T T2z, Y (B-56b)
N3u1u1u1 = Ulw% (B56C)

Las ecuaciones para las perturbaciones a cada orden son de nuevo (B.37)-
(B.39) con los operadores que acabamos de definir.
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A primer orden se tiene una vez més el problema lineal (B.37), cuya
solucion general es una superposicién de los tres modos marginales:

xo T
w = w | Zee™t + | u (ZLei(wct—I—kcz) + ZRei(wct—ka)) T
20 21
(B.57)
Denotaremos los autovectores por la izquierda como (ag, by, co) y (a1, b1, c1)
para las frecuencias wy y w,, respectivamente. Cerca del punto de cod-2
estas frecuencias son muy proximas tal como se ve en la Tabla 8.1, y por
tanto el detuning se puede considerar despreciable.
A orden €? debemos imponer de nuevo que A; = By = 0 para que las
amplitudes no diverjan. En tal caso las condiciones de resolubilidad son las
mismas que para las bifurcaciones de Hopf y de Onda por separado:

0,2y = 0
(8t1j:cgax1)ZR7L =0

con la misma expresién para la velocidad de grupo (B.48). La solucién a
este orden es:

u2 = CO]_’Z0|2 + C02|ZL’2 + C03|ZR|2 + (CIZLei(WCtJrkCI) + CrZRei(wct—k‘C;U)
+  cwZpZpeet 4 cnZp Zpetthe (B.58)
+ COI.ZOZRei((wo—i-wc)t—kcz) + Co]ZoZLei((w0+wC)t+kCI) +
+ croZoZpetlwomweltther) o oo 707 el(womwe)t=kew) |

1 CzOdeiQwot i CZIZ%eiQ(wCH-kc:E) i C2rZ%€i2(wct—kcx) i C'C) (B.59)

cuyos coeficientes se han calculado con un programa de Maple, sustituyendo
esta expresion en la Ec. (B.38) y separando las condiciones para cada modo.

La condicién alternativa de Fredholm para la Ec. (B.39) junto con las
condiciones al orden €? nos dan las ecuaciones de amplitud:

hAr = Mg —g1|Ar|* Ar — g2 |ALI? AR — g3 Ao|® Ap — g1 A3 A

— wy(h-V)Ap + DV*AR (B.60)
QAL = MAp—g|ALP AL — g2 |AR|® AL — g3 |Ao|* AL — g1 AZ AR,
+ wy(h- V)AL + DV?AL (B.61)

8 Ao = Nodo— ;| Aol> Ao — g5(|ALP® + |AR|*) Ao — ghAFARAL
+ DyV*4 (B.62)
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Los coeficientes de los términos no lineales quedan (véase Tabla 8.2):

l_)l — 20 Bcp _
e — 3 21w +Z w
& a1r1 +biyr + 1z [ A (Zrwar + 21w0s)

A ) ) ]
+ 25(??1?11% + y1wos + Z1v2r + 21003) + 121 + 2y1|z1|? | (B.63)

bO*QCO Bp

/ c

= = 3 Zowao + Zow
g1 GnL ly e |: A (0 20 0 01)

A _ _
+ 25(?;01020 + yowo1 + Zovao + 20vo1) + Foza + 2y0l20|? | (B.64)

Bl — 2 Bcp _ _
= — 3 Ziwyy + 21Wy + z1W
g2 ot b+ o [ 1 (Zrwyy + 21y + 21W02)

A _ - o
+ 25(y1w02 + Y10 + 1wy + 21002 + 2105 + Z101)

+ 2512 + 4] (B.65)
Bl — 2 [SBCp(
a1 + by + ez A

g3 = Zowor + 20Wro + 21Wo1)

A _ _ _ _
+ 2E(y0w0r + Yowro + y1wor + Zovor + 2000 + 21V01)

+  2z1(%o%0 + Zov0) + 2u120/°] (B.66)

/ BU 77 260 |:3 BCp(
apwo + boyo + Cozo A

Z1wor + 20Wro + 20Wo03)

A _
+ 25(3711007« + y1wro + Yowos + Z1vor + 210r0 + 20V03)

+ 221(5120 + 21%0) + 2y0/21/7] (B.67)

(_)1 — 2 B, _
— 3 + zow
201 L b+ o [ 1 (F1wzo + zowi)

g4 =

A _ _ _
+ 25(??11020 + yowio + Z1v20 + 20vi0) + G128 + 2y020Z1 | (B.68)

) (_)0 — 2¢g [330 (
aoxo + boyo + ozo A

Zowiy + 21W0 + 21Wro)

A, _ _ _ _ _ _
+ 2;(?/01017« + Y1y + Y1Wro + Zovir + 21010 + 210r0)

+ 23702% + 4y12120] (B69)
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Se han expresado en funcién de los coeficientes de la solucién a segundo
orden (B.59), cuyas componentes se denotan por u, v y w con sus mismos
subindices. Las expresiones de los coeficientes Dy y D son las mismas
de (B.45¢) y (B.51), mientras que la parte lineal:

SZO(dO +co — Bo)
aoxo + boyo + €20
A 260 — b
popfer Qo —blw 4y (B.70)
p°  aoxo + boyo + Cozo
3z1(a +¢ —b
A= salatazb) g gy
a1x1 + biyr + 121
Acr (2515 bi)y1
p? ayr1 +biyr +éaz

Ao = (B — Ber)

+ 2 (A— Acr) (B.71)

cuyos coeficientes ya se mostraron en la Tabla 8.1.
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Apéndice C

Ecuaciones de fase

C.1 Hexagonos achatados

Deducimos a continuacién la ecuacién de la fase a partir de la ecuacion de
amplitud (3.22) para el caso de los hexdgonos distorsionados estudiados en
el Capitulo 3, que vienen dados por la expresion:

A = Ay, Ay = Age®, Az = Aze™™  (C.1)

Por simplicidad en los céalculos vamos a considerar a; = as = 0. Las
ecuaciones de evolucién para estas amplitudes son:

orA, = MAl -51).712.7‘3 + 8%./41 — g|A1]2A1 —h [|A2|2 + |./43‘2] A
OorAs = (u— —52)./42 +vALA3 + 8%./42 — g|./42|2./42 —h UA1|2 + |A3’2} As
oAz = (1 — 152)«43 +vAL Ay + 05 A3 — gl AsP Az — b [|AL* + | A2]?] As

Considerando perturbaciones de amplitud y fase dependientes del espa-
cio en la forma:

Ay = Al + ay +igy), Ay = A(1 + ag + ig2), As = A(1 + a3 + i¢3)

se obtiene un sistema de tres ecuaciones para la parte real:

2

B
ora; = vj(ag +ag—ay)+ 8%&1 —2gA%a; — 2hBQ(a2 + as3)
Orag = vA(a1 +as — ag) + 8%(12 — 2932a2 — 2h(A2a1 + BQa3) — \/5(562¢2

oras = vA(a1 + ag — ag) + 8§a3 — 29320,3 — 2h(A2a1 + BZGQ) + \/3(583(?3
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y para la parte imaginaria:

2
orgr = —U%(% + ¢o + ¢3) + O
2
Oorgs = —v%(dn + ¢2 + ¢3) + 8§<f>2 + V380205 (C.2)
2
Or¢s = —U%(¢1 + ¢o + ¢3) + 0503 — V/3305a3

Se aplica la aproximacion adiabatica para eliminar las amplitudes, ya
que igual que para los hexagonos equildteros son modos amortiguados en
el régimen de fase: dra; = 0. Las ecuaciones para las fases quedan:

B? 5

org1 = v ¥ + 071
B2

Ordy = —v—rp+ D2y + V3 6 U (ad2p + bDy3dh3) (C.3)
B2

Or¢s = —v—rp+056s+ V30U (00302 + adies)

donde hemos definido las siguientes constantes:

U = V3¢
- 2
F2_E2 2B2%(F +E)

D2
D2

b = 32? +FE

con:
BZ
E =vA —2hB? F =vA+2gB?

La fase total, definida como ¢ = ¢1 + ¢2 + ¢3, también es un modo
rapido, esclavizado a la dindmica de las dos fases libre. Por tanto:
B2
&w=0=<w<j+20w+%m+%@+%@

+V3 0 U (ad3 o + bD33(d2 + ¢3) + adies)  (C.6)
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La modulacion lenta 6%1_@ se puede despreciar y el modo ¢1 = ¢ — p2 — @3,
de manera que de la suma de las Ecs. (C.3) se puede despejar la fase total:

B A
YT V(BT 24Y)

+ VB OU (a0 +bORy(62 + d) +adles)]  (C7)

(=07 (02 + ¢3) + D32 + D33

De esta expresién y de las Ecs. (C.3), se tiene que las fases (¢z, ¢y) =
(—(p2 + ¢3), (2 — $3)/+/3) se rigen por las siguientes ecuaciones:
Orde = 240 — (0502 + 03¢3) — V3 6 U (ad3 P2 + bI3s(da + ¢3) + adi¢3)

Ordy = %(322@ — 92¢3) + 0 U (ad3 ¢ + bO35(d3 — o) — ad3¢3)

que expresadas en funcién de las coordenadas cartesianas:

be 1)182 + D202 D58zy be
0 = * Y C.8
(%)= oo, D3+ Did? ) \ o, (C8)
donde los coeficientes vienen dados por las expresiones de la Ec. (4.28).

Nétese que en el caso A = By § = 0 este resultado coincide con la ecuacién
de la fase para los hexdgonos equildteros obtenida en [Echebarria, 1998].
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Summary of the work

This thesis is a contribution to the theoretical analysis of Turing insta-
bilities. It is divided in two parts focused on the stationary and oscillatory
patterns, respectively.

Part I is motivated by the stationary Turing patterns observed in the
Chlorite-ITodide-Malonic Acid (CIMA) reaction. We carry out an aproxi-
mation to the real problem by using the Brusselator model, a simple reac-
tion scheme which allows to understand many of the experimental results.
Stability diagrams calculated from the amplitude and phase equations are
compared with numerical simulations of the model. We pay special at-
tention to the role of spatial modulations on the stability of patterns. In
particular, distorted hexagons are stabilized, similarly to the experimental
findings. Phase instabilities of stripes with non-critical wavenumber are
investigated from a numerical point of view. We find evidence of a mecha-
nism throught which transient hexagons changes the wavenumber of the
initially imposed solution to become stable. This result has been confirmed
in recent experiments in CDIMA reaction.

Time-dependent Turing patterns are studied in Part II. We propose a
new chemical model to study the Wave instability and its interaction with
a homogeneous Hopf instability. Near the codimension-2 point, modulated
standing waves are stabilized as a superposition of cero and +k. modes.
Such kind of patterns have been observed during the oxidation of CO ca-
talyzed by a platinum surface. We think that the underlying mechanisms
in both systems should be similar. We perform a linear and a weakly nonli-
near stability analysis of the model. On one hand, thresholds of secondary
instabilities and wavenumbers of the patterns agree with those predicted
by the Floquet stability analysis of the limit cycles. On the other hand, the
competition of different solutions are investigated within the framework of
amplitude equations.



