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Introduccion

La sincronizacién surge en una amplia variedad de sistemas, como los circui-
tos electrénicos, laseres, reacciones quimicas oscilatorias (Belousov—Zhabotinsky) y
marcapasos de corazones. Todos estos sistemas son osciladores automantenidos, y
presentan las siguientes propiedades:

e El oscilador es un sistema activo y contiene una fuente de energia que se trans-
forma en un movimiento oscilatorio. Al estar aislado, el oscilador continua
generando el mismo ritmo hasta que la fuente de energia se acaba. Matemati-
camente, esto se describe como un sistema dinamico auténomo, es decir, que no
depende explicitamente del tiempo.

e El tamano de la oscilacion se determina por los parametros del sistema y no
depende de como fue puesto en movimiento.

e Al ser perturbado, la oscilacién vuelve a su forma original.

Los osciladores pueden mostrar ritmos de distintas formas, desde simples ondas
hasta una secuencia de pulsos. Un ejemplo sencillo, para describir la sincronizacién es
el reloj de péndulo [1], utilizado por Christiann Huygens en el ano 1665 para describir
la sincronizacién entre dos relojes [2]. La oscilacién del péndulo es de periodo T,
determinado por los parametros internos del reloj, y no depende de como fue puesto
en movimiento (Fig. 1(a)). En efecto, su mecanismo interno transforma la energfa de
la cadena (el peso) en el movimiento oscilatorio del péndulo; el reloj gira los brazos
contando el ntmero de oscilaciones del péndulo, asi su periodo constituye la base
unitaria de tiempo. El péndulo oscila, hasta que se termina la energia. Al perturbarlo
levemente vuelve a su ritmo previo.
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Figura 1: Dos relojes de péndulo (a) Los relojes no son idénticos ya que Tp > Tj.
(b) La evolucién de a7 y as no estén correlacionadas

Se caracteriza el ritmo como el niimero de oscilaciones por unidad de tiempo, es
decir, la frecuencia ciclica del oscilador es w = 2% Esta frecuencia se modifica por
la accién de una fuerza externa en el oscilador, o debido a la interaccién con otro
sistema. Para evitar ambigiiedades, se llama frecuencia natural (w°) a la frecuencia

de un sistema auténomo (aislado).

Dos relojes nunca son idénticos, siempre se encuentra algin parametro del meca-
nismo interno que los hace diferir. Esta pequena variacién causa una diferencia en
los periodos oscilatorios. Por lo tanto, muestran una pequena diferencia de temporal,
y si se miran en algin instante, se encuentran los péndulos en diferentes posiciones,
como se observa en la Fig. 1(b).

Los experimentos muestran que una débil interacciéon puede sincronizar dos relo-
jes. Dos relojes parecidos pero no idénticos, tienen diferentes periodos de oscilacién;
cuando son acoplados ajustan sus ritmos y comienzan a oscilar con un periodo tnico.
Este fenémeno se describe como el acoplamiento de frecuencias: si dos osciladores
no idénticos tienen frecuencias angulares wf y w3, al acoplarlos alcanzan una osci-
lacién con una frecuencia comun. Que sincronicen o no, depende de la fuerza de
acoplamiento y de la desviacién de las frecuencias iniciales Aw?.

En los experimentos descritos anteriormente, el acoplamiento depende de la ca-
pacidad del soporte comin de comunicar el movimiento (ver Fig. 2). De esta forma,
si el soporte es absolutamente rigido, los péndulos no se influyen. En cambio, si el



Figura 2: Dos relojes acoplados a través de un soporte comun, el travesano no es
rigido (puede vibrar), esto esta indicado en la parte superior de la figura. La vibracién
permite que ambos péndulos puedan sincronizar.

soporte puede vibrar, el acoplamiento no es nulo y los péndulos interactian.

El acoplamiento se mide a través del desplazamiento de la frecuencia Aw(t) =
w1(t) — wo(t). Entonces, se puede encontrar como el resultado de la interaccién (es
decir, cuando los relojes sincronizan o no) depende de la diferencia entre las fre-
cuencias. Imaginemos que tenemos el siguiente experimento. Primero separamos dos
relojes (por ejemplo, los ponemos en dos habitaciones distintas) y medimos sus fre-
cuencias w} y w9. Habiendo hecho esto, ponemos los relojes en un soporte comtin, y
medimos las frecuencias w; y wy de los sistemas acoplados (Fig. 3).

Puede suceder que los dos péndulos oscilen de la siguiente manera: se muevan a la
izquierda simultaneamente cruzando la linea vertical. Las posiciones del péndulo evo-
lucionan en el tiempo como muestra la Fig. 3(a). Alternativamente, se encuentra que
dos péndulos siempre se mueven en direcciones opuestas: cuando el primer péndulo
alcanza la posicion mas a la izquierda, el segundo péndulo llega al extremo derecho;
cuando cruzan la linea vertical, se mueven en direcciones opuestas (Fig. 3(b)). Para
describir estos dos regimenes distintos, se introduce la nocién de sincronizacién de la
fase de un oscilador.



Figura 3: Posibles regimenes de sincronizacién (a) Presenta una sincronizacién de
fase ¢o — ¢1 ~ 0. (b) Muestra una sincronizacién de antifase ¢o — g1 ~ .

Si dos péndulos se mueven en la misma direccién y casi simultaneamente alcanzan,
la posicién extrema derecha, entonces sus fases ¢1 y ¢2 son cercanas y este estado
se llama sincronizacién de fase (PS) (Fig 3(a)). Si los péndulos de dos relojes sin-
cronizados se mueven en direcciones opuestas entonces se habla de sincronizaciéon en
antifase (Fig. 3(b)). Este estado sincrénomo fue observado y descrito por Christiaan
Huygens [2]. Una reciente reconstruccion de este experimento hecho por I.I. Bekhman
et al. [3] demostré que ambos regimenes en fase y antifase son posibles, dependiendo
del tipo de acoplamiento. También demostraron que en ocasiones las oscilaciones de
ambos relojes no difieren exactamente en uno o medio periodo: tienen una diferencia
de fase adicional Aa.

Nos interesa el caso de interaccién débil entre los osciladores. Si hubiera una
interaccion fuerte, o incluso una ligadura como en la Fig. 4 la sincronizacion seria
automatica, pero en realidad no estariamos hablando de dos osciladores sino de un



Figura 4: Ejemplo donde no se considera un acoplamiento débil.

sélo dispositivo que los contiene.

En el sentido clésico la sincronizacién es una adaptacion de frecuencias de oscila-
dores periddicos debido a una interaccion débil. Se podria pensar que la sincronizacion
en sistemas cadticos no es posible, por las caracteristicas intrinsecas que se presentan
a continuacién.

Un sistema cadtico queda definido por una serie de propiedades. La primera indica
que es extremadamente sensible a las condiciones iniciales, esto significa que un cambio
pequenio en las condiciones iniciales de un sistema cadtico puede causar un cambio
muy grande en los resultados. La segunda es poseer 6rbitas periédicas inestables. La
tercera es la ergodicidad, caracterizada por el hecho de que dado un tiempo suficiente
casi todas las érbitas pasan arbitrariamente cerca de todos los puntos del atractor.

Actualmente, se conoce que los osciladores automantenidos, por ejemplo, los dis-
positivos no lineales eléctricos pueden generar complejas senales cadticas. Muchos
sistemas de osciladores naturales también exhiben comportamientos complejos. Es-
tudios recientes han revelado que tales sistemas, siendo acoplados, son capaces de
sincronizar.

La idea que subyace bajo el fenémeno de la sincronizacion es, si dos o més sistemas
cadticos, que inicialmente evolucionan sobre trayectorias diferentes, al acoplarse de
algin modo puedan tener una evolucién comun. La sincronizacién entre dos o més
sistemas se consigue en una de las siguientes circunstancias: o uno de los sistemas
cambia su trayectoria y sigue al otro o bien, aparece una nueva trayectoria comun a



Figura 5: Esquema de la sincronizaciéon completa, los estados de los sistemas son
idénticos, por esto al dibujar = frente a y se obtiene una diagonal x = y.

ambos [4, 5]. Se utilizard la denominacién drive para referirnos al sistema que dirige
la sincronizacién y response para el sistema que sigue la sincronizacién del drive.

Los pioneros, Pecora y Carroll [6] demostraron que, dos sistemas cadticos idénticos
que tienen condiciones iniciales diferentes y que por tanto evolucionan sobre trayec-
torias diferentes, al ser acoplados de forma unidireccional, donde la senial cadtica del

sistema drive se usa para forzar un segundo sistema response, se acaban sincronizando.

El acoplamiento tiende a hacer que los estados de los osciladores sean idénticos.
Esto influye no sélo en el promedio de las frecuencias sino también en las amplitu-
des cadticas. Como resultado, las senales coinciden y se obtiene una sincronizacién
completa (CS Fig. 5).

El estado de sincronizacion completa se encuentra para cualquier valor de la fuerza
de acoplamiento, pero sélo una fuerza de acoplamiento suficientemente grande hace
que sea estable. De hecho, una pequena perturbacion sobre la identidad completa de
los estados, hace que los estados se diferencien, es decir, x # y. Luego existe una
pequena diferencia x — y # 0. Si los osciladores no estan acoplados, la respuesta se
deduce de la propiedad de inestabilidad del caos, divergendo exponencialmente en el
tiempo. Cuando el acoplamiento traspasa un umbral se produce una sincronizacion
entre los estados. Esta sincronizacién lleva al par z(t), y(t) hacia la diagonal z = y,
tanto mas rapidamente cuanto mayor sea la fuerza del acoplamiento, como se observa



en la Fig. 5.

En el capitulo 1 se describen otros tipos de acoplamientos que se han estudiado des-
pués de Pecora y Carroll, y las distintas sincronizaciones que se conocen actualmente,
la definicién matematica de sincronizacion y los métodos de deteccién experimentales
de sincronizacién para la sincronizacion de fase y también generalizada.

En el capitulo 2 se discute la sincronizacién en una cadena de osciladores acoplados
identificindose la sincronizacion global y de grupo y la sincronizacién en sistemas
extensos (con acoplamiento en el término difusivo espacial) definiendo los indicadores
de este tipo de sincronizacién.

En el capitulo 3 se muestran los dos medidores de la inestabilidad de un siste-
ma, espacio—temporal a través del exponente convectivo y del exponente Lyapunov
respectivamente.

Se utilizara a continuacion lo descrito anteriormente, para analizar la sincroniza-
cién en sistemas extensos en dos casos:

El capitulo 4 intenta estudiar la estabilidad de la sincronizaciéon anticipada, con
un acoplamiento unidireccional en todas las variables del sistema, a través de la
simulacién de una cadena de 100 osciladores cadticos con una anticipacién (7p) con el
fin de poder predecir dénde se encontrara el sistema dentro de un tiempo de (1007).

En el capitulo 5 se han caracterizado los sistemas extendidos, a través del estudio
de dos ecuaciones de Ginzburg-Landau complejas acopladas, se ha trabajado en las
regiones de turbulencia de amplitud y turbulencia de fase, encontrandose que sincro-
nizan de forma andmala. Es decir, el sistema no alcanza la variedad de sincronizacion
de forma mondétona, asi que aumentando el acoplamiento, llega a un punto en el cual,
se obtiene un maximo local de decorrelacién, para luego comenzar a sincronizarse y
obtener la variedad de sincronizacién.

En el capitulo 6 se presentan las conclusiones de este trabajo.






Capitulo 1

Tipos de Sincronizacion

Los sistemas cadticos tienen una alta sensibilidad a las condiciones iniciales, lo que
hace que dos sistemas comenzando en condiciones muy cercanas tengan a lo largo del
tiempo trayectorias totalmente diferentes. Pecora y Carroll (PC) [6] mostraron que
dos comportamientos cadticos se pueden unir en una unica trayectoria, sincronizando
de esta forma el sistema.

Para que sea posible esta sincronizacion, existen dos tipos de acoplamiento: wumi-
direccional y bidireccional. En el unidireccional o drive—response, el sistema response
olvida completamente su condicién inicial, aunque esté evolucionando sobre un atrac-
tor cadtico, para seguir la misma trayectoria que el sistema drive. En el bidireccional,
ambos sistemas estan conectados de forma simétrica, lo que hace que cada uno influ-
ya sobre el otro, apareciendo una trayectoria comin a ambos sistemas. Existen los

siguientes tipos de sincronizacion:

e La sincronizacién completa (CS) implica la coincidencia de estados de los sis-
temas, x1(t) = x2(t); esto sblo se encuentra en el caso que los sistemas que
interactiian sean idénticos [6, 7, 8, 9].

e Lasincronizacién de fase ( PS) se observa cuando coinciden las fases de dos o més
osciladores cadticos no idénticos, mientras sus amplitudes permanecen cadticas
y no correlacionadas [10, 11], también se ha visto en osciladores forzados [12, 13]
y osciladores cadticos acoplados [14]. Ademads, presenta fenémenos de saltos de
fase [15] y la transicién a la sincronizacién de fase anémala (ATPS) [16].
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e Lasincronizacién con retraso (LS) donde aparece una coincidencia de los estados
de los sistemas x1(t + 7) = x2(t) [17].

e La sincronizacién generalizada (GS) se introduce en sistemas drive—response, en
los que se define la presencia de alguna relacién entre los estados de los sistemas
response y drive, es decir, zo(t) = F(z1(t)) [18, 19].

e La sincronizacién con retardo intermitente (/LS) donde la sincronizacién retra-

sada es interrumpida intermitentemente, por una rotura de la sincronizacién

17, 20].

e La sincronizacién de fase imperfecta (/PS) se obtiene cuando existen saltos de
fase en un régimen de (PS) [21].

e La quasi sincronizacién (QS) es una variacién de la sincronizacién completa, en
la cual sélo se sincronizan completamente algunas de sus variables [22].

e La sincronizacién anticipada (AS) sucede cuando el sistema response anticipa
al drive segun la siguiente condicién z(t) = y(t — 7) [23].

En este capitulo presentaremos a través de un ejemplo, cada tipo de sincroniza-
cion mencionada anteriormente. Luego se presenta una definicion matematica de la
sincronizacion de fase (PS) y generalizada (GS).

Finalmente se analizan los métodos de deteccién de la sincronizacién de fase (PS)
y generalizada (GS), asi como la determinacién de la direccién del acoplamiento.

1.1 Sincronizacién completa (CS)

La CS se asocia a un proceso donde la interaccién de dos sistemas cadticos lleva a
una perfecta union de sus trayectorias cadticas, permaneciendo en el curso del tiempo,
es decir, z(t) = 2'(t), y(t) = ¥'(t) y 2(t) = 2/(t) para todos los tiempos ¢ mayores que
algtin tiempo transitorio, tal como se muestra en la Fig. 1.1.

Este mecanismo fue inicialmente propuesto para acoplar de forma unidireccional
a sistemas idénticos, y mas tarde fue extendido a un acoplamiento bidireccional entre
osciladores no idénticos [20]. En la literatura también recibe otros nombres como
sincronizacion convencional [24] o sincronizacion idéntica [23]. A continuacién se



z(t), z'(1)

0 1 2
tiempo

Figura 1.1: Sincronizacion completa del sistema Lorenz con el acoplamiento PC, la
linea cortada representa a z mientras que la continua es 2.

presentara este tipo de sincronizacién para los diferentes acoplamientos unidireccional
y bidireccional.
1.1.1 Acoplamiento unidireccional

En este caso el estado del sistema response converge de manera asintética al estado
del sistema drive: a modo de ejemplo, se analizard el sistema de Lorenz, bajo el
acoplamiento de PC [6], y luego el de la Descomposicién Activo Pasivo (APD) [25, 26].

Pecora y Carroll
Se considera un sistema dindmico n—dimensional auténomo, de la siguiente forma:

@ = () (11)

Luego se divide el sistema, arbitrariamente en dos subsistemas u = (v,w), para
obtener:

v = g(v,w) w=h(v,w) (1.2)



donde:

V= (Uly s U )y § = (f1(w), e, (W), W = (Uppg1y ey n) Y b= (Frng1(W), .eey fr(00)).
A continuacidn, se crea un nuevo subsistema w’ idéntico al sistema w, substitu-

yendo el conjunto de variables de v para la correspondiente funcién v" en la funcién

h, donde se llega a:
v = g(v,w) w=h(v,w) W =h(v,w) (1.3)

Los subsistemas de componentes w y w’ sincronizan sélo si Aw = w’ —w — 0 mientras
t — oo.

Para el modelo de Lorenz, se considera el sistema drive, de forma que la variable
x sea el drive e y, z las response, de esta manera se obtiene:

oy — =)
Yy = —xzz+4+rx—y p drive
z = zy—bz

y el sistema response, tal que sélo se acopla una variable de estado del sistema, es
decir, z = 2’ se obtiene que el siguiente sistema response se expresa como:
)

t = oy —x)
Y = —xz'+rx—1vy ) response
2 o= zy —b

En la figura 1.1 se puede ver cémo la configuracién anterior alcanza la sincronizacién

completa (CS).

Método de descomposiciéon Activo—Pasivo (APD)

Esta descomposicién es una variacién del esquema drive-response [25]. Se basa
en el hecho de que es posible considerar descomposiciones mas generales de un deter-
minado sistema dindmico, que los subsistemas propuesto por (PC). Partiendo de un
sistema auténomo caotico:

7 = F(Z

~>

(1.4)
se puede reescribir formalmente en diferentes vias como un sistema no—auténomo.

T o= f(s(t)) (1.5)



tal que el drive s(t) = h(Z) o $§ = h(Z,s), puede ser una senal cualquiera, incluso
cadtica. La copia del sistema no—auténomo, tiene la misma senal de drive:

q o= [ s) (1.6)

La diferencia entre ambos sistemas es € = 7 — ¢, de donde € = f(@s) — f(y,s) =
f(Z,s) — f(Z— € s), posee un punto estable en €= 0 con lo cual existe para ambos
sistemas un estado de sincronizaciéon ¥ = §. Esto se puede probar usando el andlisis
de estabilidad del sistema linealizado para pequenos € o utilizando las funciones e
Lyapunov, como se verd en la seccién 1.2.

Para el sistema de Lorenz:

1 = —10z1 + s(t)
To = 2871 — 79 — T1x3 (1.7)
1:3 = T1T2 — 2666£E3

En este caso se considera s(t) = h(Z) = 10z2. El tipo de acoplamiento de PC tiene
sOlo tres variaciones correspondientes a las tres variables del sistema x1, x2 0 x3; en
cambio el acoplamiento APD da infinitas posibilidades. En la Ref. [26] se encuentra
la demostracién de que el acoplamiento de PC'es un caso particular del APD, al hacer

los siguientes cambios s — v, z — w, y — w', h — gy f — h.

1.1.2 Acoplamiento bidireccional

El esquema del acoplamiento bidireccional entre sistemas cadticos idénticos es

equivalente a introducir una disipacion en la dindmica, de la siguiente forma:

E = [@)+ey-1) (1.8)
J o= f@)+ed@—79 (1.9)

Donde Z e ¢ representan el vector de estado n—dimensional del sistema, cadtico, mien-
tras que fes un vector de campo f : R" — R". Finalmente, € es parametro indicando
el acoplamiento disipativo.

Para el sistema de Lorenz [27], se tiene: el sistema Z = (z,y, z)

i = oy —z)+el@ —a)



) = —xz+rr—y+ely —y) (1.10)
= ay—bz+e(d —2)

y el sistema § = (2/,y/, 2/)

i = oy —2')+e(x—2)
v = =2 +rad —y +e(y—v) (1.11)
o= 2y — b +e(z—-2)

El estado final de los osciladores acoplados Z(t) y Z/(¢) no es ni una ni la otra trayec-
toria, sino una nueva trayectoria comun para ambos sistemas.

1.2 Estabilidad en el movimiento sincronizado

El problema de la estabilidad en sistemas acoplados idénticos (Ec. (1.6)), se trata
a través de la evoluciéon temporal del error de la sincronizacién € = ¢ — &, que verifica:

¢ = f(@30) - f(5,5(1) (1.12)

donde ¥ e ¥ representan los vectores de estado en el sistema de drive y response.

El régimen de CS existe cuando la sincronizacién es asintéticamente estable para
todas las trayectorias posibles §(t) del sistema drive dentro del atractor caético.

El estudio de la estabilidad del movimiento sincronizado posee diferentes alterna-
tivas; nosotros utilizaremos el criterio del promedio de los exponentes de Lyapunov.
En el contexto del acoplamiento drive-response, a los exponentes de Lyapunov se les
agrega el término de condicionales, porque son los exponentes del sistema response ba-
jo la obligacién explicita de que deben ser calculados sobre la trayectoria s(t) [25, 28].
También son llamados exponentes de Lyapunov transversales, ya que corresponden a
la direccién transversal de la variedad de sincronizacién z = y [29, 30].

A veces es posible estudiar la estabilidad de CS a través de la funciéon de Lyapu-
nov. Si existe una funcién de Lyapunov para el sistema, es decir, una funcién L que
verifique:

e L(&)>0VE#D

o L <cove£0



entonces el sistema sera estable. La funcién de Lyapunov da una condicién suficiente
para la estabilidad de la variedad de sincronizacién, mientras que la negatividad del
exponente condicional de Lyapunov proporciona una condicién necesaria. El criterio
de la funcion de Lyapunov da una condicién local para la estabilidad. Este criterio
s6lo se puede aplicar en un nimero limitado de casos, ya que no es posible encontrar
en todos los casos la funcién de Lyapunov. Por este motivo se utilizard otro criterio
de estabilidad, que se basa en separar la parte del error independiente del tiempo de
la dependiente del tiempo, tal que:

¢ = A+ B(Zt) (1.13)

Donde A corresponde a la parte independiente del tiempo y B a la parte temporal
del error. Luego, se exige que la parte real de los autovalores de A sean mayores que
los de B. Esto se cumple cuando:

—Re[\,] > <||P'BP|> (1.14)

donde suponemos que A es diagonalizable, las columnas de P son los autovectores de
A, < > denota el promedio temporal a lo largo de la trayectoria del drive y Re[A,,] es
la parte real del méximo valor propio de A. El criterio de la Ec. (1.14) nos proporciona
una condicién suficiente de la estabilidad global. Los exponentes de Lyapunov no dan
cuenta de la estabilidad local del sistema; por esto Gauthier et al. [29] propusieron dos
pardmetros tal que su negatividad determina la estabilidad global y local del sistema.
Ellos tratan este punto, donde CS es interrumpida en cortos periodos recurrentes de
desincronizacién. Para esto se miden dos pardmetros, el promedio de la distancia a la
variedad (| X | |rms) (rms root mean square) que da cuenta de la estabilidad global,
mientras que el maximo valor observado (| X | |maz) da cuenta de la estabilidad local
del sistema. Tal como se muestra en la Fig. 1.2. El criterio anterior no predice una
desincronizacion local de la variedad.

1.3 Sincronizacién de fase (PS)

La idea cléasica de sincronizacion de fase es tener un par de osciladores periédicos,
de forma que sus fases ¢; 2, posean una relacién n : m, siendo n y m nimeros enteros,
tal que cumplan la condicién nw; — mws = 0, donde w; y we son las frecuencias
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Figura 1.2: Grados de sincronizacién experimentalmente observados en un circuito
cadtico acoplado.

de los osciladores respectivamente. La PS es un acoplamiento débil de osciladores
periddicos, ya que no determina estrictamente la trayectoria a seguir, y su dindamica
se describe por la diferencia de fase (0 = ng — mepa):

0 = Aw—esinf (1.15)
0

donde Aw = nwy — mwg es la diferencia entre las dos frecuencias naturales, y € es la
fuerza del acoplamiento. La sincronizacion se alcanza cuando los parametros cumplen:

AP (1.16)
€

la forma de la regién de sincronizacién se conoce como las lenguas de Arnold [12, 13,

31]. En general, la sincronizacién perfecta de fase y frecuencia se destruye cuando los

osciladores estdn en presencia de ruido £(t) que es inevitable en los experimentos y

en sistemas reales. En este caso, la dindmica se describe como:

0 = Aw—esinf+&(t) (1.17)

En general, el ruido hace que exista una fluctuacién de la diferencia de fase alrededor
del minimo de un pozo de potencial V' (6), teniendo una barrera superior de energia,
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Figura 1.3: (a) Grafico del potencial ondulado V(0) = —0Aw—e cos § para el sistema
de la Ec. (1.15). (b) El ruido hace fluctuar las diferencias de fase 6 e induce los saltos

de la fase.

de manera que ocasionalmente se mueve al minimo vecino. (Fig. 1.3(a)). Se puede
observar cémo el ruido induce saltos de fase de 27, en la Fig. 1.3(b).

Para estudiar la sincronizacién de fase de sistemas cadticos, se necesita determinar
la amplitud A(t) y la fase ¢(t) de la senal cadtica dependientes del tiempo. Para esto,
se considerard una senal analitica de la forma

W(t) = s(t) + i5(t) = A(t)e*® (1.18)

donde 5(t) es la transformada de Hilbert [32].

+oc

_ 1 s(T)

t)y = —PV. —=d 1.19

s = pv. [ (1.19)
— 0o

donde P.V. es el valor principal de la integral de Cauchy. Por ejemplo, se puede

definir la fase como ¢(t) = arctan(y(t)/z(t)) o a través de la seccién de Poincaré,

asocidndole un incremento de fase lineal de 27.

o) = or <k + i) (74 < £ < Tp11) (1.20)
Te+1 — Tk

donde 73 es el tiempo de la k—ésima interseccién del flujo con la seccién de Poincaré.



La frecuencia observada se calcula como
N,
w = lim 27T—tt (1.21)

donde N; es el nimero de intersecciones de la trayectoria de la fase con la seccién
de Poincaré durante el tiempo de observacion t. Este método se aplica a las series
temporales discretas; para eso, por ejemplo en el sistema de Réssler podemos tomar
el maximo de z(t) y en el de Lorenz el maximo de z(t).

El estudio de la sincronizacion de fase de osciladores cadticos en términos de
érbitas periddicas inestables se encuentra en [33, 34].

1.3.1 Sincronizacion de fase de osciladores caéticos acoplados

Cuando una atractor cadtico sincroniza en fase con un forzamiento periddico,
la mayor parte de las orbitas quedan acopladas con la frecuencia forzante; esto se
denomina acoplamiento de fase. Algo parecido debe pasar cuando se acoplan dos
osciladores caoticos; aunque en este caso cada oscilador cadtico contribuye con un
namero infinito de érbitas inestables.

Se utilizara el oscilador de Réssler [8, 10] para analizar la sincronizacién de dos
osciladores cadticos, con un acoplamiento bidireccional. Donde el sistema, drive es:

= —wiyr — 21 + €(wy — x1)
i = Wiz +ap (1.22)
Z1 = f + 21 (11,‘1 — C)

Y el sistema response es:
Ty = —wiys — 2 + (T — T2)
Yo = wyzy+ays (1.23)
Zo = [+ z(r2—c)

Aqui se introducen los pardmetros w? = 1+ Aw’ y w) =1 — Aw y €, que gobiernan
las frecuencias y la fuerza del acoplamiento. Al incrementar el acoplamiento se ob-
serva una transicién a un régimen, donde las fases rotan con velocidades iguales y la
diferencia de frecuencias es, | ¢1 — ¢2 |< cte., Aw = 0.



De esta forma, la PS posee un débil grado de sincronizacién en los sistemas cadticos
en contraposicion con lo discutido para la CS. Para poder apreciar mejor la PS del
oscilador de Rossler, se convierte el sistema original en funcién de la amplitud y
fase, introduciendo un cambio de variables a coordenadas a polares, y considerando
¢ = arctan(y/z) y A = (2% +y*)/2, se obtiene:

A1y = aAygsin® ¢y — 212008 ¢1 + €(Ag1 cos Pa 1 cos P12 — Ay g cos” B o)
$r12 = wig+asingracospra+ % sin ¢1 2

—€ (% COS @12 8in 1 2 — €OS P12 5in ¢1,2> (1.24)
212 = [— 621,; + A1 221208 P12

Se considera que la amplitud y la fase varian lentamente, de forma que ¢1,2 = wot+01 2
[17]. Se tiene:

d(6y — 02) € (A2 | Ar) .
—= = 2_w— = | =+ — 0, — 0 1.25
- w5 TG sin(6; — 0a) (1.25)
cuando las fluctuaciones de las amplitudes son nulas se encuentra que:

(1.26)

0
01 — 60y = arcsin (4Aw A1A2)

€(AT + 43)
Si la fuerza de acoplamiento € es mds grande que el valor critico eps = 4Aw’ A1 Ao/ (A2
+A2), comienza la sincronizacién de fase. Esta idea es parecida a la de sincronizacién
en el caso clésico, sélo que ahora la diferencia de fase fluctia. Esta transicién se ve en
la Fig. 1.4(a). Se enfatiza que en contraste a otros tipos de sincronizacién de sistemas
cadticos, en este caso los campos instantdneos ri1, T9, Y1, Y2 € 21, 22 no coinciden.
Ademas las correlaciones entre las amplitudes z1 y z9 son pequenas como se ve en la
Fig. 1.4(b) aunque las fases son completamente ancladas y altamente correlacionadas.

1.3.2 Sincronizacidon de fase en osciladores con un forzado

Se mostrard esta sincronizacion a través de un oscilador cadtico con un forzado
periédico. El comportamiento sincronizado se ilustra con el sistema de Rossler de la
Ec. (1.27) en régimen cadtico con a = 0.165, w = 0.97, f =0.2, e =0.15y ¢ =10, y
donde . = 1.0 es la frecuencia del forzado.

T = —wy—z+ esin(§t)
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Figura 1.4: Sincronizacién de fase para dos osciladores cadticos de Rossler acoplados
(1.22) y (1.23). (a) Diferencias de fase para distintos acoplamientos € en el tiempo.
(b) Amplitud A; vs Ay para la PS en € = 0.04. Aunque las fases estén acopladas, las
amplitudes permanecen descorrelacionadas.

y = wr+ay (1.27)
2 = f4+zx—0c

Cuando el sistema estd acoplado en fase con una senal periddica forzante, al hacer
una estroscopia de los estados, el forzado restringe a un area al atractor cadtico. En
el espacio de los pardmetros (€2, €) la regién de sincronizacién mostrada en la Fig.
1.5 es muy parecida a una lengua de Arnold de oscilaciones periddicas [12, 13]. Esta
distribucién es relativamente uniforme en el atractor cuando el sistema estd fuera de
la regién de acoplamiento de fase.

Este resultado es de esperar porque se sabe que las fases de osciladores cadticos de
fase coherente se incrementan casi linealmente al igual que las oscilaciones periddicas

33, 34].

1.3.3 Fenomenos de saltos de fase

En la lengua de Arnold (Fig. 1.5) veremos lo que ocurre a lo largo de una linea
horizontal del diagrama, fijando € desde w® = Q.. Es decir, elegimos € para que
corresponda a la mitad de la regién de sincronizacién y observamos como la sincro-
nizacién se destruye cuando se cruza el borde de la lengua de Arnold debido a la
variacién de la frecuencia de forzado. Cuando se incrementa la diferencia w® — Q.
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Figura 1.5: Regién de sincronizacién del oscilador de Rossler con un forzado externo.

aparecen los saltos de fase [35].

La regién de sincronizacién de los osciladores cadticos corresponde a la superpo-
sicién de regiones de acoplamiento de fase de las drbitas periddicas inestables en el
atractor [36]. La PS s6lo se interrumpe cuando la fuerza €2, se acerca a la frontera de
la region de Arnold, con un cambio rdpido de 27. Las dérbitas periddicas inestables
no estan acopladas por la fuerza externa y por esto surgen los saltos de fase.

Al cruzar el borde de la lengua de Arnold, se pierde la sincronizacion y la diferencia
de fase crece inmediatamente. Este crecimiento no es uniforme, sino que aparecen
cambios rapidos practicamente como un salto, y por esto se denominan saltos de fase.

Para entender este comportamiento, hacemos la analogia con el movimiento de una
particula en un pozo de potencial inclinado (Fig. 1.3(a)). La perdida de sincronizacién
corresponde a la desaparicion del minimo local en el potencial. Entonces la particula
se desliza lentamente en esa parte pequena en que el potencial es casi horizontal, y
luego se mueve rapidamente donde el potencial es abrupto, que corresponde al salto
de fase.

Con nuevos incrementos de la diferencia de fase, la duracién de las etapas de
sincronizacién son mas pequenas y el crecimiento de la diferencia de fase es casi

uniforme.



1.3.4 Transicién anémala a la Sincronizacién de fase (ATPS)

Para mostrar esta transicion analizaremos dos casos, el caso comun del oscilador
de Rossler, que nos mostrard una transicién normal, y el caso del modelo de Foodweb,
donde se podra ver la anomalia.

Se utiliza un anillo de osciladores de Rssler no idénticos, acoplados bidireccional-
mente en la segunda variable (cada uno con el siguiente y el primero con el ltimo).
Por la evolucién de cada oscilador, sus frecuencias alcanzan una frecuencia comun
distinta de las propias de cada sistema, llegando a la PS.

T o= —biyi—z

. €

i = bizit+ayi+ Z(yj — ¥i) (1.28)
J

z; = 04+ ($Z - 8.5)%

También consideramos un anillo de modelos Foodweb no idénticos con el mismo tipo
de acoplamiento:

& = a(w; —x0) — Q1Y
. €
Yi = —bi(yi —yo) + a1ziyi — oyizi + - > (Wi —wi) (1.29)
J
z = —c(z — 20)
Definimos:
L
_ w1 id;
z = Re —N;e J (1.30)

donde ¢; es la fase de cada oscilador, el pardmetro R es la amplitud de z y ¥ define
el promedio de la fase del conjunto. Definimos el desorden de las frecuencia como la
desviacién esténdar o(e) de las frecuencias de los osciladores. Al explorar esto en més
detalle, en la Fig. 1.6 Montbri6 et al. [16] comparan la transicién a la sincronizacién
en anillos de sistemas de Rossler y Foodweb. A pesar del hecho que ambos sistemas
tienen una topologia del atractor idéntica se encuentran diferencias fundamentales en
las respuesta a la interaccion. Para el anillo de sistemas de Rossler, como se espera,
o(€) decrece mondtonamente con el incremento de la fuerza de acoplamiento.
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Figura 1.6: Comparacion de la transicién a la sincronizacién en una cadena de
500 sistemas de Rossler acoplados (izquierda) y modelos Foodweb (derecha). Los
osciladores son acoplados en la variable y con una fuerza de acoplamiento € a los
vecinos en un anillo con condiciones de borde periddicas. Los valores iniciales son
aleatorios. Arriba, la proyeccién del sistema desacoplado en el plano (z,y). Abajo, la
desviacion estandar como una funcién del acoplamiento. Los valores de los parametros
para el sistema Rossler @ = 0.15, y para el modelo Foodweb xg = 1.5, yg = 0, 2o = 0.1,
a; = 0.1, ag = 0.6, a = 1.0 y ¢ = 10. Los pardmetros b; son tomados en ambos
sistemas como una distribucién aleatoria uniforme en el rango b; = 0.97 + 0.025.

En contraste, el anillo de modelos Foodweb muestra un comportamiento total-
mente diferente. Al incrementar el acoplamiento el desorden de la frecuencia primero
crece alcanzando la maxima decoherencia para niveles intermedios del acoplamiento.
Sélo para fuerzas de acoplamiento mas grandes, el desorden de frecuencias se redu-
ce nuevamente. Llamaremos este inusual incremento del desorden con la fuerza de
acoplamiento transicion andmala de la sincronizacion de fase 6 (ATPS).



1.4 Sincronizacién con retraso (LS)

En el caso de tener un acoplamiento débil entre dos sistemas no idénticos [17],
en el que se pueda encontrar una relacién entre las amplitudes, es posible obtener
la LS, donde los estados de los osciladores son muy parecidos, pero un sistema tiene
un retraso en el tiempo con respecto al otro. Para ver como se establece esta sincro-
nizacién enfocamos la dindmica de amplitud de la Ec. (1.24); se utiliza un proceso
similar excepto por los términos que contienen ambas fases 612 y las variables z1 o,
de manera que se tiene:

. a €
ALQ = 514172 — 2,’172 COS(’LU()t + 9172) + 5(14271 008(91 — 92) — ALQ)
210 = f—czi2+ A1p21,2 cos(wot + 601,2) (1.31)

donde el forzamiento es cos(wot + 01 2).

Si los dos osciladores son idénticos, cuando € > e.5, se observa sincronizacién
completa 1 — 03 = 0, donde €.s es el umbral de acoplamiento en que uno de los
dos exponentes de Lyapunov positivos cruza el cero y se vuelve negativo. Para un
pequeno parametro de asintonia Aw, se produce un salto de fase no despreciable en
la Ec. (1.26). El estado del sistema queda casi igual pero con un tiempo de retraso
70 = (01 — 02) /wo, es decir:

xo(t +710) = x1(t), y2(t + 70) = y1(t), 22(t + 70) = 21(¢) (1.32)

que es la llamada sincronizacién retrasada.
La LS se describe cuantitativamente por una funcién S(7) que introduce un pro-
medio de diferencias entre las variables x1(t) y xa(t + 7), de manera que:

< (ao(t+7) —21(¢)? >

S0 V< 22(t) >< 23(t) >

(1.33)

y se busca su minimo o = min,S(7) = S(7y). Esta cantidad es similar a la funcién de
correlacién cruzada < (z1(t)z(t + 7)) >, pero S es especialmente conveniente para
mediciones de sincronizacién con retraso de las series temporales en que S(7p) = 0,
con 19 # 0, lo que indica sincronizacién con retraso.

Cuando € se acerca €4, = 0.14, donde efectivamente o alcanza un cero para un
Ty distinto de cero, el sistema se somete a la transicién de sincronizacién retrasada.
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Figura 1.7: llustracién para la sincronizacién retrasada con € = 20. (a) Gréfico
de z1(t) vs. xo(t) muestra que el sistema estd completamente desincronizado; (b)
Gréfico de x1(t) vs. xa(t 4+ 70) con 15 = 0.21, la linea recta exhibe la sincronizacién
retrasada.

Después identificando el tiempo de retraso 1y por esta funcion S, la sincronizacion
retrasada se dibuja directamente por zo(t 4+ 7) frente a z1(¢) que queda restringida
a la diagonal, como se puede ver en la Fig. 1.7. Taherion et al. [37] mostraron
experimentalmente que la sincronizacién retrasada es robusta bajo una perturbacién.

1.5 Sincronizacién anticipada (AS)

La AS es una propiedad de osciladores cadticos idénticos acoplados unidireccio-
nalmente, tales que:

= f(Z) [zeRY (1.34)
sea el drive y el response
j = f@)+e@-gt-7) (yeR" (1.35)

donde € es el acoplamiento y ambos sistemas se sincronizan completamente.

Voss [23] encontré un tipo de variedad de sincronizacién en que z(t) = y(t —7) o
su equivalente y(t) = z(t + 7), donde el sistema response anticipa al sistema drive, a
través de la CS.
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Figura 1.8: (a) Evolucion de x e y, (b) Sincronizacién anticipada para 7 = 16.

Para el sistema (Ecs. (1.34) y (1.35)), la evolucién de la sincronizacién en el
tiempo se mide por A(t) := z(t) — y(t — 7).

Por lo tanto, la variedad de sincronizacién x(t) = y(t — 7) es estable, después de
algin tiempo transitorio. Si el sistema response anticipa a otro sistema drive, y asi
sucesivamente, en una cadena de osciladores se puede predecir para tiempos mayores
que T.

En las simulaciones numéricas hechas para los sistemas de Rissler con doce oscila-
dores acoplados unidireccionalmente, donde se va aniadiendo uno a uno los osciladores
después de un tiempo transitorio T, Voss [38] mostré que el tiempo de anticipacién
se puede extender al agregar mas osciladores y que con ello no se pierde el estado de
sincronizacién del sistema (Fig. 1.8). Siendo los dos primeros osciladores:

B = Wy -z
Yy = WOz + ayy drive
Z21 = f+a(—o
(1.36)
gy = —wlys — 29+ e(z1 — 22(t — 70))
Yo = wr2+ays +e(y1 — y2(t — 1)) response
Z.Q = f + ZQ(.TQ — C) + 6(21 — Zg(t — 7'0))
con los siguientes valores w® = 1.0, f = 02, ¢ = 10 y a 0.15 la variedad de

—

sincronizacién es Z(t) — y(t — 1) = 0, donde & = (x1,y1, 21) € ¥ = (2, Y2, 22).



En [38] se demostré que al aumentar el espacio de fase del sistema drive (conside-
rando una cadena de sistemas drive), se puede lograr que los tiempos de anticipacién
sean multiplos del tiempo de retraso. Ademads, como es natural, el aumento del nu-

mero de osciladores exige un mayor tiempo transitorio para llegar a la sincronizacion
[39].

1.6 Sincronizacién generalizada (SG)

Cuando existe una diferencia esencial entre los sistemas acoplados, se hace dificil
determinar una variedad de sincronizacién. La sincronizacién generalizada (GS) [8,
18] para un acoplamiento unidireccional tiene la siguiente forma:

¥ = F(&)

— -

= Gy, hu(7)) (1.37)

Q.

donde Z es el vector de estado n—dimensional del sistema drive e ¥ es el vector de
estado m—dimensional del sistema response. F y G son los campos vectoriales y el
acoplamiento entre el drive y response es l_“;# (Z). Cuando p = 0 el sistema response es
independiente. Para p # 0 se dice que las trayectorias cadticas estan sincronizadas
en sentido general, si existe alguna transformacién de ¥ — WZ tal que 3(t) = V(Z,t)
en estado sincronizado.

A modo de ejemplo, se toma el sistema de Rossler en la configuracion drive—
response, tal que el sistema drive sea:

1 = —(y1+21)
Y1 = T1+ay (1.38)
s o= fHalz—p)
y el sistema response:
o = —(y2+ 22) + e(x1 — x2)
Yo = To+ays (139)
Z = fH 2z —p)

Donde a = 0.2, f = 0.2y p = 5.7. El sistema response se podra sincronizar regulando
€. Por este motivo, la sincronizacién no se encuentra para todo € como se ve en la Fig.
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Figura 1.9: La proyeccién en el plano (y2,y1) del atractor cadtico generado por las
Ecs. (1.38) y (1.39) para un acoplamiento de (a) e = 0.1y (b) e = 0.2.

1.9 (a). Para e = 0.1 los sistemas acoplados estan débilmente sincronizados, mientras
que para € = 0.2 (1.9(b)) estdn en un CS.

Es posible construir otro sistema response que exhiba una pequena generaliza-
cién del movimiento sincronizado con el drive, por una simple transformacién de las
variables response (x2,ys, 22).

T3 =T, Yz = y2 + B3 + 73 Yy 23 = 29 (1.40)

con =04y ~y=—-0.008. Sustituyendo en la Ec. (1.39) obtenemos:

g3 = —lys+ (1 —B)as — 23] — e(w3 — z1)
ys = x3+02(ys — By —723) + (B+2723)[02 + z3(zs — )] (1.41)
Zz3 = 0.2+ Z3($3 — ,u)

Este nuevo sistema response se puede sincronizar con el drive para € = 0.2, porque
se obtiene aplicando un cambio regular de coordenadas. Sin embargo, en este caso el
movimiento no ocurre en una linea recta como vemos en la Fig. 1.10. Aqui el objeto
atractor de las trayectorias es mas complicado, tanto asi, que se puede tomar como
un signo de un estado no sincronizado. Con lo cual, distinguir cudndo dos variables
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Figura 1.10: La proyeccion en el plano (y1,y3) del atractor cadtico generado por las
Ecs. (1.38) y (1.39) con la transformacién de coordenadas dadas por la Ec. (1.40),
para un acoplamiento de ¢ = 0.2.

estdn sincronizadas de forma generalizada es mas complicado que detectar el estado
CS.

Esta definicion de GS no es la tinica que existe en la literatura, la diferencia se basa
en las propiedades matematicas necesarias para la aplicaciéon W. Se hace la distincién
entre dos tipos de GS, que son llamadas Sincronizacion Débil (WS) y Sincronizacion
Fuerte (SS), que corresponden a los casos en que la aplicacién ¥ es (no es) regular,
en el sentido de ser (no ser) diferenciable [24]. Y sus umbrales se determinan por dos
diferentes exponentes condicionales de Lyapunov.

Kocarev y Parlitz [19] formularon las condiciones necesarias y suficientes para que
ocurra la GS en el sistema (1.37). Como en el caso de CS, la nocién de GS es equiva-
lente a la estabilidad asintética del sistema response. Definimos al sistema, response
asintéticamente estable si limy—.o || 41 (¢, £1(0), 71(0)) — 92(t, Z2(0), 72(0)) ||= 0, don-
de (£1(0),71(0)) y (#2(0),72(0)) son dos condiciones iniciales genéricas del sistema
(1.37) sobre el atractor de sincronizacién. En otras palabras, ¥ = 1(Z) (no necesaria-
mente regular) existe cuando la accién del drive hace olvidar al sistema response sus
condiciones iniciales.

La estabilidad de la variedad de GS se puede determinar del mismo modo que
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Figura 1.11: La linea de puntos corresponde a la evolucién del circuito de Chua y
la linea continua al oscilador de Lorenz. (a) la primera variable tiene la misma sin-
cronizacién de fase, (b) la segunda variable de los sistemas alcanzan la sincronizacién
y (c) la tercera variable no esta sincronizada.

para (S, es decir, por la negatividad de los exponentes transversales de Lyapunov o
el uso de la funcién de Lyapunov.

Para detectar la GS en los experimentos o algunas caracteristicas de la sincroni-
zacién, se utiliza el método de los falsos vecinos mutuos [18] que se explicard en la
seccion 1.11.

1.7 Quasi sincronizacién (Q5S)

Dos sistemas cadticos no idénticos estan en (S si algunas de sus variables estan
sincronizadas y otras no.



Femat et al. [22] acoplaron un sistema Lorenz y un circuito de Chua, bajo el
régimen drive-response. En la Fig. 1.11, se muestran las evoluciones de cada variable,
donde la linea punteada corresponde al circuito de Chua y la linea continua al oscilador
de Lorenz. Para tiempos menores que 50, el sistema no esta sincronizado en ninguna
variable. Sin embargo, se observa que para un tiempo > 50, los sistemas presentan
PS para la primera variable x1, CS para la segunda variable xo y finalmente para 3
se observa que no sincronizan.

1.8 Sincronizacion intermitente con retardo (ILS)

Este fenémeno se identifica con la intermitencia, por las excursiones locales desde
LS. Este tipo de sincronizacion es producido por el hecho que el segundo exponente
global de Lyapunov es negativo, pero de valor absoluto pequeno, de forma que la
evolucién de la dindmica puede conducir al sistema a un regién del atractor donde el
exponente local de Lyapunov sea positivo.

Kocarev et al. [17] han demostrado la conexién entre las transiciones de los
exponentes de Lyapunov y las etapas de sincronizacién para los sistemas de Rossler
acoplados. Los resultados se resumen en la Fig. 1.12. En ella se muestran los
exponentes de Lyapunov, la diferencia promedio de frecuencia Aw, el minimo o de
S(7) y el tiempo de retraso 79, todos frente la fuerza de acoplamiento e. A2 muestra
una PS en epg = 0.036, donde uno de los exponentes de Lyapunov (M) se vuelve
negativo, mientras la transicion a la LS es en €;,¢ = 0.14, después que otro exponente
de Lyapunov hubiese cruzado el cero en € = 0.11.

Nos fijaremos en el régimen de la region 0.11 < € < 0.14 donde ¢ tiene un va-
lor pequenio, pero no es despreciable. El comportamiento tipico de la sincronizacion
intermitente con retardo [17], donde la sincronizacién retrasada se interrumpe inter-
mitentemente por una rotura de la sincronizacion, se puede apreciar en la Fig. 1.13
para ¢ = 0.13. Es muy similar a la pérdida intermitente de CS en sistemas aco-
plados idénticos [40, 41, 42]. Para entender esta rotura en el comportamiento de la
sincronizacién con retraso, volvemos a la Ec. (1.31).

Al introducir las variables con retraso para el segundo sistema Ay = Ao (t 4 7),
Zg = 2z9(t + 7) donde T = (61 — 02) /€, se reduce el sistema de la Ec. (1.31) a dos
sistemas acoplados idénticos bajo una senal drive idéntica y con una perturbacién
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Figura 1.12: Dos osciladores de Rossler vs. el acoplamiento e. (a) Después de la
transicion de PS a epg = 0.036, uno de los exponentes de Lyapunov es negativo. (b)
La transicién LS ocurre con e;g = 0.14, cuando el otro exponente positivo cruza el
cero en eocg = 0.11.

adicional en términos 71 y n2:

A = gfh — 21 cos(St + 01) + %(1‘12 —A)+m

21 = f—cz1+ Ai1z1 cos(Qot + 601) (1.42)
y

/ng = g[lg — Zocos(Qot + 01) + g(Al — flg) + 10

Zy = f— i+ Agzycos(Qot + 601) (1.43)
con

m = g(AQ COS(@l — 92) — Ag) (1.44)
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Figura 1.13: Sincronizacién con retraso intermitente para e = 0.13 .

n = %Al(COS(Ql —0) — 1) (1.45)

Ahora, si se ignoran los términos perturbativos 71 y 72 por un momento, los dos
osciladores idénticos acoplados alcanzan la CS, cuando uno de los dos exponentes de
Lyapunov positivos se vuelve negativo en e.s = 0.11, es decir, A1 = /~12. Finalmente
se observa la sincronizacion retrasada con A; ~ /Ig después de € = 0.14. Mas alla del
punto de transicién e.s = 0.11, la CS del sistema es sensible a perturbaciones de n;
y 12, y el error de sincronizacion A; — A, puede tener una larga excursién de valores
comparables al orden de A; o Ay durante la rotura de la sincronizacién. Se observa
la sincronizacion con retraso intermitente en la Fig. 1.13. Para ma&s detalles en la

Boccaletti et al. [20] muestran la rotura de la sincronizacién retrasada.

1.9 Sincronizacién imperfecta de fase (IPS)

A modo de ejemplo se considera el sistema de Lorenz con un drive periédico de
la siguiente forma:
&t = 10(y —x)
y = re—y—zxz (1.46)
= zy— 2.667z + ecos(Q2t)

Para r = 28, aparecen mesetas para ciertos valores de €2, lo que da origen a una IPS
[21, 43, 44], como se muestra por los saltos de tamano 27 y 47 en la Fig. 1.14.
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Figura 1.14: De Sparrow [27]. Saltos de fase de la sincronizacién de fase imperfecta
en el sistema de Lorenz con un drive periédico.

La razoén para esta sincronizacion de fase imperfecta, estd en el parametro r que
hace coincidir el punto silla (0,0,0) con el atractor caético. De esta forma, la tra-
yectoria disminuye su velocidad considerablemente cuando pasa cerca del punto silla,
mientras la oscilaciéon es mucho mas rapida cuando la trayectoria gira alrededor de
uno o de dos focos inestables.

Debido a la variacién de frecuencias, las regiones de acoplamiento de fase no se
superponen para producir una regién de sincronizacién completa del atractor cadtico.
Para una frecuencia y una amplitud dada de la senal externa del drive, existen cier-
tas érbitas inestables que no son bloqueadas y la sincronizacién imperfecta de fase

caracteriza este comportamiento complicado.

1.10 Definicion de Sincronizacion

En un principio la sincronizacién fue definida por Shraiman et al. y Chaté [45, 46];
habiéndose generalizado y simplificado por Boccaletti et al. [36, 47], siendo este iltimo

formalismo el que presentaremos a continuacion.



Se considera un sistema Z € R™ (m = my + mg) dividido en dos subsistemas,
X € R eY € R™. Se dice que estos dos sistemas estan sincronizados, si cada
evento de un subsistema (y) corresponde a otro evento particular en el subsistema (x).
Se pueden identificar estos eventos con puntos del espacio de fases y la sincronizacién
por medio de una funcién continua X aY tal que un punto particular de X sea
aplicado, univocamente a un punto en Y.

La sincronizacion en experimentos o en simulaciones numéricas, no es tan exacta,
de un determinado Z a un determinado y. La situacién experimental es que z(t) sea
cercano a Z cuando y(t) es cercano a y. Una funcién continua no es necesariamente
una funcién suave, permitiendo sincronizacién generalizada con funciones exdticas.

El primer paso es definir la funcion continua e incluirla de forma consistente con
la dindmica.

Definicién: Una funcién fes una funcién de sincronizacién en (u,?) si (a) 0 =
f(@); (b) es continua en @ y (c) es consistente con la dindmica local (u(t),v(t)),
en el sentido de que si § y € son un par valido para la propiedad de continuidad
(| w(t)—u |< ¢ implica | f(u)—7? |< €), entonces la dindmica es tal que si | u(t)—a |< §
se tiene | v(t) — 0 < €.

En otras palabras, cerca de (@, ?) la funcién f describe bien al subsistema V desde
el subsistema U. Sea B la cuenca de atraccién de un atractor A de un sistema dindmico
Z C R™ y P1 v Ps son las proyecciones desde R¥1192 3 R% y a R%2 respectivamente.

Definicién: Para una determinada funcién dada F : R™ — R%+d2 un sistema
dindmico Z C R™ contiene subsistemas localmente sincrénicos en 7 € A si V z0 €EB
existe un tiempo T tal que para ¢t > T existe una funcién de sincronizacién en (o =
P1(F(2)), v = Pa(F(2)))-

Esta definicién de sincronizacién local es importante en fenémenos como ILS, que
estdn intimamente relacionados con las propiedades de la estabilidad local del flujo
en el atractor cadtico.

La definicién anterior da una funcién asociada a cada par sincronizado (@, 0), pero
ésta puede serd diferente para pares distintos. Los pares d y ¢ validos no tienen una
relacién particular en las diferentes funciones de sincronizacion.

Una funcién simple que aplica la proyeccion U de F(A) [P1(F(A)) = U] a la
proyeccién de V de F(A) [P2(F(A)) = V] puede ser obtenida, como afirmaremos en el
teorema de abajo. El rasgo esencial que necesitamos anadir es un conjunto de puntos
de sincronizacién sobre el atractor que provean de una propiedad de cubrimiento.



Definicién: Si {u;} es un conjunto de puntos de Uy {fi} es un conjunto de
funciones continuas, con cada f; asociada a un u;, de U a 17, entonces las funciones
suministran un recubrimiento con continuidad de U , 81 V e >0 el conjunto de todos
los §; vélidos asociados con e (uno para cada par (u;,f;)) recubre el conjunto U.

El siguiente teorema de Boccaletti et al. [47] nos suministra la dnica funcién de
sincronizacion.

Teorema: Si un subsistema U contiene un conjunto de puntos de sincronizacién
{ul} y las funciones asociadas {f;} suministran un recubrimiento con continuidad en
U entonces existe una funcién de sincronizacion unica y global, f : U—V.

1.11 Métodos de deteccion de la sincronizacion

Mientras que la CS se detecta facilmente al visualizar la diferencia entre las dos
series temporales, la identificaciéon de otros tipos de sincronizacién con interdepen-
dencias débiles no es sencilla. El método més conocido para buscar interdependencias
entre dos series de muestras de datos x; e y; con un paso de tiempo At, es calcular la
funcién de correlacién cruzada (considerando el tiempo de retraso 7 = [At)

C(X,Y,1) = <[(zi—<zx>)(yig—<y>)| > (1.47)

donde < - > es el promedio temporal. Es importante enfatizar que C(X,Y,7) mide
sélo la interdependencia lineal entre las series temporales. La medicién de la inte-
raccion no lineal, concepto de la teoria de la informacién, se consigue mediante la
informacién mutua:

I(X,Y) = H(X)+H(Y)-H(X,Y) (1.48)

que se basa en las entropfas de Shannon H(z) y H(y) de ambas series temporales y
la entropia H(X,Y) junto a la funcién de probabilidad, como describe Pompe [48].
Muchos métodos modernos para el andlisis no lineal de series temporales mul-
tivariadas se basan en la asuncién que determina la dindmica responsable de series
temporales complejas [49, 50]. Segtn el teorema de reconstruccién de Takens [51], la
estructura de la dindmica en el espacio de fases se despliega y reconstruye equivalen-
temente en un espacio de dimensién alta desde una tnica serie temporal escalar. A

menudo los vectores en el espacio de reconstruccién m dimensional se pueden construir



por un tiempo de retardo (por ejemplo, T = [At) como:

Xi = (Ii, L]y oeny xi,(m,l)l) (149)
Para miltiples series de tiempo, los pardametros de reconstruccién m y [ pueden ser
diferentes y a menudo podran ser cambiados individualmente por X e Y. Para més
detalles sobre la optimizacion de estos pardmetros se puede consultar las referencias
Abarbamel et al. [49] y Kantz et al. [50]. Se proponen muchos métodos para reducir
el ruido, y se usan cantidades invariantes, como los exponentes de Lyapunov \; o las
dimensiones D;. Se realizan predicciones de series temporales y se pueden construir
modelos locales o globales.!

Ademas de estos métodos generales de andlisis de datos no lineales, se han desa-
rrollado recientemente técnicas especiales para el andlisis de sincronizacién. A conti-
nuacién hacemos un resumen de estos métodos para las sincronizaciones generalizada
y de fase [36].

1.11.1 Sincronizacion generalizada

Se considera un sistema compuesto de dos sistemas acoplados con sefiales escalares
z(t) de dimensién m; e y(t) de dimensién ms. Construimos un espacio global de
dimensiéon m = my + ma [52].

x(t)

x(t — 1)

5 B x(t — (m1—1)m)
Z(t) = o(t) (1.50)

y(t — m2)

y(t — (m2 — 1)72)
Es necesario ampliar el teorema de los falsos vecinos mas préximos propuestos por

Rulkov et al. [18] y Cenys et al. [53], donde Z € R™ es un vector cuyas componen-
tes son los escalares z,y con un tiempo de retraso 71,7 y para considerar todas la

1Un programa de anilisis de series temporales no lineales, es el TISEAN 2.1 que se encuentra en
http://www.mpipks-dresden.mpg.de/~tisean



variables m—dimensionales zZ; donde j = 1,--- , N con N el nimero de mediciones dis-
ponibles. Cada dato Z; (22) se asocia con Zyn, (Znn;,) su primer vecino més préximo

en un radio §, de modo que tengamos Z\) (2(1) ) su primer vecino més préximo
; q g NNy NN, p P

asociado a z y 2](33\,1 (2](\?3\,2) su primer vecino asociado a y. Para cada par z1, Zyn, se
calcula la distancia [54, 55, 56]. A continuacién se aumenta la dimensién en 1, para
saber si es un falso vecino, tomando el incremento sélo en una variable = o y y se
cuentan las parejas de falsos vecinos Ni(m) y Na(m). Cuando Ny y Ns son cero, se
obtiene la dimensién de m.

En este momento, se busca una funcién entre los dos subespacios m; y mo. Se

*, con su correspondiente §* de mo. Hay que notar que

considera el valor de mq, &
la tinica componente que siempre tiene el mismo tiempo es z(t) e y(t). T* = z(t) y
g* = g(t), se introduce un entorno de y con un radio d; y se busca una relacién entre
f 2z — y. Elegimos §1 y d2 positivos. Si todas las imagenes de los n vectores que
entran en el entorno de £* de radio s, entran también en el entorno de g* de radio §;

hemos acabado, en caso contrario, se disminuye d>. Para el entorno B la probabilidad

es
m
P(B) = — 1.51
B = (151)
y la probabilidad de que los n puntos estén en el espacio m es:
Pu(B) = (@)” (1.52)
n

Ahora se busca la probabilidad de que N — m puntos estén en B, utilizando la dis-
tribucién binomial d(N — m, m, P(B)) = K [57] y se define

(1.53)

P,(B) 0 no existe una funcién, faltan puntos
1 si existe una funcién, esta asegurada

1.11.2 Direccion del acoplamiento

Debido a las diferentes configuraciones del acoplamiento, la interdependencia entre
X e Y puede ser asimétrica, como el acoplamiento unidireccional de X a Y, Y es
afectado por X, mientras X no estd influenciado por Y. En otro caso, consideraremos
un acoplamiento bidireccional X a Yy de Ya X.

Se determina la direccién del acoplamiento por las mediciones basadas en la re-
construccion en el espacio de estado.



Para un acoplamiento unidireccional desde X a Y, cuando el acoplamiento es débil
se puede predecir de Y a X pero no al revés y de esta forma se detecta la relacion
entre el drive y el response, al utilizar la prediccion mutua descrita por Schiff et al.
[57]. Cuando se observa una GS a partir de una prediccién bidireccional mutua, el
acoplamiento unidireccional no se diferencia del bidireccional. Por tanto, se debe
conocer desde un principio si el acoplamiento es unidireccional. La prediccion mutua
bidireccional implica una GS.

Un método para detectar la geometria de un acoplamiento drive-response bajo
GS se encuentra en [58].

1.11.3 Sincronizacién de fase

Para detectar la PS, se busca la correlaciéon entre fases en las series temporales
anteriores. Para ello, se calcula la fase utilizando un filtro. Dada una senal analitica
V(t)

V() = A@)e?Y =z(t) o F(t) (1.54)

donde ® denota la convolucién, el registro de la fase es un problema de filtrado
de la senal. Una eleccién puede ser un filtro de tipo Gaussiano alrededor de una
frecuencia caracteristica 1y con un ancho o, por ejemplo, F(t) = \/LQ—Wexp[—iuot +
0%t /2]; DeShazer et al. [59] discuten esta definicién de la fase.

Con los registros de fase y frecuencia, se detecta la sincronizacién. Debido a
diversos efectos, se encuentra un limite de la sincronizacién de fase apareciendo la
sincronizacion imperfecta y ruido. Las fases no estan acopladas perfectamente: a
menudo se interrumpen por saltos de fase. Schéifer et al. [60] presentan algunos
métodos para detectar la PS con ruido de fondo.

o Analisis de diferencia de fase

Los periodos del acoplamiento de fase se manifiestan por la de diferencia A¢y, ,, =
ng, — mae, constante. Sin embargo, debido al ruido o fluctuaciones cadticas de
la senial, no se detecta facilmente, y por tanto, se analiza la distribucién de los
ciclos de diferencia de fase A®,, ,;, = Ay mod 27, donde los maximos locales
indican las diferencias de fases entre los sistemas. Tass et al. [61] proponen las
medidas de n : m indices sincronizados, en base a la entropia de Shannon. Otro



indice se basa en la probabilidad condicional ;. Los intervalos de las dos fases
¢z Y ¢y, [0,n27] y [0,m27], son divididos en N compartimentos. Para cada
compartimento [, se calcula:

1 i

nt) = 7 elov(t=7) (1.55)
para todo j tal que, ¢,(t;) pertenezca al compartimento [, siendo M; el ni-
mero de puntos en [. Se promedia 7;(t;) sobre N y se determina el indice de

sincronizacién:

N
1
M = 3 D01 lts) | (1.56)
=1

que tiene un valor entre 0 y 1. También se define otra cantidad basdndose en
la diferencia de fase A®,, ,, como:

Aom = <sin?Ad,,, >+ < cos> Ad,, , > (1.57)

La informacién mutua entre las distribuciones de las fases ¢, y ¢, se calcula
como medida cuantitativa del grado de sincronizacién de fase [47, 62].

Razon de frecuencia instantdanea

Para sistemas sincronizados, la razén (n : m) podra fluctuar alrededor de un
nimero racional. Su ventaja es que no existe necesidad de buscar los valores
adecuados de n y m. Sin embargo, debido al ruido, a la no estacionariedad y los
cortos intervalos de los episodios de sincronizacion, podriamos no ser capaces de
distinguir la sincronizacién de la coincidencias ocasional de frecuencias, y este
método puede ser usado solamente en adicion al andlisis de las diferencias de
fase.

Construyendo un sincrograma,

Este método utiliza la idea de una fase estroboscépica: cuando el ciclo de fase
de un sistema alcanza un cierto valor fijo # en un momento tx, por ejemplo,
or(ty) = 0, la fase ciclica de otro sistema se dibuja vs. ¢ para construir un
sincrograma de orden m, es decir:

U(ty) = o¢y(ty) mod (2mm) (1.58)



En esta presentacién grafica, la sincronizacion n : m puede ser visualizada
mediante n rectas horizontales distintas y las transiciones entre las diferentes
razones de acoplamiento de fase pueden ser resaltadas, lo que es extremada-
mente 1til para la aplicacion a datos bioldgicos donde la no estacionariedad es

frecuentemente fuerte.






Capitulo 2

Fenomenos estudiados en
cadenas y campos

Un sistema extenso, en una primera aproximacion se puede describir como un
conjunto de sistemas cadticos conectados por medio de un determinado acoplamiento,
que puede ser local o global. La sincronizacion espacio temporal del caos para estos
sistemas ha sido estudiado para poblaciones de sistemas dindmicos acoplados [63],
para sistemas hamiltonianos acoplados o elementos biestables [64], redes neuronales
[65], mapas discretos de tiempo con el principal campo global acoplado [66, 67], y
para otras muchas situaciones que seran resumidas a continuacion.

Se han estudiado intensivamente fendmenos colectivos en redes de osciladores pe-
riédicos acoplados, modelando la descripcién de problemas fisicos [68, 69, 70, 71, 72,
73] y bioldgicos [74, 75, 76]. Los osciladores acoplados se utilizan en modelos més

generales en medios fuera del equilibrio [77, 78].

En la evolucion en el tiempo de sistemas extensos en el espacio, la dindmica puede
dar lugar a caos espacio-temporal, formacion de patrones e interfaces. Se contempla
la evolucién de sistemas complejos, secuencias genéticas y procesos de sincronizacion.
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2.1 Sincronizacién global y de grupo en un conjunto de
sistemas acoplados idénticos

En un conjunto de sistemas cadticos idénticos acoplados se observa que pueden
sincronizar globalmente (CS) o parcialmente (Sincronizacion de grupo). El sistema
fue introducido originalmente por Kaneko [79] para estudiar la dindmica colectiva en
largas poblaciones de osciladores cadticos idénticos acoplados

N
€
zin+1) = (1-of(zin)) + 5 > f(xi(n) (2.1)
j=1
donde, i = 1,--- , N es el indice espacial, z;(n) es la variable de estado discreta en el
tiempo n = 0,1, ..., € es el acoplamiento y f(z) = ax(1 — z) (la aplicacién logistica).

Pecora et al. [80, 81, 82] consideran N osciladores idénticos acoplados difusiva-

mente con condiciones de contorno periddicas

Qlj = f(u]) + EE(uj_H — 2u]' + u];l) (2.2)
donde j = 0,1,..., N—1,u; € R", la funcién no lineal f : R" — R" es una funcién no—
lineal, € es un pardmetro escalar de acoplamiento, y E = diag(ey, ..., e,) una matriz

diagonal constante de difusién con elementos 0 < e¢; < 1. El régimen de sincronizacién
global corresponde a un estado espacial homogéneo ug = u; = ... = uy_1 que define
una variedad de sincronizacién invariante M. En M la dindmica se gobierna por la
ecuacién de osciladores desacoplados $ = f(s). La estabilidad del estado sincrono se
determina por linealizacién de la Ec. (2.2) sobre s(t). Se llega a:

§ = Df(s)+eB(&1 — 26+ &) (2.3)

donde & = u; — s, Df(s) es el Jacobiano de f en s(t). Las Ecs. de estabilidad
lineal (2.3) se pueden diagonalizar por la expansién en modos espaciales de Fourier,

& = (1//(N) Spy mrexp(—2mijk/N). De esta forma se encuentra:
i = [Df(s) — desin®(wk/N) Bl (2.4)

donde £ =0,1,..., N — 1. Resolviendo la Ec. (2.4) para una determinada f(s) y una
solucién s(t), se pueden obtener todos los exponentes de Lyapunov que determinan
la estabilidad de la variedad de sincronizaciéon M. En [80, 81] se encontré que para



el sistema de Rossler acoplado, al incrementar el acoplamiento se puede adelantar
el desestabilizamiento del estado sincrono. FEste fenémeno se llama bifurcaciéon de
longitud de onda corta.

Se ha observado la sincronizacién global o de grupo en conjuntos de sistemas
idénticos, el fenémeno de antifase y la sincronizacién de fase antifase [83, 84, 85, 86,
87]. Estos tipos de sincronizacién son definidos por la existencia de una variedad
invariante lineal transversal estable. Tal sincronizacién de antifase se observa en
un sistema de osciladores acoplados donde todas las variables correspondientes a
los osciladores son iguales con signo opuesto. En la sincronizacién fase—antifase, un
conjunto de las variables correspondientes es igual, mientras el otro es igual pero con
signo opuesto.

2.2 Fenémeno de sincronizacion en poblaciones de osci-
ladores acoplados no idénticos

El estudio de comportamientos cooperativos en conjuntos de osciladores cadticos
ha llegado a ser muy atractivo, ya que, se ha demostrado que los tipicos fenémenos
en redes con un acoplamiento periddico son similares a los sistemas cadticos [63, 80,
88, 89, 90, 91, 92]. Aqui se tratara la descripcién de los efectos de la sincronizacién
en conjuntos de osciladores cadticos no idénticos acoplados.

Como en el caso de conjuntos pequenios (dos elementos) de sistemas cadticos aco-
plados, todos los tipos de sincronizacién se pueden encontrar en conjuntos grandes
(cadenas). Para demostrar el tipico fenémeno en tales conjuntos, estudiaremos cade-
nas de osciladores de Réssler.

2.2.1 Sincronizacion de fase en una cadena de osciladores de Rossler
no idénticos

En una cadena de osciladores continuos, la PS de elementos acoplados, es similar
al fendmeno de sincronizacién de redes de sistemas periédicos y cadticos. Presen-
taremos los resultados de una cadena de osciladores de Rossler no idénticos con un
acoplamiento difusivo a los vecinos méds préximos [93]. El modelo de esta cadena se
escribe como el siguiente conjunto de ecuaciones diferenciales ordinarias:

. _ 0
Ip = —WpUn — 2n



yn — ngn + ayy, + e(yn—i-l - 2yn + yn—l) (25)
Zn = 044 (z, —85)z,

donden = 1,..., N son los niimeros de los osciladores de la cadena y € es el coeficiente

0

n, corresponde a la frecuencia natural de cada osci-

de acoplamiento. El parametro w

lador individual. Se introduce un gradiente de distribucion de frecuencias naturales

wg = w(l) + d(n — 1), donde § es una frecuencia pequena entre sistemas vecinos. La

distribucién aleatoria de las frecuencias naturales esta en el rango [w!, w{ +&(N —1)],
se consideran las condiciones de contorno como libre-libre:

yo(t) = wilt)  ynva(t) =yn(t) (2.6)
En este sistema la fase se define por:
¢n = arctan(yn/zy) (2.7)

y la amplitud se define como:

A, = V2242 (2.8)

Se puede calcular la diferencia de fase entre los osciladores vecinos como ¢, — @, 41.
Si esta diferencia de fase no crece con el tiempo, se obtiene un acoplamiento de fase
1:1. Una condicién débil de sincronizacion es la coincidencia de los promedios de
frecuencias parciales definidas como:

$n(T) = ¢n(0)

Wp = < ¢p>= lim 2.9
2 = <du>= tim 2T (29
La frecuencia de oscilaciones cadticas w,, se puede calcular como:
M7
wp = lim 2r—L 2.10
" T—o0 T ( )

donde M7 es el nimero de rotaciones del punto de fase alrededor del origen durante
el tiempo T. Para el atractor de Rossler, las estimaciones de las Ecs. (2.9) y (2.10)
practicamente coinciden.

En simulaciones numéricas realizadas en una cadena de 20 a 50 osciladores, la
principal cantidad calculada son las frecuencias w,. Generalmente, al incrementar
el acoplamiento todas las frecuencias w, llegan a ser iguales; esto se denomina F'S.
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Figura 2.1: Transicion suave a la sincronizacién global en una cadena de osciladores
de Rossler, para 6 =2-10"* y wy = 1.

Mientras en el caso de osciladores periddicos acoplados, el régimen de sincronizacion
global en la cadena Ec. (2.5) puede aparecer en dos formas, dependiendo de la
frecuencia relativa J/w{. Bajo estos dos escenarios, se describen las transiciones
como suave y fuerte de la siguiente forma:

e Primero se considera el caso de un pequenio rango de frecuencia §/w) < 1. Se
observa una transicién suave a la sincronizacién global (Fig. 2.1). En esta tran-
sicién las amplitudes de los osciladores permanecen cadticas. Como se muestra
en [10], la PS aparece en un sistema de dos osciladores acoplados con el mismo
espectro de Lyapunov, cuando uno de los exponentes cero pasa a ser negativo,
mientras el otro permanece positivo. Para una cadena de N osciladores tenemos
N exponentes de Lyapunov positivos decrecientes y se alcanza PS cuando un
exponente se hace cero, y el resto (N — 1) se vuelven negativos.

e Para el caso de un rango de frecuencia §/w; grande, se encuentra la transi-
cién a la sincronizacién a través de grupos sincronizados, es decir, da lugar a
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Figura 2.2: Transicion fuerte a la sincronizacién global en una cadena de osciladores
de Réssler, para 6 =9-107% y wy = 1.

una transicién fuerte (Fig 2.2). Con el incremento del acoplamiento el ancho
de los grupos crece, y en paralelo, el nimero de grupos decrece y finalmente,
se encuentran dos grupos. Se espera que al seguir incrementando la fuerza de
acoplamiento se alcance la sincronizacién global. Cuando el parametro de aco-
plamiento € crece, decrecen los exponentes de Lyapunov positivos. Una medida
de las diferencias de fase instantdneas entre osciladores vecinos, es la cantidad:

¢n—|—1(t) B ¢n (t>

.. 92 5 )

sp, = sin”(

(2.11)

Llamamos defectos a los minimos de la amplitud local, que coinciden con los
méximos s,, y aparecen regularmente en las posiciones de la cadena [93].

Consideramos los efectos de la PS que ocurre en una cadena con una distribucién
aleatoria de frecuencias naturales. Como en el caso del incremento lineal de frecuen-

cias, el régimen global sincronizado llega por via de la formacién de grupos (transicién



fuerte). La diferencia esencial es que para la misma diferencia pequena de frecuencias
parciales w,,, la sincronizacion global aparece para valores considerablemente menores
del acoplamiento que en el caso de una distribucién lineal [94].

Los efectos presentes de PS en elementos de cadenas de osciladores cadticos aco-
plados lleva a la idea de que PS es un fendmeno universal de los sistemas cadticos
acoplados y es similar a la sincronizacion de redes de osciladores periédicos. Recien-
temente, han sido investigados los limites de un conjunto de fase acopladas en una
cadena de osciladores caéticos acoplados unidireccionalmente de Rossler [94].

2.2.2 Sincronizacion en sistemas extensos continuos

En esta seccién se hard un nuevo andlisis de sistemas continuos espacio—temporales,
es decir, sistemas modelados por ecuaciones diferenciales en derivadas parciales. La
sincronizaciéon de campos continuos extensos ha sido estudiada en varias situaciones
diferentes [92, 95, 96, 97, 98]. Se analizard el caso de dos campos obedeciendo una
ecuacién compleja de Ginzburg-Landau unidimensional (CGL), con pardmetros idén-
ticos [99, 100] y distintos. En este tltimo caso se hace posible una comparacién entre
acoplamientos bidireccionales [101, 102], acoplamientos unidireccionales [103] y for-
zados externos [104]. La relevancia de CGL proviene del hecho de que esta ecuacién
es conocida como un modelo universal cerca de una bifurcacién de Hopf [105].

Se describira cada acoplamiento simétrico bidireccional entre dos campos no idén-
ticos dimensionales, por la ecuacién CGL:

Ajg = Aig+ (1 +i012)0%A10 — (1 +1iB12) | A1 |* +e(x)(Ag1 — A1) (2.12)

donde A;2 = p12(x, t)ei‘l’lﬁ(w’t) son dos campos complejos de amplitudes p1,2 y fases
?1,2 8§A1,2 es la segunda derivada de A; 5 con respecto a la variable espacial 0 < z <
L, L es la extensién del sistema, o 2, 81,2 son los pardmetros de control reales, e(x)
es el factor de acoplamiento distribuido en el espacio y sobre los bordes consideramos
condiciones de contorno periédicas.

En [100], se encuentra la sincronizacién de dos CGL idénticas (o = ag, f1 = [B2)
como un resultado de un acoplamiento en un niimero finito N. de controladores, es
decir, con una funcion de acoplamiento determinada por:

Ne

e(z) = Y eb(x—a;) (2.13)

i=1



donde z; indica la posicién donde actia i—ésimo acoplamiento. Consideramos que 9
es una funcién definida en un entorno de cero.

La Ec. (2.13) indica que el acoplamiento actia sélo en puntos discretos de la
malla, que estd igualmente espaciada en (z; — ;-1 = £). De hecho, perturbando la
Ec. (2.12) con un acoplamiento del tipo de la Ec. (2.13) no se encuentra ningin
efecto: § perturbaciones en el espacio no son capaces de modificar cualitativamente el
desarrollo de las soluciones de las Ecs. en derivadas parciales. El motivo es porque en
la Ec. (2.13) ¢ no es la funcién ¢ de Dirac, sino que el acoplamiento en la posicién z;
estad extendido sobre todo el espacio. Esto es importante de resaltar, ya que este es el
caso en aplicaciones practicas, donde los controladores tienen en general un tamano
finito. Una posibilidad es considerar el espacio localmente extendido de controladores,
y estudiar la extensién de la malla, asi se puede seleccionar la extension espacial de
los controladores [100, 101, 102].

Boccaletti et al. [100] muestran que un nimero finito de controladores es suficiente
para detectar CS de dos sistemas idénticos, en una via robusta donde cada controlador
sea ubicado aproximadamente a dos longitudes de correlacién (€ < 2¢.).

En la Ref. [101] se extiende el estudio a la sincronizacién de dos campos desde
diferentes dindmicas (a; # a2, 1 # [2), en este caso la funcién del acoplamiento
fue extendida sobre los N puntos de la malla (e(z) = €). En este tltimo caso, se
observa una transicién desde la no sincronizacion a CS mediante un estado parecido
a la PS. El estado de intermitencia de la PS se ha caracterizado en [103] para el
caso de un acoplamiento unidireccional. El andlisis espacio—temporal de Fourier de
este estado indica que el fenémeno de sincronizaciéon tiene principalmente un com-
portamiento temporal méas que espacial y la etapa intermedia estd caracterizada con
grandes variaciones de frecuencias en el tiempo de los sistemas [102].

La sincronizacién entre sistemas no idénticos se puede alcanzar con un acopla-
miento discreto, es decir, un acoplamiento extendido sdlo en algunos de los puntos de
la malla. Este es un hecho posible en el limite £ < &. con tal de que la fuerza de aco-
plamiento ¢ se incremente de forma proporcional cuando el nimero de controladores
decrece.

Las propiedades de CGL en la ausencia de acoplamiento en regimenes cadticos
se pueden identificar por las ecuaciones (2.12) dependiendo de los pardmetros («,
B) [106, 107] y de las propiedades de estabilidad de las soluciones de ondas planas
A, = /1 g2eilertwt) (1 < ¢ < 1, donde ¢ es el ntimero de onda en el espacio



de Fourier, y w = —3 — (a — 3)¢?) es la Ec. de dispersién de las ondas planas. En
particular para af > —1 existe un valor critico g. = 4/ M%, tal que, todos
las ondas planas en el rango —q. < ¢ < ¢. son linealmente estables. Estas ondas se
vuelven inestables fuera de este rango, por un mecanismo llamado inestabilidad de
FEckhaus. Por lo tanto, todas las ondas planas se vuelven inestables cuando cruza
desde abajo la de linea de Benjamin—Feir a8 = —1. Identificamos sobre esta linea
bicaos y dos diferentes estados turbulentos [106, 107], la llamada turbulencia de fase
(PT) y la turbulencia de amplitud (AT).

Figura 2.3: Espacio eje horizontal y tiempo eje vertical. p; para las figuras (a, c, e,
g) v p2 para las figuras (b, d, f, h). Los pardmetros son a1 = a9 = 2.1, f1 = —-1.2 y
B2 = —0.83. (a) y (b) corresponden a e = 0.05, (¢) y (d) ae =0.14, (e) y (f) ae = 0.2
y finalmente (g) y (h) a e = 2.0.
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Figura 2.4: Indicadores de la sincronizacién (a) Numero total de defectos Nd frente
a la fuerza de acoplamiento para A; (linea continua) y As (linea de puntos), (b)
Indicadores de modulo (linea solida) y fase (linea de puntos) frente a e.

La PT es un estado caracterizado por la evolucién cadtica de la fase, mientras los
cambios de amplitud son suaves. Por el contrario, en AT la dindmica de amplitud
llega a ser cadtica, las grandes oscilaciones de la amplitud causan ocasionalmente la
aparicion de defectos espacio-temporales en el punto donde la amplitud localmente
tiende a cero.

Esto implica que elegir en la Ec. (2.12) parametros suficientemente distintos en las
ecuaciones que gobiernan los campos A; 2 es equivalente a seleccionar las evoluciones
desacopladas de los dos campos para ATy PT respectivamente.

La Fig. 2.3 representan los patrones de la evolucién espacio—temporal de p; (a, ¢,
e, g) vy p2 (b, d, f, h). Para un pequenio acoplamiento € A; y Ay no sincronizan (Fig.
2.3(a,b)). Al incrementar el acoplamiento (Fig. 2.3 (¢, d)), los dos sistemas llegan al
estado AT y aparecen defectos (po = 0) en el sistema A,. Al seguir aumentando el
acoplamiento (Fig 2.3 (e, f)), los dos sistemas presentan una sincronizacién PT'y no se
encuentran grandes defectos. Si nuevamente se incrementa el acoplamiento (Fig. 2.3
(g, h)), los dos estados tienen una CS, y aparece la creacién—aniquilacién de defectos.
Una posible explicacion seria que las dos dindmicas para A; y Az no son compatibles
y la dindmica combinada del estado sincronizado, debido a esta incompatibilidad, ha
de ser de tipo intermitente.

Para describir el escenario anterior, se necesita introducir algunos indicadores



cuantitativos: El nimero de defectos Nz como una funcién de e (ver Fig. 2.4(a)),
El promedio (en espacio y tiempo) de la diferencia de los médulos

<\P1*P2\>

<Ap> = 2.14
g prtp (2.14)
y el mismo promedio para la diferencia de fase
| $1— ¢2 |
<Ap> = < ——m—— > 2.15
ol 6] 219

La Fig. 2.4(b), muestra que la diferencia de mddulos (linea continua) decrece mucho
mas rapido que la diferencia de fase (linea de puntos), con respecto al incremento del
acoplamiento, y por lo tanto, se puede decir que primero sincronizan los defectos y
luego aparece la CS [101].






Capitulo 3

Inestabilidad convectiva

El analisis de estabilidad lineal de la dindmica cadtica se relaciona con el problema
de como medir la divergencia de las trayectorias cercanas [108]. En sistemas extensos,
la dependencia espacial de la variable de estado impone que consideremos también el
fenémeno de propagacién de las inhomogeneidades espaciales [109].

Se han introducido dos indicadores dindmicos para caracterizar los diferentes efec-
tos. El primero corresponde a la tasa de crecimiento temporal de una perturbacion
en el espacio, donde se utiliza el método estandar para determinar el espectro de los
exponentes de Lyapunov, calculando luego los exponentes transversales de Lyapunov,
midiendo asi la separacién entre el sistema drive y response.

El siguiente indicador es la tasa de crecimiento espacial en un determinado tiempo.
Deisser y Kaneko [110], introdujeron los llamados exponentes convectivos, concebidos
para cuantificar la tasa de crecimiento de una perturbacion que se mueve en un sistema
de referencia inercial. El exponente espacial (convectivo) se utiliza para conocer las
propiedades de localizacién de los vectores convectivos y caracterizar las propiedades
de estabilidad en sistemas de flujo abierto (es decir, sistemas con un acoplamiento
asimétrico espacial).

Comenzamos esta primera parte, con la observacién de una perturbacién, anali-
zando la tasa de crecimiento temporal A\. A continuacién andlogamente se describe
que corresponde a la tasa de crecimiento espacial.
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Figura 3.1: Divergencia de dos trayectorias partiendo de x(t) y z(t) + 6(¢).

3.1 Exponentes de Lyapunov

El objetivo de estos exponentes es medir la sensibilidad de las condiciones iniciales
de un sistema dindmico. Esto se hace mediante una funcién exponencial, donde el
exponente (\) determina la tasa de divergencia de las érbitas que comienzan desde
puntos muy proximos.

El movimiento de una trayectoria sobre un atractor cadtico es sensible a las condi-
ciones iniciales. De esta forma dos trayectorias que inicialmente estan juntas, rapida-
mente divergen una de la otra y sus estados futuros son muy diferentes. Lo ilustramos
en la Fig. 3.1, donde z(¢) es un punto en el atractor a tiempo ¢, x(t) + d(¢) es un
punto cercano, y 6(t) es una pequena separacién del punto inicial.

Se analiza el crecimiento de la separacién 4(t), que es:
5(t) ~ dpe (3.1)

Esto indica que dos trayectorias préximas se separan o se acercan exponencialmente,
dependiendo de si A es positivo o negativo. El nimero A es llamado el exponente
de Lyapunov. En realidad, en un sistema n—dimensional se encuentran n exponentes
de Lyapunov, que dependen levemente de la trayectoria de estudio. El promedio
sobre diferentes puntos de la misma trayectoria determina el verdadero valor de A.
Cuando al menos un exponente es positivo, el sistema resulta ser caético, ya que las
trayectorias se separan a medida que avanza el tiempo.



Para derivar un calculo preciso de A, supondremos que estamos iterando una apli-
cacién (mapa) f real de variable real [111]. Los resultados analiticos que obtengamos
los trasladaremos al caso continuo.

Sea 6, = f"(xo + do) — f"(x0), donde f™(zp+ do) v f™(zp) son puntos cercanos,
recordando que §(t) = §pe se obtiene:

Aor Lt (3.2)
n do

_ ;ln‘f"(ﬂcowgg—f”(xo) (3.3)

= (/") (o) (3.4)

Se considera el limite d9 — 0 en el paso anterior. De esta forma, el término en el
interior del valor absoluto se puede expresar como:

n—1
(™ (o) = T /(@) (3.5)
=0

entonces
n—1
A~ —In Hf/(%) (3.6)
n—llzo
= = In|f'(z)| (3.7)
=0

si n — 00, se define el exponente de Lyapunov para la d6rbita partiendo de xo:

1 n—1
A= lim {n;mu’(mi)\} (3.8)

Notemos que A depende de zy. Sin embargo, esto es igual para todo xg que
pertenece a un determinado atractor. Para puntos fijos y ciclos estables, se encuentra
un A negativo que hace converger las trayectorias; y para atractores cadticos A\ es
positivo haciendo diverger las trayectorias.



3.2 Calculo del exponente de Lyapunov en el espacio tan-
gente

Si un sistema dindmico tiene un espacio de fase multidimensional, por ejemplo, el
mapa de Hénon y el oscilador de Lorenz, el conjunto de exponentes de Lyapunov, se
llama espectro de Lyapunov y caracteriza la divergencia de la trayectoria. A modo
de ejemplo, se considerarda un conjunto de condiciones iniciales que forma una esfera
del espacio de fase para el modelo de Lorenz (tridimensional).

Al “integrar” las Ecs. de Lorenz (3.9), un conjunto de puntos del espacio de fase se
va deformando en el transcurso del tiempo. Si el sistema tiene un punto fijo estable, un
entorno suyo se contrae a un punto. En el caso de que el sistema sea cadtico, la esfera
podré diverger en alguna direccién, siendo despreciable en las otras dos direcciones.
En este caso se pueden definir tres exponentes de Lyapunov para medir la deformacién
en tres direcciones mutuamente perpendiculares. Estas tres direcciones generalmente
no corresponden a los ejes de las variables originales. Entonces, debemos utilizar el
procedimiento de ortogonalizacién de Gram—Schmidt [112] para renormalizar las 3

direcciones ortogonales.

71 = oy —7)
Y1 = —mz+rr— (3.9)
21 = xy — bz

Consideramos dos osciladores de Lorenz (3.9) y (3.10) de forma que & = (z1,y1, 21)

ey = (x2,y2, 22).

Ty = o(y2 —72)
Yo = —Tozg+TTo — Y2 (310)
Zo = TaY2 — bz

Considerando las Ecs. de Lorenz linealizadas, con A = Z — 7/, tenemos:

dA

d—: = —ocAzx+ oAy

dA

SV~ Az - 2Az+rAz — Ay (3.11)

dt



dAz
dt

= zAy+yAz —bAz

Definimos los valores iniciales para A como Az(0) = (1,0,0), A,(0) =(0,1,0) y
A,(0) =(0,0,1). A continuacién se integran las Ecs. originales y las linealizadas del
movimiento, utilizando la aproximacién discreta del método de Euler (elegimos un
pequeno intervalo temporal dt e iteramos). Una iteracién produce un vector desde
la Ec. original de movimiento (3.9) y otro A desde las Ecs. linealizadas (3.11).
Después de algunas iteraciones se encuentran los vectores ortonormales A’ desde los

A utilizando el siguiente procedimiento de ortonormalizacion:

Ax
Axr = — 3.12
x Ar] (3.12)

Ay — (Az' - Ay)Ad’

Ay =
YT TAy— (A7 Ay)AT ]

(3.13)

A — Az — (Az' - Az)Ax — (Ay - Az) Ay (3.14)
Az — (A2 - 2) A — (AY - Az) Ay | )

Para simplificar la notacién al A lo denotamos como A’. Finalmente, se acumulan
las sumas parciales S7, | = S +log | Az; | y andlogamente con las variables y, z.

De esta forma, los exponentes de Lyapunov son:

1

r = 9%

1; n"t
1

X, = s (3.15)
1

1; nSz

donde n es el numero de iteraciones.

El nimero A = max( i,, /\?j_i, Aji), mide el estado de sincronizacién entre el siste-
ma drive y response. En el caso de ser positivo indica que los sistemas se encuentran
desincronizados y en el caso contrario, cuando es negativo, muestra la sincronizacién

de ambos sistemas.



3.3 Exponentes convectivos

La inestabilidad convectiva, se encuentra en sistemas en los que una perturbacién
inicial crece y se traslada en el espacio a través de un acoplamiento, con una cierta
velocidad, como se puede observar en la Fig. 3.2, donde cada linea corresponde a
un oscilador acoplado unidireccionalmente. En el tiempo la perturbaciéon en cada
oscilador en un principio crece y luego se atenta hasta desaparecer.

Al perturbar el primer oscilador y al estar éste acoplado al segundo oscilador, le
trasmite a través del acoplamiento la perturbacion al segundo oscilador, que a su vez
se la pasa al siguiente. De esta forma cada vez la perturbacién que se trasmite es
més grande. Hasta llegar al ultimo oscilador, el cual no trasmite la perturbacion y
ésta desaparece completamente del sistema. Como la perturbacién va pasando en
un determinado tiempo por cada oscilador, se puede calcular la velocidad de fase del
sistema como el cuociente entre ntimero del oscilador y el tiempo en que tarda en
llegar la perturbacion. Siendo esta la velocidad de fase del sistema.

Siendo las tasas de crecimiento espacial y temporal p y A respectivamente, defi-
nimos una perturbacién como:

§ = ettt (3.16)

Un método alternativo para determinar la estabilidad de los sistemas espaciales se
basa en los exponentes convectivos. Se definen en términos de la tasa de crecimiento
de una perturbacién inicial 6§ extendida en un intervalo finito —Lo/2 < z < Lg/2.
Debido al acoplamiento con un vecino préximo, esta perturbaciéon permanece confi-
nada en el cono de luz —L¢/2 —t < = < Lo/2+t. Los anédlisis numéricos indican que
para un tiempo ¢ suficientemente grande la perturbacién es:

| 6% |~ M@/t (3.17)

donde A, es el exponente convectivo de Lyapunov [110], siendo sélo una funcién de
v = z/t. Por lo tanto, A(v) representa la tasa de crecimiento de la perturbacién
en un movimiento inercial con velocidad v. Cuando tomamos el limite ¢ — oo im-
plicitamente suponemos que tenemos una cadena infinita. El ancho inicial Ly de la
perturbacién no es un parametro relevante [110].

De la Ec. (3.17) es claro que el perfil espacial de la perturbacién es localmente
exponencial. De hecho, si se consideran dos sitios cercanos y se expande A, se obtiene:
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Figura 3.2: Esquema de la evolucién de una perturbacién a través de una cadena
de osciladores.



z+1 x z\ 1
A ~ A (—) A (—) - 3.18
( t ) i) AT T (3.18)
donde las primas denotan las derivada con respecto al argumento. De la definicién

de exponente espacial Ec. (3.16), u = log(6t%1/6%) v de las Ecs. (3.17) y (3.18), se
obtiene:

A
b= — (3.19)

La forma local de la exponencial de la perturbacion indica que la tasa de creci-

miento temporal para x fijo es simplemente la definicién para el exponente especifico
M), es decir,

| 8Fpr || oF | AT (3.20)

para 1" suficientemente grande, g no varia notablemente entre ¢ y £t + 7" en el lugar
z. De las Ecs. (3.17) y (3.20), y después de expandir A alrededor de v = z/t, se
encuentra:

Au) = Aw) —vA (v) (3.21)

Las Ecs. (3.19) y (3.21) muestran que los exponentes convectivos A(v) estdn
unidos a un exponente de Lyapunov A(u) a través de la transformada de Legendre. Tal
transformacién generaliza el resultado de la Ref. [114], donde se ha derivado el caso
de una ecuacién lineal con coeficientes constantes, basado en la relacion de dispersion.
Las simulaciones numéricas se muestran en la Fig. 3.3, los exponentes convectivos,
donde los puntos se refieren a la estimacion directa del exponente convectivo, mientras
la linea continua es el resultado de la transformada de Legendre. La buena correlacién
de los datos confirma las asunciones hechas en la derivacién de las Ecs. (3.19) y (3.21).

La definicién de A se puede extender a todo el espectro de exponentes al observar
no sélo la amplitud local de la perturbacién sino también su forma [115].

De hecho, el limite ¢ — oo implica el limite de tamaifio infinito. Por lo tanto, se
puede controlar el tamano del sistema, si se consideran largos periodos de tiempo.
Esto es quizéas la mas severa limitacion para la medicién directa con precision de los
exponentes convectivos A.
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Figura 3.3: Exponentes convectivos para mapas de Henén acoplados [113] A frente
a la velocidad v. los puntos son la estimacién directa de la Ec. (3.19), la linea se
obtiene tomando la transformada de Legendre de A(u).

Combinando las Ecs. (3.17) con (3.19), se obtiene:

dAmax (N)
dp

con la Ec. (3.17) se puede interpretar como una transformada de Legendre desde el

AW) = Amaz(p) +p (3.22)

par (A, v) al par (Ayeq, p). La transformacion inversa implica:

p = Pmart) (3.23)
dp

La Ec. de estado (3.22) donde A(v) es la tasa de crecimiento de una perturbacién
localizada con un determinado valor p desde la condicién Ec. (3.17). Por lo tanto,
la misma perturbacién se propaga con otra velocidad © = Ajaz(pt)/p [117]. Haciendo
que 9(p) y v correspondan a las velocidades de fase y de grupo. En particular la
velocidad de fase v(u) puede ser mayor que la velocidad de la luz (que es igual a
1 en reticulo de mapas acoplados (CML) con un acoplamiento al préximo vecino),

mientras v esta limitado a ser pequeno.
Cuando se utiliza una transformacién de Legendre, se necesita poner atencién
sobre la concavidad de las funciones involucradas en la transformacién. En el presente
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Figura 3.4: Mdximo exponente convectivo para un modelo de reaccién difusién [116]
obtenidos con la transformada de Legendre v. La linea vertical indica la posicién de
la velocidad critica vq, para un modelo 1D de sistema de fluidos abierto.

contexto, para el caso de un patrén aleatorio donde el borde de la regién permite
exhibir un cambio de concavidad en | g |= p1. Esto implica que para | p |< p1,
el méximo exponente temporal es constante e igual a A\paz(11). La correspondiente
transicion de fase refleja el principio de una dependencia lineal de los exponentes
convectivos en la velocidad para | v | méds pequetnios que algin valor v;

A(U) = Amaw(,ul)_,ulv (324)

En la Fig. 3.4, donde se muestra todo el conjunto de valores de A(v) respecto v. Se
puede apreciar el méximo exponente convectivo A(v), y la linea punteada indica la
velocidad critica 1.

De forma andloga a la seccion 3.2 se determinamos los exponentes convectivos en el
espacio tangente, cambiando la medicién de la tasa crecimiento de una perturbacion
en el tiempo, por la del espacio. Construimos los A7 como la diferencia entre un
oscilador y el anterior, es decir, z;(t) — x;—1(t). El resto del procedimiento, no se
modifica. De esta forma para calcular el exponente convectivo, hay que perturbar n
veces el sistema y luego hacer el promedio de estas perturbaciones.



Capitulo 4

Sincronizacion anticipada y
limites de estabilidad en una
cadena

La sincronizacién anticipada [23, 38], como se describi6 en la seccién 1.5, se alcanza
al acoplar dos sistemas idénticos organizados de forma que uno dirija la dindmica del
otro. Esto puede expresarse como:

i = f(&@) drive
= f(y(t))+e(@(t)—y(t—7)) response

.

donde ¥ estd acoplado a & pero & no esta acoplado a ¥, siendo € la fuerza de aco-
plamiento. Los dos sistemas actiian a través de un acoplamiento unidireccional entre
Z(t) e y(t — 7), de tal forma que la variedad de sincronizacién es:

() = ylt—7)
es decir,
Hi+r) = )

o equivalentemente, el sistema Z(t) va seguir la trayectoria de ¢(t) con un tiempo de
retraso 7. Asi, al hacer una traslacién de la serie temporal un tiempo 7 en el sistema
y(t) y compararla con la trayectoria de x(t), éstas seran idénticas.

65
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Figura 4.1: a) Evolucién dos osciladores de Rossler; se puede apreciar la anticipacién
en 19 = 0.1, para e = 4.1, donde — z(t) e — y(t). b) Evolucién de los osciladores de
Rossler 1y 100, en la que se puede apreciar una anticipacién de 1007, , para € = 4.1,
donde — — z(t) e — y100(t).

En la Fig. 4.1 (a) se muestra la evolucién de dos sistemas de Rossler z(t) e y(t)
en el tiempo, donde se puede apreciar la anticipacién del sistema y(¢) (linea roja)
con respecto al z(t) (linea negra). En el inserto, se observa que y(¢) (linea roja) estéa
anticipando c6mo evolucionard el sistema x(¢) (linea negra) en un tiempo 75 = 0.1.

Para aumentar los tiempos 7 de anticipacién, Voss [38] utiliz6 una cadena de
16 osciladores, siendo cada oscilador y(t) drive del oscilador posterior y response
del oscilador anterior. Nosotros hemos considerado 100 osciladores acoplados de la

siguiente formas:
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Figura 4.2: (a) Evolucién de y;(t) frente a yi100(t), (b) Variedad de sincronizacién
para yi(t) frente a yi00(t — 7).

i o= 2,.,100 =7

Asi, por cada oscilador que se agregue a la cadena se obtiene un incremento en el
tiempo de anticipacién de 15. De esta forma, si se considera ¢ como el ntimero de
osciladores acoplados, el tiempo final de anticipacion serd T = ir.

En la Fig. 4.1(b) se representa la evolucién dos osciladores de Rossler z(t) e y(t)
en el tiempo, se aprecia la anticipacién del sistema y(¢) (linea roja) con respecto al
x(t) (linea verde). La flecha que comienza en el tiempo 100 para y(t) (linea roja) estd
anticipando cémo evolucionard el sistema z(t) (linea verde) en el tiempo 110; de esta
forma se comprueba que para la cadena de 101 osciladores acoplados con 75 = 0.1 la
anticipacién total es de 100 - 0.1 = 10 unidades de tiempo.

La Fig. 4.2(a) presenta la evolucién del primer oscilador con respecto al niimero
100 en el mismo tiempo esto es y; () frente a y100(t). Se ve que los sistemas no estén
relacionados, ya que para un mismo valor de y;(t) se encuentran varios valores de



y100(t). En la Fig. 4.2(b) se dibuja la relacién de y;(t) frente y100(t — 7) donde se
observa que el sistema esta sincronizado, es decir, las trayectorias de ambos osciladores
son iguales y para cada valor yi(t) se encuentra un tunico valor de yio0(t — 7). Es
decir, el oscilador y19¢9 anticipa un tiempo 7 al oscilador .

4.1 El modelo

El sistema que vamos a utilizar estd formado por 100 osciladores de Rossler,
acoplados unidireccionalmente, donde el primer oscilador (Z = (x1,y1, 21)) evoluciona

libremente.
i1 = —wyi(t) — z(t)
71 = wzxi(t) + ayi(t) drive
fo= [+zt)(z(t) +o)

con los siguientes valores de los pardmetros (que se mantendran fijos de aqui en
adelante)

a=0.15 ¢=10, f=02y w=1.0

Los otros osciladores (¥ = (z;,y;, 2i)), se acoplan unidireccionalmente con el oscilador

anterior de la siguiente formas:

&; = —wy;(t) — zi(t) + e(@i—1(t) — 2i(t — 70))
Ui = wxi(t) + ay;(t) + e(yi—1(t) — yi(t — 10)) response
= [+ 2z()(zi(t) + ¢) + e(zi-1(t) — 2i(t — 710))

En este espacio, para calcular la variedad de sincronizacién debemos hacer una
resta entre las trayectorias de los dos osciladores A=7F— yr. i la diferencia es
| A |< 1074, no podremos obtener un valor preciso !. Sin embargo, al utilizar las
ecuaciones en el espacio tangente, se ve cémo evoluciona directamente la diferencia,
déandonos valores més precisos. Por este motivo, se utiliza el espacio tangente y la

derivacién a este nuevo espacio se encuentra en el apéndice A.

' Al considerar un oscilador con variables que se encuentren entre -20 y 20, al buscar la sincroni-
zacién y tener | A |< 10™*, las coordenadas de z e y, tienen 6 cifras significativas iguales, de donde
A es practicamente 0.



Para ello se utiliza la siguiente definicién:

. Aj zi(t) — zipa1(t — 10)
A, = A | = wit) = yir1(t —70) (4.1)
A? Zi(t) — Zi+1 (t — T(])

donde A; es la variedad de sincronizacién entre los dos sistemas. Luego la cadena
completa es:

primer oscilador

Al = —wA? - A} —eAL,
A2 = wAl+aA? - GA%’TO (4.2)
A3 = 2 A+ A} —cAS — eA‘iTO

. ~ ., !
como novedad al segundo oscilador se le agrega una pequena perturbacién A%TO =

A%TO + o9&, donde og es el tamano de la perturbacién y £ un niimero aleatorio entre

['171]'
Ab = —wA3-Ad+e(A] - A3,
A2 = wA? +alA}+e(A? - A%TO) (4.3)
A} = A+ 2105 — A+ (A} — A )
y el resto de los osciladores permanece sin perturbar:
Al = wA?- AP+l -al)
A} = wAl+ali+e(AL - AL) (4.4)

A} = @A} + 5A] - A} + (A} - AY)

iT0
donde i = 3,...,100
Asi, se puede definir el error de la sincronizacién [38] como:

20 1 132
con j = 2,...,100, de manera que podemos medir el error en el espacio tangente

de cada oscilador cuando éste actia como drive, con respecto a su correspondiente
response, tomando como referencia la primera componente de cada oscilador. Se hace
notar que sélo se mide el error con respecto a la primera variable, porque ésta es la
que recibe la perturbacion.



4.2 Estabilidad temporal

La estabilidad de la variedad de sincronizacién de dos osciladores de Rossler aco-
plados en el espacio tangente se analiza perturbando al segundo oscilador todo el
tiempo, de la siguiente forma:

A=Al tooe. AV =42 y AY = A}

donde o es el tamano de la perturbacién y & es un nimero aleatorio. Se ha definido
la perturbacién como oy con el objetivo de variar su tamano.

A continuacién, se analiza la estabilidad para dos osciladores. Una vez determi-
nados los rangos de estabilidad para ellos, se analizara la cadena completa.

4.2.1 Dos osciladores

Para determinar la estabilidad de los dos primeros osciladores, recurrimos a los ex-
ponentes transversales de Lyapunov, como ya vimos en la seccién 3.1. La negatividad
de éstos nos indica que la variedad de sincronizacién es estable [29)].

En la Fig. 4.3 se observa el comportamiento de los exponentes transversales de
Lyapunov A\ frente al acoplamiento €, para 8 tiempos de anticipacién 7p. Cada linea
se ha hecho fijando el tiempo de anticipacién 7y y variando las fuerzas de acoplamiento
€, calculando su correspondiente exponente de Lyapunov transversal A;. Se ve que
todas las curvas tienen el mismo tipo de comportamiento; comienzan desde el mismo
valor, correspondiente al maximo exponente de Lyapunov (Aj(max) = 0.0826, ver
figura interior ) y disminuyen hasta llegar a un minimo local, que depende de cada 7,
donde comienza a crecer nuevamente hasta volverse positivo a través de un régimen
lineal. En la figura interior, se observa que para 0 < e < 0.08, A es positivo para todo
7o, indicando que el sistema es inestable; en este rango todas las curvas se superponen,
es decir, el exponente de Lyapunov es independiente del tiempo de anticipacion 7.

Aumentando € se puede apreciar que todas las curvas tienen un rango negativo
de € = 0.08 y cuanto mayor sea el tiempo de anticipacién, menor es el rango en que
el A; es negativo. Por ejemplo, para el caso de 79 = 0.4 en € = 2.7, A\ se vuelve
positivo. En cambio, para 7o = 0.1, A| se vuelve positivo para ¢ = 14.4. Sin embargo,
si nos fijamos en la curva para 79 = 0.02 vemos que ésta sigue el mismo patrén de
comportamiento de las anteriores y en el grafico no llega a aparecer su valor minimo
que esta bastante méas abajo.
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Figura 4.3: Estabilidad transversal de la variedad de sincronizacién para el sistema
de Rossler con a = 0.15, ¢c =10, w=1y f =0.2. Para 79 =04 ++, 10 =0.3 - - -,
70 = 0.2 ,70=01 ,7%=008:--—--, 70=0.06 ", 19=0.04 A y19=0.02 O.

De lo anterior se concluye que para cada tiempo de anticipacién 7y se encuentra
un rango de € a partir de 0.08 en el cual el sistema es estable y después, dependiendo
de 79, al ir aumentando ¢ se vuelve inestable. Con estos primeros resultados se
determinaré el drea de trabajo para que la variedad de sincronizacién sea estable [25].
Ademads concuerda con lo observado en la Ref. [23], A\| serd negativo en un rango de
parametros determinados, indicando que la AS presenta una estabilidad absoluta.

Hasta este punto, se han considerado sélo dos osciladores: un drive y un response.
Una vez determinado el tiempo de anticipacién entre los osciladores de la cadena 7,
se determina el valor de €, que corresponde al minimo de A (ver Tabla 4.1). Asi, se
han obtenido los parametros con que se acoplara la cadena completa, es decir, los 100
osciladores.



TH € AL

0.02 | 19.1 | -43.5
0.04 | 9.7 |-20.7
0.06 | 6.6 |-13.2
0.08 | 5.05 | -9.4
0.1 | 4.1 | -7.1
0.2 | 2.2 | -2.7
0.3 | 1.5 |-1.44
0.4 | 1.1 |-0.85

Tabla 4.1: Minimos locales de A} obtenidos a partir de la Fig. 4.3.

4.2.2 Cadena completa

Utilizando los valores de la Tabla 4.1, se selecciona la fuerza de acoplamiento € y
el tiempo de anticipacién 73. A continuacion se perturba todo el tiempo el segundo
oscilador y se va midiendo el error o; de cada oscilador con respecto al anterior.

En la Fig. 4.4 se muestran dos casos: (19 = 0.08, € = 5.05), (10 = 0.1, ¢ = 4.1)
donde se ha representado 02-2 con respecto al tiempo. Se observa que el sistema
sincroniza para ambos casos, ya que el maximo valor que alcanza de desviacién es
1079, valor muy pequeiio. Cada circulo representa cémo evoluciona cada oscilador
con respecto al oscilador anterior. Se observa que los 10 primeros osciladores tienen
un comportamiento distinto que el resto, ya que el segundo y tercer osciladores forman
una pequena sincronizacién de grupo (se ve que hay dos osciladores que tienen un o;
muy parecido y luego hay un salto en el valor del o;). Luego los otros 7 osciladores
tienen un o; que decae a medida que avanza el tiempo hasta llegar al 11, donde
comienza a crecer o;.

La evolucién del error de sincronizacion de la cadena a través del tiempo la mo-
delamos segun:

0} = ot (4.6)

Al hacer este ajuste, se encuentra que para 79 = 0.08 (Fig. 4.4(a)) el valor del
exponente de Lyapunov transversal A\; = 0.05538 y para la Fig. 4.4(b) 79 = 0.1 con
su exponente A; = 0.08211. Al comparar el exponente transversal de Lyapunov de la



Figura 4.4: Evolucion del error de sincronizacién en el tiempo representado en una
escala semilogaritmica. Para o9 = 107% a) 79 = 0.08 y € = 5.05; b) 70 = 0.1 y € = 4.1.

cadena con el méximo exponente transversal de Lyapunov para dos osciladores (ver
inserto en Fig. 4.3 A| (max) = 0.0826), se encuentra que el exponente transversal de
la cadena es menor, indicando que el sistema es estable y esta sincronizado.

Para comprobar la estabilidad de la cadena, se variaron los tamanos de las pertur-
baciones 0g. En la Fig. 4.5, se muestran las variaciones de la sincronizacién al usar
tres o9 = 1073, 107* y 1077, se fija 7p = 0.1 y € = 4.1. Se observa que las tres curvas
son paralelas, indicando que el exponente transversal de Lyapunov es independiente
del tamano de la perturbacion. También vemos que al variar og el resultado de la
amplitud es o1 = 1073 - o*g, porque para op = 1073, 10™* y 10 se obtiene 1077,
10~ y 10713

El resultado eventual de la Fig. 4.4 es concluir que para tiempos arbitrarios de
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Figura 4.5: Evolucién de o2 en el tiempo para 7o = 0.1 y € = 4.1. oo =1-1073,
—o0p=1-10"*y — o0y =1-10"°.

anticipacién con su acoplamiento apropiado para un determinado nimero de oscila-
dores NV, el i—ésimo oscilador anticipa a su driver un tiempo 7y y su dindmica converge
a la variedad de sincronizacién z; = z1(t — (i — 1)79).

Una vez que se ha confirmado que el sistema es estable temporalmente, se pasa a
analizar su estabilidad espacial.

En la siguiente Fig. 4.6 se presenta la evolucion de una perturbacién mantenida en
el tiempo sobre el primer oscilador con respecto al quinto (éste no esté perturbado).
Se observa que mientras que el oscilador no es perturbado el sistema sincroniza, pero
cuando se comienza a perturbar la diferencia no se atenia, aunque el exponente
de Lyapunov sea negativo. Como esto no concuerda con los resultados anteriores
analizaremos sélo una perturbacion.
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Figura 4.6: Evolucién temporal de Axzgs para 79 = 0.1 y € = 4.1. El sistema con
condiciones iniciales aleatorias y se observa que sincroniza, hasta que comienza a ser
perturbado todo el tiempo.

4.3 Estabilidad espacial

Ahora perturbamos el primer oscilador de la siguiente manera: esperamos que
la cadena se encuentre totalmente sincronizada, y una vez sincronizada se perturba
el primer oscilador y se espera hasta que el sistema vuelva a sincronizar. Luego se
vuelve a perturbar el primer oscilador, y se espera a que sincronice nuevamente, y asi
sucesivamente (en nuestro caso hemos hecho 10000 perturbaciones).

En las Figs. 4.4 y 4.5 se mostro que el sistema al ser perturbado todo el tiempo y
tener un exponente transversal de Lyapunov negativo podia sincronizar. Esta sincro-
nizacién era tal que las perturbaciones se atenuaban en el tiempo. Pero ahora vemos
que la perturbacién va creciendo a través del espacio, y que a cada oscilador le llega
una perturbacién mayor (ver Fig. 4.7).

Para tratar de explicar esto recurrimos a la Fig. 4.8, donde cada linea represen-
ta un oscilador sincronizado, en el que la perturbacion se va transmitiendo por el
acoplamiento a lo largo del tiempo. De esta forma, se presenta esquematicamente
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la evolucién de una perturbacién, pasando de oscilador en oscilador. Se aprecia la
influencia del 7 en el sistema, haciendo que a cada oscilador le llegue la perturbacién
con un retardo de 7y, con respecto al oscilador anterior. Asi se ve que el sistema tiene

una velocidad de grupo v. Aqui se puede observar que la perturbacion, le llega a cada
oscilador, con un tiempo de retraso ir.

La sincronizacién anticipada es robusta, aunque la evolucién en el tiempo de la

perturbacién crezca al transmitirse entre oscilador y oscilador, porque finalmente toda
la cadena vuelve a estar sincronizada, como se puede ver en la Fig. 4.7.

El fenémeno de inestabilidad convectiva se encuentra en sistemas espacialmente
extendidos donde una perturbacién local se atenia hasta desaparecer, si observamos
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Figura 4.8: Diagrama de evolucién de una perturbacion, la flecha representa el tiem-
po 71y de anticipacién, en este caso muestra el retraso en el cual llega la perturbacién.



donde ha sido generada mientras que aparece mas grande en un movimiento iner-
cial. La analogia, depende de la interpretacién del niimero entero ¢ de los osciladores
como una variable espacial, una exacta aplicacién al fenémeno convectivo no es po-
sible por la presencia adicional de iteraciones retrasadas que hacen el problema sea
conceptualmente més complejo [118].

Sin embargo, se puede probar si la evolucién de una perturbacion localizada sigue
el mismo comportamiento escalado como en un sistema extenso. En el contexto de
un patrén unidimensional, el exponente convectivo se define como [113, 110]:

A(v) = lim lln 06 =vtt) |

R TGX0) (47)

donde §(i,t) es la amplitud de la perturbacién en el lugar ¢ y tiempo ¢, estd inicial-
mente localizado en una regién finita alrededor del origen. Si | ¢ | y ¢ son bastante
grandes, esto es equivalente a:

A(v)

5(i,t) ~ AVt = 70 (4.8)

Desde un punto de vista numérico, se estima A(v) de manera precisa por la compara-
cion de la amplitud de la perturbacién en dos diferentes posiciones espacio temporales
Pl = (’il,tl) y Pg = (ig,tg):

v 5(@2,752)
A = 1
(v) i — i1 n(5(i1,t1)

(4.9)

donde v = il/tl = ig/tg [116]

De hecho, es necesario que P, v P» estén bastante lejos del origen, las correcciones
de tamano finito ¢ afectan la dinamica y desaparecen cuando se toma la razén de la
Ec. (4.7).

Asi construimos el grafico 4.9, confirmando que el comportamiento de las pertur-
baciones en el contexto de los osciladores de Rossler con un acoplamiento retrasado
es analogo a los sistemas inestables convectivos. Efectivamente, las tres curvas obte-
nidas por la comparacién entres pares de osciladores, (80,60), (60,40) y (40,20) casi
se sobreponen, y sugieren que el espectro convectivo A(v) estd bien definido en este
contexto.
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Figura 4.9: Maximos exponentes convectivos de Lyapunov A frente a v donde las
curvas corresponden a —x =20, --- x =40y z = &80.

La existencia de un maximo positivo de A(v) implica que las perturbaciones viajan
con una velocidad v entre dos ceros de A(v) (aproximadamente entre 4.7 y 7.8) y son
amplificadas. Ademas, el mdximo valor de A(v) es aproximadamente igual a 0.203 y
mayor que el exponente de Lyapunov positivo para un oscilador simple A, (mazx), lo
que indica que tal inestabilidad convectiva es mas fuerte que la inestabilidad local.

Finalmente, se calcula el mdximo exponente convectivo de Lyapunov tomando los
méximos de o; de cada oscilador en su respectivo tiempo (Fig. 4.10), donde hacemos
el siguiente ajuste:

o; = 3.06-107%zp(0.202t) (4.10)

siendo el exponente A4, = 0.202 correspondiente al méximo exponente de Lyapunov



Figura 4.10: Maximo de la perturbacién de cada oscilador en el tiempo donde la

pendiente corresponde al maximo exponente convectivo A para ¢ = 4.1.

convectivo [110]. Este valor tiene una buena correspondencia con el valor A, =
0.203 calculado a partir de la Fig. 4.9.

A continuacion fijamos 79 y variamos € de 1.0 a 5.0, para una cadena completa
se consideran los maximos de o; de cada oscilador con respecto a su tiempo. De esta
forma obtenemos la Fig. 4.11, donde se observa que para pequenos valores de ¢ se
encuentra un A,,,; menor, y al acercarnos a € — 0 se recupera el valor del maximo
exponente de Lyapunov transversal.

Calcularemos ahora la velocidad v de crecimiento de la perturbacién en funcién
del niimero del oscilador. Esto lo hacemos extrayendo el tiempo en el cual UZ-Q alcanza
el maximo para cada oscilador. Como se puede observar en la Fig. 4.12 la velocidad
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Figura 4.11: Maximo de la perturbacién para cada oscilador, con distintas fuerzas
de acoplamiento en escala semilogaritmica para oy = 0.005 y 79 = 0.1.

es lineal, y se observa sincronizacién de pequenos grupos de osciladores. Esto es, cada
10 osciladores aproximadamente hay un pequeno salto en el valor de o y al ajustarle
una recta (linea roja en la Fig. 4.12) se encuentra:

z = 0.580 4 5.90¢t (4.11)

donde = corresponde al ntimero del oscilador y ¢ al tiempo. La velocidad de grupo
5.90, es la velocidad con la cual avanza la perturbacién en la cadena.

Hemos mostrado que pequenas perturbaciones en una cadena de osciladores uni-
direccionalmente acoplados impiden que se encuentre AS para grandes tiempos de
anticipacién, por la inestabilidad convectiva.
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Figura 4.12: Velocidad de la perturbacion. La linea continua — corresponde a un
ajuste lineal.

Esto indica que la estabilidad absoluta de la variedad de sincronizacién es s6-
lo una condicién necesaria para la robustez de las propiedades de sincronizacién en
sistemas extensos acoplados espacialmente, ya que otros tipos de inestabilidades espa-
cio temporales pueden introducir efectos que son maés fuertes que las inestabilidades
locales.

Una consecuencia general es que las condiciones necesarias y suficientes para las
propiedades de estabilidad de sincronizacion en sistemas espaciales extensos dependen
de la dindmica y es importante estudiar las fuentes de inestabilidad, tal como el
crecimiento convectivo de una perturbacion en sistemas inerciales.

Una nueva consecuencia concierne la posibilidad de implementar AS como una



estrategia para pronosticar en tiempo real de estados futuros dada una dindmica. Tal
posibilidad necesita para ser reconsiderada por una cuidadosa investigacién de las
inestabilidades espacio temporales que pueden ser sufridas por la dindmica sincroni-
zada cuando las perturbaciones son tomadas en cuenta.






Capitulo 5

Sincronizacion anomala en
sistemas extensos

La transicién anémala a la sincronizacién de fase fue descrita en la seccion 1.3.4
y consiste en la sincronizacién entre dos sistemas donde la divergencia entre ellos
aumenta a pesar de aumentar el acoplamiento llegando a un maximo local y después
disminuye hasta llegar a un estado sincronizado [16].

Por otra parte, la sincronizacién de la ecuacién CGL ha sido estudiada en [99, 100],
la sincromnizacion de fase andmala para dos CGL acopladas bidireccionalmente en el
régimen AT-PT ha sido descrita recientemente [119].

Vamos a analizar dos Ecs. C'GL acopladas de la siguiente forma:

Ay = A~ (1+iB) | A1 2 AL+ (1 +ia)0%A4; + 2(1 —0)(Ay — A1) (5.1)

Ay = Ap—(14i8) | A2 [* Ap + (L +i0)32As + 51+ 0)(A1 — 4o)  (5.2)

donde A es la derivada parcial con respecto al tiempo 92 es la segunda derivada con
respecto al espacio y los parametros « y 3 son constantes reales.

El primer término describe el crecimiento lineal de las perturbaciones, el segundo
la saturacién no lineal (parte real) y la variacién de frecuencia (parte imaginaria), el
tercer término describe la interaccién espacial, la difusion (parte real) y la dispersién
(parte imaginaria); el ultimo término describe el acoplamiento entre los dos sistemas,

85



donde ¢ es la fuerza de acoplamiento. Para e = 0 las Ecs. (5.1) y (5.2) estan desaco-
pladas y 0 determina el tipo de acoplamiento. FEncontramos tres casos limites sobre
el tipo de acoplamiento:

e 0 =11la Ec. (5.1) queda desacoplada, evolucionando libremente como drive, y
para la Ec. (5.2) el acoplamiento es ¢, siendo el response.

e 0 =0 las Ecs. (5.1) y (5.2) se acoplan de forma bidireccional y el valor del
acoplamiento es €/2.

e 0 = —11la Ec. (5.2) queda desacoplada siendo el drive y para la Ec. (5.1) el
valor del acoplamiento es € y es el response.

En el caso en que € = 0, estas Fcs. tienen la siguiente solucién conocida: ondas
viajeras (TW) donde Aja(z,t) = p1o(z,t)e®2@Y son funciones complejas, siendo
p1,2 los médulos y ¢12 = wi ot + gz las fases, donde w19 y ¢ corresponden a las
frecuencias y el numero de onda respectivamente. El moédulo y la frecuencia son
soluciones relacionadas con el nimero de onda ¢

| pr2| = V1-¢? wiz = P12+ (a— PB2)q° (5.3)

Como se puede ver en la Ec. (5.3) el rango de existencia de las soluciones de TW es
—1 < g < 1. Esta es una banda de estabilidad para estas soluciones.

Las soluciones son inestables en la regién de pardmetros a1 2 > —1. A través de
la inestabilidad de Eckhaus (/312 = —1) las soluciones se hacen estables af3; 2 < —1
y en este caso

1+ aBi2
— < < = ’ 5.4
de >~ 4 >4Gc 4dc \/2(1 +/3%,2) 1t OZ,BLQ ( )

Todas las ondas planas son inestables cuando cruzan bajo la linea o812 = —1 en
el espacio de pardmetros que es la llamada linea de Benjamin—Feir—Newell (B-F-N).
Sobre esta linea se identifican bicaos y dos estados de turbulencia, de fase PT, o bien
de amplitud AT (Fig. 5.1 ).

5.1 Regimenes en la ecuacién CGL

Numerosos trabajos numéricos han identificado regiones de parametros dibujando
un diagrama de fase para la Ec. CGL [106, 120]. Este diagrama fue obtenido con
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Figura 5.1: Diagrama de fase de la Ec. CGL en el espacio de parametros a y .

soluciones numéricas para tiempos grandes desde condiciones iniciales particulares y
condiciones de contorno periddicas. Se muestran cinco regiones diferentes en la mitad
del espacio de parametros de la Fig. 5.1.

Dos de estas regiones estan en la zona estable bajo la linea B-F-N y las otras tres
en la zona inestable, sobre dicha linea. Se encuentran distinciones entre las diferentes
fases asintéticas en el comportamiento de p; 2 para tiempos grandes. Detallando el
comportamiento asintético en diferentes regiones:

e Region no cadtica. La evolucién aqui va a una solucion TW para todas las
condiciones iniciales. Los atractores en esta regién son soluciones estables T'W.

e Region de intermitencia espacio temporal STI. Pese al hecho que la TW es
estable, la evolucién desde condiciones iniciales aleatorias no esta atraida hacia
las TW. En cambio, un atractor cadtico alcanza una configuracién tipica del
campo p12 consistente en regiones T'W interrumpida por épocas turbulentas.

e Turbulencia de amplitud AT. Esta es una regién muy desordenada en el modulo



de p1o. Tiene una densidad finita en el espacio tiempo (cuando p1o — O,
tenemos un defecto). En resumen, la funcién de correlacién temporal tiene un
decaimiento casi—exponencial.

e Turbulencia de fase PT. Este es un desorden débil de la fase en que A o(z,t)
permanece cerca de un valor distinto de cero; la densidad espacio—temporal de
defectos es cero. La correlacién temporal decae de forma exponencial. El com-
portamiento de la fase en esta regién se parece al comportamiento turbulento
de la Ec. de Kuramoto—Sivashinsky.

e Region de bicaos. Dependiendo de las particulares condiciones iniciales, el siste-
ma termina en regiones AT o PT o en un nuevo atractor en que la configuracion
de A; 2 consiste en regiones de turbulencia de fase y amplitud.

En este capitulo caracterizaremos la sincronizacién anémala en dos Ecs. C'GL para
los regimenes AT-ATy PT-PT. Ademas deduciremos a partir de las Ecs. CGL la de
Kuramoto—Sivashinsky modificada para el caso PT-PT y calcularemos la frecuencia
en forma semianalitica.

5.2 Régimen AT-AT

Vamos a analizar la Ec. CGL acoplada en el régimen AT AT con a = 2.00,
01 =-1.05y B =—1.20, con —1 <0 < 1.

Para detectar la CS, se utiliza el coeficiente de Pearson, que medira la correlacion
lineal entre p; y po.

El coeficiente de Pearson + mide el grado de asociacién lineal entre dos variables
cualesquiera, y puede calcularse dividiendo la covarianza de ambas por el producto
de las desviaciones tipicas de las dos variables. Para un conjunto de datos, v puede
tomar cualquier valor entre —1 y +1. El valor de 7y sera positivo si existe una relacion
directa entre ambas variables, esto es, si las dos aumentan al mismo tiempo. Sera
negativo si la relacion es inversa, es decir, cuando una variable disminuye a medida
que la otra aumenta. Un valor de +1 6 —1 indicard una relacién lineal perfecta entre
ambas variables, mientras que un valor 0 indicara que no existe relacién lineal entre
ellas. Hay que tener en cuenta que un valor de cero no indica necesariamente que no
exista correlacién, ya que las variables pueden presentar una correlacion no lineal.
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Figura 5.4: Simulacién con un paso de tiempo dt = 1072 y el paso espacial 6z = 0.25
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(5.5)

En la Fig. 5.2 se ha dibujado el coeficiente de Pearson, frente a 0 y ¢. Cuando
aumenta la fuerza del acoplamiento ¢, las amplitudes pasan de estar no correlacio-
nadas, para ¢ = 0, a totalmente correlacionadas en ¢ ~ 0.4 obteniendo una CS. Es
importante notar que la transicion a estados de CS se efectia para valores distintos
de € cuando 6 varia (Fig. 5.3).

Otro indicador de la sincronizacién corresponde al niimero de defectos. Se consi-
dera un defecto el lugar donde p1 o — 0; en nuestro caso serd cuando pj 2 < 2.5- 1072,
debido a la precisién numérica. Una cantidad intensiva es la densidad de defectos
medida como el nimero de defectos por unidad de espacio y tiempo.

En la Fig. 5.4(a) se ha representado el nimero de defectos, para la Ec. (5.1).
Aqui se aprecia cémo a medida que el tipo de acoplamiento va variando desde 6 igual
a —1 hasta 1 el nimero de defectos va variando.

El acoplamiento €, en este caso juega un papel importante, ya que para valores
0 <e<0.1yparaf ~ 1, tenemos que el valor de la diferencia de amplitudes p; y p2



es minima, obteniéndose el minimo valor de defectos, o mejor dicho, ps rectifica muy
poco la trayectoria de p; produciendo pocos defectos.

Al acercarnos a 6 = 0, se encuentra un acoplamiento bidireccional, donde la fuerza
de acoplamiento es simétrica, de manera que p1 y p2 buscan una nueva solucion
intermedia, distinta de la solucién sin acoplamiento. Aqui se ve que para 0 < € < 0.2,
hay un incremento del nimero de defectos en el sistema (5.1).

Para 6 < 0, tenemos un acoplamiento unidireccional, ahora es p; el que estd
sometido a la dindmica de po. La fuerza de acoplamiento total, se obtiene en § = —1
y vale €(p2 — p1). Esta correccién produce en p; una gran cantidad de defectos.

Para 0.1 > € > 0.2, con 0 entre 0 y 1, no se aprecia una diferencia grande
con respecto a lo anterior, pero al acercarnos a § = —1, se observa que el ntimero
de perturbaciones tiene un maximo local de defectos y que después de éste existe
una disminucion del nimero de defectos. Para ¢ > 0.2, lo que corresponde a un
valor grande para el acoplamiento del sistema, tenemos sincronizaciéon y el niimero
de defectos para p1 y p2 son iguales.

Para la Fig. 5.4(b) el nimero de defectos de py, para bajos valores del acopla-
miento, € < 0.1 se encuentra una gran cantidad de defectos, siendo este valor casi
independiente del tipo de acoplamiento. A medida que 6 va disminuyendo, la region
donde se encuentran grandes cantidades de defectos aumenta.

Para € > 0.1 la cantidad de defectos baja ostensiblemente. Para un valor fijo de
€ vemos que Nds va subiendo de forma lineal con 6.

Cuando # = —1 el acoplamiento es unidireccional y py esta obligado a seguir la
dindmica de p; llegando al maximo del nimero de defectos, de forma independiente
del valor del acoplamiento e.

En este caso, el sistema comienza desincronizado y se va sincronizando al ir au-
mentando el acoplamiento. Ademd&s en este caso no se detecta, un acoplamiento
fuerte, que exija una sincronizacién para todos los € superiores a algtin valor critico
independiente del tipo de acoplamiento (unidireccional o bidireccional).

En el régimen AT-AT, vemos en la Fig. 5.2 que para € > 0.4 se encuentra que los
sistemas tienen una CS, al comprobar que los valores del nimero de defectos para p;
y p2 son iguales, confirmando la CS.

Como se describe en [121], para el régimen AT-PT la diferencia de amplitud para
un sistema bidireccional (6 = 0) va pasando desde una etapa de desincronizacién
completa a una CS para e = 0.09. En nuestro caso lo encontramos para ¢ = 0.3.
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Figura 5.5: Esquemas de carga topoldgica para un defecto (a) carga positiva (b)
carga negativa.

Se define la carga topolégica de un defecto como la integral de camino cerrado del
gradiente de la fase rodeando el defecto. Esta es igual a n27, donde n corresponde a
la carga. De esta forma para n > 0, se tendra una carga positiva, para n < 0 la carga
serd negativa.

En la Fig. 5.5 hemos representado dos defectos de carga 27w y —2x la amplitud de
los vecinos cercanos a un defecto, representado por el punto azul. En un defecto se
encuentra un salto de fase de 27 y por tanto, existen dos configuraciones dependiendo
del giro de la fase. En este esquema se considera la carga topoldgica positiva, si este
gira en sentido trigonométrico.

En las Figs. 5.6 y 5.7 se ha representado p; y po para e = 0.5y § = —0.88. Las
regiones rojas indican los méaximos y las azules corresponden a los minimos locales, y
después de un transitorio hemos empezado a localizar los defectos midiendo su carga
topolégica. Cuando esta carga es positiva se marca el punto con + y si es negativa
con o.

En el primer sistema, encontramos casi la misma cantidad de defectos de carga
topoldgica positiva (46) que de carga negativa (45) de los 92 defectos encontrados, el
que falta es de carga neutra. Para el segundo sistema hallamos 48 defectos de carga
positiva, y 46 de carga negativa, de 95 defectos totales el defecto restante es de carga
neutra.



Figura 5.6: Diagrama espacio temporal para p.

Figura 5.7: Diagrama espacio temporal para ps.
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Figura 5.8: Diagrama de correspondencia de defectos, el color negro corresponde
al primer sistema y color rojo al segundo. El signo + indica un defecto de carga
topoldgica positiva y el o a la carga negativa.

A continuacién hemos representado en la Fig. 5.8 de color negro al sistema 1 y de
color rojo al sistema 2, los signos + y o corresponden a la carga topolégica positiva y
negativa, respectivamente. Podemos observar que aunque las cantidades de defectos
son parecidas no implica que los defectos ocurran en el mismo lugar. Cuando coinciden
dos defectos (rojo negro), siempre tienen la misma carga topolégica.

Definimos la diferencia de fase entre los dos sistemas como:

Ap(t) = Maz[¢1(t) — da(t)] (5.6)

z€[0,L]

donde ¢ 2 es el maximo de la fase de las Ecs. (5.1) y (5.2).
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Figura 5.9: A¢ Diferencia de fase (definido en el texto).

En la Fig. 5.9 se representa la variacion de la fase A¢ con respecto a 0 y ¢. Para
valores de 0 > 0 se encuentra una sincronizacion normal, ya que al aumentar el valor
de € el sistema sincroniza, encontrandose en PS.

En el caso € < 0 se observa que para pequenos valores de € comienza a sincronizar,
pero al llegar a € ~ 0.1 el sistema desincroniza, es decir, que domina la dindmica A;.
Aqui se observa que el sistema cada vez estd m&s desincronizado, al aumentar la
diferencia A¢, hasta llegar a un maximo local y desde este valor, el sistema comienza
a sincronizar, ya que disminuye el valor de A¢ hasta llegar a cero.

Para valores de € > 0.3 se observa que el sistema sincroniza para todos los valores
de 6, ya que la diferencia A¢ ~ 0 es independiente de qué Ec. domine la dindmica.

De igual forma al tener un € > 0.3 el sistema tiene una PS.

La diferencia de frecuencias es:

Aw = w;— wy (5.7)
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Figura 5.10: Aw Diferencia de frecuencia.

donde wy y we se definen como:

t
wis = lim < w >u (5.8)

t—oo

siendo <>, es el promedio espacial.

La Fig. 5.10 presenta la variacion de Aw con respecto a los pardmetros € y
0. Para 0 < 0 < 1, estamos en la situacién en que A; va desde un acoplamiento
bidireccional simétrico hasta uno asimétrico, donde A; evoluciona libremente. En
este caso se encuentran dos comportamientos, uno para ¢ < 0.2, donde el sistema esté
completamente desincronizado y otro para € > 0.2, donde se encuentra en una FS.
El paso a esta sincronizacion, es a medida que | Aw | va disminuyendo hasta llegar a
cero.

Para —1 < 0 < 0, A; va desde un acoplamiento bidireccional a uno unidireccional,
en el cual A; debe olvidar completamente de su dindmica. Encontramos también dos
comportamientos: para € > 0.3, el sistema estd sincronizado, mientras que para



e < 0.3, el sistema, estd desincronizado.

En este caso, cuando 0 < € < 0.3 se observa que existe una transiciéon anémala
de frecuencia, donde la diferencia de frecuencia, al incrementar el acoplamiento pri-
mero disminuye, luego crece hasta llegar a un maximo local, para de nuevo volver a
disminuir, hasta llegar a la F'S para ¢ > 0.3.

El decaimiento de la desincronizacién o la sincronizacién de fase y frecuencia,
fue descrito por [121] para el caso AT-PT ocurriendo estos al mismo tiempo. Esto
también es consistente con lo observado para pequenos parametros de asintonfa en
modelos quimicos [122].

Volviendo al caso AT AT notamos que la CS no implica una FS; se observa en
la Fig. 5.4(b) que para valores de € > 0.1 el sistema sincroniza para 6 = 0; para el
mismo valor en la Fig. 5.10 se encuentra el sistema completamente desincronizado.

Al comparar las Figs. 5.10 y 5.9, se observa que la sincronizaciéon de frecuencia y
fase coinciden para todos los valores de € y 8. Los puntos de méxima desincronizacién
y sincronizacion también coinciden. Esto no se cumple siempre, ya que en el caso de
estar en el régimen PT-AT, es decir una Ec. en turbulencia de fase y la otra en la de
turbulencia de amplitud, no se encuentra esta correlacién [119].

5.3 Régimen PT-PT

Para hacer las simulaciones en este régimen se ha considerado a = 2.00, #; =
—0.75 y B2 = —0.90, variando 0 en [-1,1] y € en [0,0.5]. Con un paso de tiempo
temporal 6t = 1072, paso espacial 6z = 0.25 para L = 100, 1.5 - 10° iteraciones
temporales.

La Fig. 5.11 nos da el coeficiente de Pearson « frente a los pardmetros 0 y e.
Observamos que las Ecs. permanecen descorrelacionadas para 6 = 1y € < 0.2. Al
disminuir el valor de 6 se necesita una mayor fuerza de acoplamiento para que las
Ecs. sincronicen (CS). Es decir, al sistema A; le cuesta adaptar mas su dindmica a
la de As, que de forma inversa.

En la Fig. 5.12 se presenta el numero de defectos. Para la primera Ec. A;
(Fig. 5.12(a)) 0 < € < 0.08 no se encuentra ningun defecto. Pero para ¢ > 0.08
se observa la aparicién de defectos a partir de § = 0.56 hasta § = —1, donde éstos
van aumentando. Notamos que las Ecs. se encuentran en el régimen PT-PT, donde
no se producen defectos. Kstos defectos se producen al acoplarse A; con A;. A
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Figura 5.11: Coeficiente de Pearson 7.

medida que el acoplamiento se va transformando en unidireccional, el nimero de
defectos va aumentando; para 8 = —1 es donde se encuentra la dindmica dominada
por As y corresponde al mayor numero de defectos. Para valores de € > 0.3 no se
encuentran defectos para todo el rango de 0. Ademds vemos que cuando la dindmica
estd dominada por A1 se encuentra una transicion normal a la sincronizaciéon, mientras
que cuando domina As surge la sincronizacion anémala.

En la Fig. 5.12(b) se observa el nimero de defectos de Az. En este caso se aparece
una pequena regién de aparicién de defectos, correspondiente a los valores de 6 donde
As domina sobre la dindmica A;. Aqui, se encuentran pocos defectos porque A
rapidamente modifica su dindmica para seguir a As, tal como se aprecia a través del
coeficiente de Pearson . Para el resto de la regién no se encuentran defectos.

Al comparar los nimeros de defectos de Ay y As se encuentra que en A; se
producen maés defectos que en As y que las regiones de defectos no coinciden.

La diferencia de fase (Fig. 5.13) definida en la Ec. (5.6) presenta para 0 < 6 < 1
una transicién normal a la sincronizacién, es decir, A¢ disminuye con el acoplamiento



Figura 5.12: (a) Nd; ntimero de defectos de p; (b) Ndz ntimero de defectos de ps.

hasta alcanzar el cero.

Para valores de —1 < 6 < 0 se encuentra, que para ¢ > (0.1 la desincronizaciéon
aumenta de forma lineal, pero para valores de 0.1 < ¢ < 0.15 hay un salto donde la
desincronizacién aumenta hasta llegar a un méaximo local, desde el que comienza a
disminuir la diferencia de fase hasta llegar a cero: nos encontramos con sincronizacién
andémala. Comparando las regiones de sincronizacién anémala, entre el nimero de
defectos y la diferencia de fase, se ve que no coinciden, como en el caso AT-AT.

En la diferencia de frecuencias (Fig. 5.14) también se observa la sincronizacién
anémala. Para 0.5 < € < 1 hay una transicién normal, es decir, la diferencia entre
las frecuencias va disminuyendo a medida que aumenta la fuerza de acoplamiento;
para ¢ > 0.2 se encuentra la sincronizacién de frecuencia. Para —1 < 6 < 0.5
aparece la sincronizacién anémala, ya que la diferencia de frecuencia aumenta primero
linealmente y luego aumenta en un salto brusco hasta de alcanzar un maximo negativo
de desincronizacién y comenzar a sincronizar. Vemos que la regiéon de sincronizacion
de fase coincide con la de sincronizacién de frecuencia.

Al analizar las frecuencias de sincronizacién, se obtiene para 8 = 1 que w = w1 ~
0.75 y para 8 = —1, que w = wy ~ 0.9 como cabe esperar, porque en cada extremo
una de los dos sistemas es el drive.
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Figura 5.13: Diferencia de fase Adg.

Figura 5.14: Diferencia de frecuencias Aw.



Ao

1000

500]

0 ' 0,2 0.4 €

Figura 5.15: Variacién de A¢ con respecto a € para 6 = 0.48.

Ademas cuando no hay defectos vemos en las Figs. 5.13 y 5.14 que aparece la
sincronizacién anémala y cuando surgen los defectos (e > 0.1) hacen que se acentué
mas la anomalia; aunque no son los responsables de este comportamiento. Podemos
observar en la Fig. 5.15 para 6 = 0.48 como el sistema va sincronizando y cuando
aparecen los defectos hay una pequena desincronizacion.

Notamos que el primer sistema tiene una frecuencia aproximada de 0.75, y el se-
gundo de 0.9. Cuando la dindmica estd dominada por A; (frecuencia baja), el sistema
presenta una sincronizacién normal. Pero cuando A; debe modificar su dindmica para

seguir a la frecuencia mayor surge la sincronizacién anémala.

5.4 Ecuacién de Kuramoto—Sivashinsky modificada

Como una primera aproximacién, nos referiremos al calculo de la frecuencia de las
Ecs. simuladas anteriormente. Para esto deducimos la Ec. de Kuramoto —Sivashinsky
modificada a partir de la Ec. CGL, que se ha demostrado que también describe PT
[123, 124]. La CGL se escribe como:

A = A+ (1 +i)d?A; — (1+48) | Ay |? A (5.9)



La perturbamos de la siguiente forma:

A = r(z, b)) (5.10)
r(z,t) = 1+ p(z,t) (5.11)
ﬁ)(I,t) - —ﬂt—l—(ﬁ(]),t) (512)
Ay = =B+ (5.13)
Después de tediosos cédlculos se obtiene
b = Q1%+ 03(8,0)% + Vot (5.14)
donde
A = 1+a8 02 = B«
4 2

La Ec. (5.14) corresponde a la ecuacién de Kuramoto—Sivashinsky, que es conocida
por exhibir turbulencia de fase, cuando el coeficiente de difusion Q3 = 1+ a8 es
negativo. La correspondiente Ec. CGL también exhibe turbulencia de fase cuando
1+ af es negativo [123, 124].

En nuestro caso tenemos 2 Ec. CGL acopladas
€

Ajg=A10+ (1 +i)d?A10— (1+if) | A1 |? Ao+ 5

(1F6)(A2; — A1) (5.16)

Consideramos la ecuacién ¢(z, t) por la expansién sistemética en series de 9, como
se ve en el Apéndice B. y se perturba de la siguiente formas:

Aq = ri(z, t)e“/“(x’t) Ay = rofx, t)ein(x’t)
ri(z,t) = 1+ pi(x,t) ro(z,t) = 1+ pa(z,t) (5.17)
Yi(z,t) = —Pit+di(z,t) Pa(z,t) = —fot + do(z,t)
Utilizando las siguientes variables, para simplificar la escritura
o = ng) @:%u+m (5.18)

al reemplazar los valores anteriores en la Ec. (5.16) y siguiendo el mismo procedi-
miento utilizado para calcular la Ec. (5.14) se llega a dos Ecs. de fase acopladas:

g1 = Qg+ Q1 20201 + Q7 5(02¢1)° + Q%Aaiéf)l (5.19)



P2 = Qoo+ 0320760 + 03 5(0n2)” + Q3 40560 (5.20)

donde los coeficientes son:

Ol _ _efawsd (5.21)
174 - - Cl+2

Qo = l+ah DBy, = fh-a

Q. _ _aka+m) (5.22)
2a4 - - 62+2

Mo = —ci(sin[t(By — B2) — d1 + p2] + 1 — Brcos[t(B1 — B2) — d1 + p2]) (5.23)
Qoo = —ca(sinft(fB2 — f1) — 2 + ¢1] + B2 — Bacos[t(Ba — 1) — d2 + ¢1]) (5.24)

Se encuentra una nueva Ec. que tiene un término adicional €1 g (€22,0). Al hacer e =0
(c1 = 0y ey — 0), en las Ecs. (5.19) y (5.20), recuperamos la Ec. (5.14). Cuando
af2 > —1, tenemos que Q%g (Q%Q) es negativo y se encuentra la inestabilidad de fase.
Ademsds, el nimero de onda g # 0. Este argumento es valido sélo para fluctuaciones
de fase lentas.

Al considerar que los osciladores estan acoplados y las fluctuaciones en la fase son
pequenas, se puede despreciar del sistema los términos 0,¢1 2, 8§¢1,2, ..., por tanto

br2 = wiz—Pig (5.25)

la Ec. de Kuramoto—Sivashinsky nos proporciona el término ¢ que corresponde a la
correccién de la aproximacién w = — (Fig 5.16).

Para af;2 < —1 las fluctuaciones de fase no pueden ser ignoradas, por esto, se
integran las Ec. (5.19) y (5.20) con respecto a x sobre un intervalo [z1, z2] y se divide
esto por (zg — x1).

<> = <>+, < (0u01) > B (5.26)
donde <> indica un promedio sobre el intervalo. Entonces la frecuencia verifica:

wiag = <Qio> +Q%,2(8w¢1,2)2 - B2 (5.27)
wig = —c12012+ (B2 — @)(0rh12)* — P2 (5.28)



Figura 5.16: w vs § de para una Ec. CGL con a = 2.0. La linea roja corresponde
la curva w = —8 y ¢ es la correccién de la w, que estd representado por la flecha,
entre la linea roja y la linea de puntos que es la frecuencia real.

donde (8m¢1,2)2 es la media cuadratica de las fluctuaciones de fase para la una deter-
minada region.
Luego la diferencia de frecuencias es:
€ _ _
Wy —wy = 5((1 +0)B2 — (1= 0)B1) + (B1 — ) (821)* — (B2 — ) (Duh2)® — B + B2
En nuestro caso, tenemos que a > 0, 0 > 31 > (2, € > 0y (9¢12)? son positivas,
porque estan elevadas al cuadrado. Analizaremos dos casos, para 6 = 1:

wi—ws = (=B1+Ba+eB)+ (B —a)(0:01)® — (B2 — a)(0utpa)®  (5.29)

obtenemos que el primer término es negativo, el segundo también es negativo y el
tercer término que es del orden de magnitud del segundo es el tinico término positivo.
El siguiente caso para 6§ = —1

wi—wy = (—fi+B2—€B)+ (B —a)(0:01)° — (B2 — a)(Fup2)®  (5.30)



aqui se obtiene el primer término positivo, el segundo negativo y el tercero positivo.
Este cambio, del primer término, es el que nos introduce la sincronizaciéon anémala,
como se puede comprobar al comparar esto con la Fig. 5.14, cuando § = 1, la
sincronizacion es normal, vy a medida que 6 se acerca a —1 comienza a observarse la
anomalia [125].

Hemos estudiado varios tipos de sincronizacién que se encuentran en la CGL
acoplada de forma asimétrica en los regimenes AT-AT'y PT-PT. Analizando el com-
portamiento de la sincronizacion a través del acoplamiento asimétrico, encontrando

los umbrales de la PS, FS'y CS.






Capitulo 6

Conclusiones

En el capitulo 1 se ha realizado un resumen de los distintos tipos de acoplamiento
que permiten la sincronizacion entre dos osciladores cadticos y se han descrito las
diferentes clases de sincronizaciéon que se conocen actualmente; se ha analizado la
estabilidad del movimiento sincronizado utilizando el criterio del promedio de los
exponentes de Lyapunov, se ha dado una definicion matematica de la sincronizacién
y se describié un método experimental para detectar la sincronizacion.

En el capitulo 2 se discutié sobre el comportamiento de la sincronizacion en ca-
denas de osciladores acoplados, que puede ser un comportamiento de conjunto para
toda la cadena o de grupo para sélo algunos osciladores de la cadena. También se
analizo la sincronizacion en los sistemas extendidos, es decir, con un acoplamiento en
el término difusivo espacial para dos Ec. CGL acopladas; en este caso fue necesario
definir nuevos indicadores de sincronizacién, como el nimero de defectos, la diferencia
de modulos y la diferencia de fase.

En el capitulo 3 se analizaron los exponentes de Lyapunov que miden la diver-
gencia en el tiempo entre dos trayectorias cadticas. Luego se calculd el exponente
de Lyapunov transversal, donde se puede apreciar directamente cémo evoluciona la
diferencia entre dos trayectorias. Finalmente se analizan los exponentes convectivos
que miden la divergencia de dos trayectorias en el espacio y se calcula el maximo
exponente convectivo.

En el capitulo 4 se ha simulado una cadena de 100 osciladores de Rossler unidi-
reccionalmente acoplados y se ha estudiado su estabilidad frente a perturbaciones de
distintos tipos:
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e Al perturbar el sistema todo el tiempo sobre el segundo oscilador y medir los
exponentes transversales de Lyapunov A, se encontrd que la cadena era estable
frente a las perturbaciones para pequenos tiempos de anticipacién.

e Al perturbar una vez el primer oscilador y esperar a que la cadena vuelva a sin-
cronizar para volver a perturbar, se observé que la perturbacion se trasladaba
a través de la cadena con una velocidad constante v y crecia exponencialmente,
es decir, el sistema presenta inestabilidad convectiva. Anteriormente esta ines-
tabilidad s6lo habia sido observada en cadenas de sistemas discretos acoplados.

e Se calcul también el maximo exponente convectivo de la cadena A para distin-
tas fuerzas de acoplamiento, determinandose que, para un menor acoplamiento,
A disminuye y cuando € — 0 el méximo exponente convectivo llega al valor del
maximo exponente transversal de Lyapunov.

e Se ha determinado que la estabilidad absoluta es sélo una condicién para la
sincronizacién, ya que existen otros tipos de inestabilidades que pueden producir
efectos mayores que las inestabilidades locales.

En el capitulo 5 se estudié la sincronizaciéon de dos Ecs. CGL acopladas en el
régimen AT-AT y PT-PT. Se realizaron las simulaciones numéricas donde se calculd
el coeficiente de Pearson ~, el nimero de defectos para cada ecuacién Nd; y Nds y la
diferencia de fase A¢ y de frecuencia Aw.

Régimen AT-AT

e Se encontrd que las ecuaciones sincronizaban de forma andémala en la fase, en
la frecuencia y en el niimero de defectos de la primera ecuacién en el siguiente
rango: para —1 <8 <0y 0 <e<0.3.

Régimen PT-PT

e Se encontrd que aunque este régimen no presenta defectos, al acoplar dos CGL
aparecen defectos para ambas ecuaciones, induciendo la sincronizacién andémala,

en PSy FS.

e Realizamos también la derivacién de las Ecs. de Kuramoto—Sivashinsky modifi-
cada a partir de las Ecs. de CGL. Y encontramos que al hacer ¢ = 0, se recobra



la ecuacién de Kuramoto—Sivashinsky desacoplada. A partir de la ecuacién de-
rivada se estudio el comportamiento de la diferencia de frecuencias Aw, que es
la responsable de la apariciéon de la anomalia de sincronizacion.

Encontramos que para ambos regimenes cuando la dindamica estd dominada por
la Ec. de mayor frecuencia surge la sincronizacién anémala. En cambio cuando la

Ec. drive es la de menor frecuencia, se encuentra una sincronizacién normal.






Apéndice A

Derivacion de las ecuaciones de
una cadena de osciladores de
Rossler acoplados en el espacio
tangente

Deducimos a continuacién las ecuaciones en el espacio tangente a partir de una
cadena de 100 osciladores de Rossler acoplados unidireccionalmente, donde el primer
oscilador evoluciona libremente. Y el oscilador 2, esta acoplado con él 1, el 3 con el 2
y asi hasta el 100 con el 99. Las ecuaciones para el primer oscilador de Rossler son:

z1(t) = —wyi(t) — 21(¢)
91(t) = wxi(t) + ayi(t) drive
21t) = f4+z210t)(z1(t) + )

con los siguientes valores de los pardmetros (que se mantendran fijos para toda la
cadena):

a=0.15 ¢=10, f=02y w=1.0
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El segundo sistema (¥ = (z2, 2, 22)), se acopla unidireccionalmente con el sistema
drive de la siguiente forma:

j:g(t) = —wyg(t) — Zg(t) -+ 6(]?1(?5) — J?Q(t — To))
U2(t) = wxa(t) + aya(t) + e(y1(t) — y2(t — 70)) response
22(15) = f + Zg(t) (l‘g(t) + C) + G(Zl(t) - Zg(t — 7'0))
donde € representa la fuerza de acoplamiento entre los dos sistemas. Se nota, que el

acoplamiento es asimétrico, de forma que el oscilador 2 esta acoplado con el 1, pero
el 1 no esta acoplado con el 2. El resto de los osciladores tienen el mismo tipo de

acoplamiento.
zi(t) = —wyi(t) — z(t) + e(zi-1(t) — it — 70))
yz(t) = wxi(t) + ayi(t) + e(yi_l(t) — yi(t — T())) 1=3,...,100
Z'i(t) = f + Zi(t) ($Z(t) + C) + G(Zi_l(t) — Zi(t - 7'()))

donde cada oscilador es response del oscilador precedente y drive del posterior. Por
simplicidad, utilizaremos las siguiente notacién: y1 -, = y1(t—70) € y1,27, = ¥1(t—270).

El motivo por el cual se utiliza el espacio tangente es porque para medir la sincro-
nizacién entre dos sistemas, se debe calcular la diferencia entre ellos (5 =T~ Yr)s
y este resultado, indica el nivel de sincronizacién. Si || A [|>> 1, se dice que estén
desincronizados, y si || A ||<< 1 nos indica que estdn sincronizados. Pero cuando las
variaciones entre los dos sistemas es || A ||< 1074, al hacer la resta no tenemos una
precision suficiente. Por esto, se utiliza el espacio tangente, que mide la evolucién
de las pequenas diferencias entre los osciladores, ddndonos una media mucho més
precisa.

A continuacién se obtienen las ecuaciones en el espacio tangente a partir de estos
osciladores. Para ello se utiliza la siguiente definicion:

. A% xl(t) — Ig(t — 7'0)
Al = f — ﬂ;—o == A% = yl(t) — yQ(t — To) (Al)
A? Zl(t) —Zg(t—T())

R
donde A es a la variedad de sincronizacion entre los dos sistemas. Por este motivo se
escribe el sistema response desplazado

i'52,7'0 = —WY27y — 22,79 T E(ILTO - 1‘2,27-0)



y.Q,’T() = wWT2 + ay2,ry + E(yl,T() - y2,27'0) (A2)

Z'Q,To = f+ 22,79 (:EQ,TO + C) + 6(21,70 - 22,27'0)

Al hacer la diferencia entre los primeros dos osciladores y reagrupando las varia-
bles, se obtiene:

A% = *w(yl - y2,7'0) - (Zl - 22170) - 6(xl,‘ro - ‘T?,To)
A% = w(r1 — x277'0> +a(yr — yQJo) - E(ylﬁo - yQ,To) (A.3)
A} = zmy — 2 Tam — o(21 — 22.5) — €(21,7 — Z2,7)

utilizando la Ec (A.1) se llega a:

Al 2 3 1

Al - —UJA]_ — Al - GAlyTO

A? = wAl +aA? - eAiTO (A4)
A3 3 3

Al = 2171 — 22,5T25 — AT — €AY

En la Ec. (A.4) se encuentran dos términos no lineales z2 7,22 7, ¥ 121, para lineali-
zarlos volvemos a la definicién de la Ec. (A.1); se sabe que:

Tor, = xlfA% (A.5)

3
2279 — 1 Al
reemplazamos estos valores en el término no lineal, obteniendo:

T121 — Tang2on, = T121 — (71— A7)(21 — A})
= X121 —T121 + .IlA:% + ZlA% — A%A? (Af))

—

se desprecia el termino AIA3 por representar A una pequeiia variacién entre los
osciladores:

3 1
T121 — X2,7022,79 = IlAl + ZlAl (A7)

Reemplazando la Ec. (A.7) en (A.4) se obtiene la ecuacién linealizada para el espacio
tangente:

Al = —wA? - A} —eAl

1,70



A? = wAl +aA? - A2 (A.8)

1,70

A3 = A3+ 2 Al — AT —eA3

1,70

Hemos obtenido las ecuaciones en el espacio tangente para los dos primeros os-
ciladores, ahora para agregar otro oscilador mas, se considera el segundo oscilador
y como drive y el tercero (Z = (x3,ys, 23)) como response y se vuelve a utilizar el
procedimiento anterior. Comenzamos reescribiendo el sistema i/

&g = —wys — 20+ €(x1 — T2,1p)
U2 = wxay + ayz + €(y1 — Y2,7) drive
Zo = f+ zo(xg + ¢) + €(21 — 22.7,)

y el sistema response desplazado en 7

3,79 = —WY3,my — 23,70 T 6(xQ,To - I372T0)
y377’0 = WT3,r + ays,ry + €(y3,7‘0 - y3,27'0) response
Z370 = [+ 23,7 (x3,T0 +¢e) + 6(ZQJO - Z372T0)

La variedad de sincronizacion para estos dos osciladores es:

Ay T3 — 3.7
Ay = g—2Z=| A3 | =] v2—u3r (A.9)
A3 22 — 23,79

Haciendo la resta entre los sistemas drive y response, se obtiene:

Ay = —wA; - AJ+e(Af-A5,)
A} = wAl—aA3+¢(AT—A3 ) (A.10)
Ag = To2y — T37,23,7 + cAg’ + G(A? — Agm)

Nuevamente aparecen dos términos no lineales, que son linealizados utilizando la Ec.

(A.9)

L2290 — X3.7923,7y — X222 — (.1‘2 — A%)(ZQ — Ag) = T9z9 — L9299 + CCQA% + ZQA% — A%A%
= A3+ Al (A.11)

Reemplazando la Ec. (A.11) en (A.10), se obtiene la segunda Ec. en el espacio
tangente.

A} = —wA3— A} +e(A] - A} L)



A = wA}—add+e(al- A3, (A12)
A3 = 2Ad+ AL+ A+ (A - A3 )

Para calcular la Ec. de los osciladores tres y cuatro, se hace lo mismo que para

la Ec. (A.12), s6lo cambiando los subindices, 2 — 3, 3 — 4 ---. Resumiendo las Ecs,
para la cadena completa son:
Parai=1
Al = —wA? - A —eAl
A2 = wAl +aA? - GA%’TO (A.13)
A} = 1A} + AL — AT — eAiTO
yparat =2, ..., 100
Al = —wA?-AYtd(al, - AL
A} = wA] —al]+e(A7 A7) (A.14)

A = A4 ZAL AT (A A

Estas son las Ecs. utilizadas en el capitulo 4, para hacer las simulaciones numéricas.
Se ha linealizado estas ecuaciones, ya que al ser A la variedad de sincronizacién
sabemos que es un valor muy pequeno, haciendo que el término no lineal no genere
correcciones apreciables al sistema.






Apéndice B

Derivacion de las Ecs. de
Kuramoto—Sivashinsky
modificadas

En este apéndice se calcula la forma normal de la ecuacién que regula la evolucién
para la variedad central asociada a una inestabilidad de fase de la solucién homogénea
de una ecuacion de onda en un medio anisétropo.

La aparicién de una estructura ondulatoria en un medio anisétropo se describe, en
la proximidad del limite méximo de bifurcacion, para dos ecuaciones CGL acopladas.
Si las ondas progresivas son estables con relacion a las ondas estacionarias, este sistema
de ecuaciones se reduce, después de un cambio de referencial, a un par de ecuaciones,
que se escriben como:

Al’g = ALQ + (1 + ia)aﬁALg — (1 + Zﬁ) | ALQ |2 A172 + %(1 F 9)(A2’1 — ALQ) (B.l)

Considerando

g = 5(1 —0) co = 5(1 +0) (B.2)

Estds ecuaciones admiten una solucién homogénea
Ay = ri(x,t)e @) Ay = ry(x t)eit2(@t) (B.3)
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donde la fase ¥ es arbitraria. Esta libertad de eleccién sobre la fase del pardmetro
de orden implica la existencia de un modo de fase marginal para A; 2, mientras que
sus perturbaciones de amplitud son amortiguadas por la dinamica de la Ec. B.1. Por
esto se reduce la Ec. B.1 a una ecuacién que describe sdélo la evolucién de la fase del
parametro de orden.

Se analizard a continuacion la Ec. para A1, porque la Ec. para As es andloga. De
esta forma, la Ec. B.1 puede reescribirse sobre la forma de dos ecuaciones acopladas,
una para el modulo de A; y la otra para la fase de A;. Reemplazando la solucién
homogénea B.3 en la Ec. B.1 se obtiene:

1+ i?“llﬁll = 71— (1 + Zﬂl)?“? + (1 + iOé) (837“1 + 200,101 + Z'Tlaglbl -7 ((91;1[)1)2)
ey (roef1mv) g (B.4)

identificando las partes reales e imaginarias de cada miembro, se separa en dos ecua-

ciones:

=71 — T? + 8%7"1 — 047“1831#1 — 200,110,071 — 11 (3901[11)2 + c1(rg cos(P1 — ha) —11)
y
riy = =17 4 20,710,101 + 11071 + ad?r1 — ary (901)% — 11 — crrasin(Yy — thy)

haciendo el siguiente cambio de variable, las ecuaciones se escriben como:

b = st 5
se obtiene:
pr o= —2p1—pi+02p1 — (1+ p1)0sd1 — 200,p10:61 — a1 + p1)(Drn1)?
+e1((1+ p2) cos(¢r — da) — 1~ p1) — 3pi (B.6)
y

(14 p1)pr = —2B1p1 —3B1pT — Brpi + 202p10,01 + (1 + p1)0s¢1 + adzpr



+a(l+ p1)8361 — e1(1 + po) sin(yr — o) (B.7)

haciendo un desarrollo en serie Taylor para 1/(1 4 p1) al tercer orden se obtiene:

b1 = —2B1p1 — Bip} + (200010501 + adZp1)(1 — p1 + pl) + 02
+048ng51 — 61(1 —+ ,02) Sin(?/Jl — ’(bQ) (BS)

La ecuacién B.1 se ha transformado en dos ecuaciones acopladas rigiendo las
perturbaciones de fase y amplitud. Se introducen dos hipotesis: se supone por una
parte que las derivadas espaciales de ¢; son pequenas (se justifica por la existencia de
un modo de fase marginal ¢ = 0) y por otra parte, se considera que las perturbaciones
de amplitud son de orden dos con relacion a las derivadas espaciales.

Se pretende eliminar los términos de amplitud de la ecuacion de fase, de esta
forma se define:

d1 = —[10up1 — 2u1p10pp1 — U2Dp10pp1 — uzD2ep1 — uap1p2 — usP: — UGPL
—uzp102h1 — usp; — UgOyppade — u1002p2 — ur1p2 — U1202p1 (B.9)

Reemplazando la Ec. (B.8) en la Ec. (B.9) y eliminando los términos superiores, se
llega a:

b1 = (B1+ o+ 2u))p1(9:01)* + (2 + 28% + 2us + c1u2)0pp10:01
+(a+ af? + 2uz + cruz)dzp1 + (—2c1ur — ua)prpa + (dur + 2c1u1 — us)pt
+(—ug + c1B1)p1 + (14 20my — uz + afy)p1dady + (—B1 — ug)p}
+(—crup — ug)dpp20stt + (—crus — u10)d2p2 + (sin[t(B — B2) — ¢1 + dalcy
—uyy — cos[t(By — B2) — b1 + dole1B1)p2 + (—u12 — aBf + B7)(0zp1)”
+(1+ afr)02¢1 + qusdygr + (—o + B1)(0x1)” (B.10)
+ersin(t(Br — B2) — ¢1 + ¢2)) + 181 — c1frcos(t(Br — B2) — ¢1 + ¢2))



donde se eliminan los términos de amplitud a través de los u; que son:

2(1+32
w = ja-p) up = 20
1 2

uz = 7&(2:;61) ug = —ci(a—p)
us = (2+c)la=p1) w = cfh (B.11)
uy = 1—|—a2 ug = *ﬂl

2¢1 (1432 1+3?
ug = ‘012(+281) Ul = ‘aC]2(+j1ﬁ1)

U2 = ﬁ%(—a + 51)

upy = ci(sin(t(B1 — fB2) — 1+ ¢2)) — Brcos(t(Br — B2) — 1 + ¢2))) (B.12)

al reemplazar los valores anteriores se llega a la siguiente ecuacién para ¢1:
G1 = Qo+ Q0201+ QF 9 (0x01)% + Q1 1051 + O 40101 (B.13)

donde los coeficientes son:

Qiy = 1+ap Ql, = Bi—«
Ql’ _ _oP(4pp) ’ (B.14)
1,4 - - c1+2

Mo = —ci(sinft(Br — B2) — ¢1 + ¢o] + 1 — Bicos[t(B1 — F2) — ¢1 + ¢2]) (B.15)

Para obtener la Ec. de ¢5 se cambian los subindices 1 a 2, encontrandose la siguiente
ecuacion:

Gy = Qoo+ 20000 + 03 5(0n2)” + Q40,0 (B.16)

con los siguientes coeficientes:

Qo = 1+ap Q3, = B«
Uty (B.17)
274 o o C2+2

Qo0 = —ca(sinft(B2 — B1) — d2 + ¢1] + P2 — Pacos[t(B2 — B1) — p2 + ¢1])  (B.18)

Las Ecs. (B.13) y (B.16), corresponden a la evolucién de las fases ¢1 y ¢o acopladas
a través de los términos Q9 y €220. Se nota que al hacer e =0 (c; =0y cg = 0) se
recupera la Ec. de Kuramoto Sivashisky, para una FEc. CGL desacoplada.
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Convective instabilities of synchronization manifolds
in spatially extended systems
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‘We study the stability properties of anticipating synchronization in an open chain of unidirection-
ally coupled identical chaotic oscillators. Despite showing absolute stability, the synchronization
manifold is affected by further processes that destabilize the synchronized regime. We analyze and
characterize such instabilities drawing a qualitative and quantitative comparison with the convective

instabilities typical of spatially extended systems.

PACS numbers: PACS: 05.45.-a,05.45.Xt,05.45.Jn

The synchronization of coupled chaotic systems has
been a topic of intense study over the past years [1]. In
this framework, different synchronization features have
been described: identical and generalized synchroniza-
tion [2, 3], phase synchronization [4], lag and intermit-
tent lag synchronization [5], and anticipating synchro-
nization [6]. Furthermore, synchronization effects have
been explored in natural phenomena (7], and laboratory
experiments [8], as well as unifying approaches to de-
scribe synchronization states have been proposed [9].

More recently, synchronization phenomena have been
investigated in large populations of coupled chaotic units
and neural networks [10], globally or locally coupled map
lattices [11] and in space extended systems [12].

While for confined chaotic systems the stability of the
synchronization motion can be assessed by the study of
the transversal Lyapunov exponent [13] or the Lyapunov
function [14], for space extended systems a still unsolved
crucial question is whether absolutely stable synchroniza-
tion manifolds can be affected by other types of space-
time instabilities leading to desynchronization. In this
communication we show that this is indeed the case for
chains of unidirectionally coupled identical chaotic oscil-
lators, where an absolutely stable anticipating synchro-
nization manifold (ASM) is nevertheless convectively un-
stable and thus looses its synchronization properties for
any small noisy perturbation.

Anticipating synchronization [6] is a property of identi-
cal chaotic oscillators unidirectionally coupled in a driver-
response configuration. There, a memory element in the
coupling factor (represented by a short time delay 7)
makes the trajectories to converge toward an absolutely
stable ASM wherein the state of the response system an-
ticipates the one of the driver by the same amount of
time 7 . Such a feature was proven to be a stable prop-
erty of pairs of chaotic systems, and later extended to
open chains of identical systems, where the augmented
phase space allows anticipation times that may exceed
the characteristic time scales of the chaotic dynamics [6].

The interest for the study of this synchronization phe-
nomenon in large chains relies in the fact that it can be
taken as an alternative method for real time forecasting

Typeset by REVIEX

of future states of a given dynamics. To this purpose,
one has to characterize the space-time instabilities that
might be suffered by the ASM when noisy perturbations
affect the driving signal.

In order to address such a problem, let us consider
an open chain of N unidirectionally coupled identical
Réssler oscillators [15], given by

i'i Zf(ri)'f'E(l*lsli)[I'i,l 7I'i(th)] (1)

where the dots denote temporal derivatives, r; =
(zi,yi,2i) is the vector field of the ith driven oscillator
(¢ =1,...,N), € is the coupling strength, 7 is the delay
time in the coupling factor, d;; is the Kronecker § func-
tion, and f(r) is a vector field

f(r) =[-y—z,z+ay,b+z(z —c)]. (2)

responsible for generating the locally chaotic dynamics.
In the following, we set a = 0.15,b = 0.2,¢ = 10, N = 100
and we study the evolution of system (1) upon varying
7 and g, starting from a set of random initial conditions
r;(0) covering all the interval [0, —7] for each oscillator.
All reported simulations have been performed by imple-
menting a fourth order Runge-Kutta integration scheme
with free boundary conditions.

In order to carry on the linear stability analysis, it is
convenient to pass from the {r;(¢)} to the (ri(t), Ar; =
{ri_1(t) —r;(t—7)}) representation (with ¢ > 1). In fact,
the synchronized state is characterized by Ar; = 0. Lin-
earization of the equations for r; accounts simply for the
Lyapunov exponents of the single Rossler oscillator. The
dynamics of an infinitesimal perturbation p; = (u;, vi, w;)
of the differences Ar; is instead described by

w; = 7’1},‘711},’-1—6(1 761,‘)’&,‘,1 7€Ui(t7T),
v = u; +az; +e(l— d)vim1 — evi(t — 1), 3)
w; = (Ii — c)w,- —+ zju; + E(l — (511')10,',1 — Ew,-(t — T).

The growth rates of p; define the so called transversal
Lyapunov exponents, insofar as they give information on
the evolution of perturbations transversally to the ASM
(represented by the fixed point Ap = 0 in system (3)),
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FIG. 1: Transversal Lyapunov exponent A, (see text for def-
inition) computed from system (3) vs. the coupling strength
e for 7 = 0.12 (dot-dashed line), 7 = 0.1 (solid line) and 7 =
0.08 (dashed line). The three curves start from Ao ~ 0.0826,
corresponding to the maximum (positive) Lyapunov exponent
for the Rassler oscillator.

and the negativity of the maximum of such exponents
is a necessary condition for absolute stability of such a
manifold. It is important to notice that while the dynam-
ical law for p is self-contained, the evolution of all other
perturbations can be determined only as a cascade pro-
cess. A necessary condition for the synchronized regime
to be stable is that the growth rate A of py is nega-
tive. In Fig. 1, we have plotted the values of A; vs. the
coupling strength, for different choices of 7. Consistently
with what observed in Ref. [6], AL can be negative in
a suitable parameter range, indicating that the ASM is
there absolutely stable. Notice that for all choices of 7,
A1 at zero coupling is positive and equal to the maxi-
mum Lyapunov exponent of the single Rossler system,
Ao = 0.0826 (for the chosen parameter values).

On the basis of the results reported in Fig. 1, one is
tempted to conclude that arbitrarily long anticipation
times can be obtained by just coupling a sufficiently
large number N of oscillators, since the ith oscillator
anticipates its driver by a time 7, and its dynamics is
therefore expected to collapse onto a manifold wherein
ri(t) = ri(t + (i — 1)7). In fact, this would be pos-
sible only if absolute stability were a sufficient condi-
tion for the settings of such a manifold. Fig. 2 indeed
shows that this is not the case. System (1) is let evolve
from random initial condition for N = 100,7 = 0.1 and
e = 4.1 (from the solid curve in Fig. 1, one can cleary
see that the corresponding A is negative) up to the time
at which the ASM is reached. At this point a zero av-
erage d-correlated Gaussian noise DE(t) of small ampli-
tude D = 0.005 is added to the variable z». The devia-
tions from the ASM are thereby monitored by evaluating
0z; = |z1(t) — z:i(t — (i — 1)7)|. From Fig. 2 it is clear
that the trajectory abandons the absolutely stable ASM
manifold dz; = 0 as a result of the applied perturbation
although the deviations in the 5th oscillator are still quite

FIG. 2: Temporal evolution of dz5 for 7 = 0.1 and £ = 4.1.
The trajectory starts from random initial conditions and is
subjected to a zero average d-correlated Gaussian noise per-
turbation DE(t) (D = 0.005) added to the variable y;.
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FIG. 3: Time evolution of the ensemble averaged differences
a? = (u?) for i = 25,50,75 and 99 (the corresponding num-
bers are on the top of each curve). Each curve is obtained
from an ensemble average of 10,000 perturbations, for 7 = 0.1,
e=4.1and n=5%10"°. Solid (dotted) line reports the cal-

culation in the normal (tangent) space

small. In fact, it is crucial to add that the asymptotic (in
time) size of the deviations tend to grow exponentially
with i.

In order to clarify the whole process, we prefer to inves-
tigate the response of the system to a delta-like pertur-
bation. More precisely, we have let the system (1) evolve
from random initial condition at ¢ = 0 (with 7 = 0.1
and ¢ = 4.1) until it reaches (within numerical accu-
racy) the ASM. Then, evolution is restarted after per-
turbing 1 by a small amount 7, while all other variables
are left unchanged. Convergence back to the ASM is
studied by monitoring the single step anticipation error
02 = ([z;(t — 7) — z;—1(t)]?), where angular brackets de-
note an average over an ensemble of independent choices
of the initial conditions.

In the limit of small perturbations, instead of following



two separate trajectories, it is sufficient to let a perturba-
tion evolve in tangent space: in this limit 02 = (u?). The
curves corresponding to different oscillators that are plot-
ted in Fig. 3 clearly indicates that the deviation from the
ASM initially grows but eventually converges to 0 thus
confirming its absolute stability. On the other hand, os-
cillators labelled by larger i-values are characterized by
higher peaks. Fig. 3 also demonstrates that the behavior
of the system is basically insensitive on whether calcu-
lations are performed in the normal or in the tangent
space.

This phenomenon is very much reminiscent. of convec-
tive instabilities in in spatially extended systems where a
localized perturbation dies if observed where it has been
generated while it appears to grow in suitably moving
frames. The analogy relies on the interpretation of the
integer ¢ labelling the oscillators as a space variable, but
an exact mapping with convective phenomena is hindered
by the additional presence of the “delayed” interactions
which make the problem conceptually more complex.

One can, nevertheless, test whether the evolution of an
initially localized perturbation follows the same scaling
behaviour as in spatially extended systems. In the con-
text of one-dimensional lattices, the convective Lyapunov
exponent is defined as [16]

.1 0@ =wt,t)|
Aw) = lim 2 In =500 )
where 6(i,t) denotes the perturbation amplitude in site ¢
at time ¢ and is initially localized in a finite region around
the origin. This is equivalent to stating that

A(v
4(i,t) ~ exp(A(v)t) = exp (Qz) (5)
v
for both |i| and ¢ large enough.
(From a numerical point of view, A(v) can be accu-
rately estimated by comparing the perturbation ampli-
tude at two different space-time positions P, = (iy,t1),

PQ = (ig, tg),

v [0z, b))
] 17V e 72/1
100 )]

where v = i1/t1 = ia/t2. In fact, provided that both
P; and P; are far enough from the origin, mutiplicative
finite-size corrections affect ¢ in the same way and thus
disappear when the ratio is taken in Eq. (6).

The results reported in Fig. 4 confirm that the be-
haviour of perturbations in the context of Rossler oscil-
lators with delayed coupling is analogous that of con-
vectively unstable systems. Indeed, the three curves ob-
tained by comparing the following pairs of oscillators,
(80,60), (60,40), and (40,20) almost overlap, thus sug-
gesting that the convective spectrum A(v) is a well de-
fined quantity in this context too. Next, the very exis-
tence of a positive maximum of A(v) implies that per-
turbations traveling with a velocity v in between the two

Av) = (6)

i2 — i1

FIG. 4: Convective Lyapunov exponent A(v) vs. propagation
velocity v, computed by comparing the perturbation in dif-
ferent pairs of oscillators according to Eq. (6). Dot-dashed,
dotted and solid lines correspond to the pairs (80,60), (60,40),
and (40,20), respectively. The maximum value of the expo-
nent is marked by an arrow. Inset: maximum value of o;
vs. time of occurrence. The rate of an exponential best fit
equal to 0.202 agrees with the maximal convective Lyapunov
exponent.

zeros of A(v) (approximately equal to 5 and 8) are indeed
amplified. Furthermore, the maximum rate, approxi-
mately equal to 0.203, is even larger than the positive
Lyapunov exponent of the single oscillator Ao, indicat-
ing that such convective instability is even stronger than
local instability. The value of the maximum convective
exponent can be independently checked by monitoring
the values of the maxima ;s of each o; versus their oc-
currence time. The best fit reported in the inset of Fig. 4
corresponds to a growth rate of 0.202, in good agreement
with the maximum of the convective spectrum.

In conclusion, we have shown that convective instabil-
ity prevents the occurrence of anticipating synchroniza-
tion over arbitrarily long times in a chain of unidirec-
tionally coupled identical chaotic oscillators, when even
a small amount of noise is present.

This evidence indicates that absolute stability of the
synchronization manifold is only a necessary conditions
for the robustness of synchronization properties in cou-
pled spatially extended systems, whereas other types of
space-time instabilities may introduce effects that are
even stronger than local instabilities.

A general consequence is that necessary and sufficient
conditions for the stability of synchronization proper-
ties in spatially extended systems strictly depend on the
space-extended nature of the dynamics and need to be
assessed by taking into account additional sources of in-
stability, such as convective growth of perturbations in
moving frames.

A further consequence concerns the possibility of im-
plementing anticipating synchronization as a strategy for
real time forecasting of future states of a given dynamics.
Such a possibility needs to be reconsidered by a careful



investigation of the space-time instabilities that might be
suffered by the synchronized dynamics when noisy per-
turbations are taken into account.
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Summary of the work

In this thesis we have studied two types of synchronization in extended systems.

First, the stability of anticipating synchronization manifolds in a chain of 100 uni-
directionally coupled Rossler oscillators has been addressed. For this system, we have
measured the transversal Lyapunov exponents. We have also determined the beha-
vior of the perturbations by monitoring in time the amplitude of an initial point-like
disturbance that propagates in the oscillators chain and by measuring its growth rate.
A suitable representation of the Lyapunov spectra allows a compact description of all
the possible disturbances in tangent space. We find that this kind of synchronization
is affected by a convective instability, which has a nonzero group velocity with respect
to the laboratory frame.

In the second part, we have characterized anomalous synchronization occuring in
two asymmetrically coupled complex Ginzburg Landau equations. We have set the
equations either in the phase turbulence (PT) regime or in the amplitude turbulence
(AT) regime. By increasing the coupling parameter we have found frequency synch-
ronization, phase synchronization and complete synchronization. We have observed
that the equation with a higher frequency synchronizes in a regular fashion with an
equation with a lower frequency. On the contrary, an equation with lower frequency
synchronizes with a system with higher frequency passing by an anomalous stage.
At the end, for two equations in different PT regimes, we have deduced the mo-
dified Kuramoto—Sivashinsky equation in order to calculate analytically the average
frequency. By doing so we were able to explain the anomalous synchronization stage.



