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Introduccion

Las inestabilidades en sistemas no lineales dan lugar, a menudo, a una transiciéon de un estado uniforme
a otro que varia periddicamente en el tiempo o en el espacio al que se denomina patréon. Los patrones
aparecen en sistemas fisicos muy diversos, como por ejemplo en las ondas de las arenas, en las dunas
del desierto, en la morfologia de plantas y animales, en las reacciones quimicas, en las formaciones
geolégicas, en liseres, en conveccién de Rayleigh-Bénard, o en flujos de Taylor—Couette, por citar
algunos casos representativos.

La formacién de patrones estd estrechamente relacionada con el concepto de inestabilidad. En un
sistema en equilibrio cualquier perturbacién se atentia exponencialmente, pero al aplicarle un campo
externo se aparta progresivamente del estado inicial. Se dice entonces que el sistema sufre una bifur-
cacién, a consecuencia de uno o varios modos que se desestabilizan. Al aumentar el forzado aparecen
nuevas inestabilidades, secundarias, terciarias, etc., cada una de las cuales rompe alguna simetria del
estado original, y la dindmica se vuelve tan compleja que el analisis lineal resulta insuficiente.

Se dan patrones similares en sistemas muy dispares, de modo que se ha tratado de encontrar
una explicacién unificada [1]. La dindmica de estos sistemas se basa en conjuntos de ecuaciones
en derivadas parciales no lineales, y se sabe que cerca del umbral de inestabilidad tiene lugar una
separacién de escalas espaciales y temporales. Como resultado, se pueden eliminar adiabdticamente
los modos estables y reducir la dindmica a la de la amplitud (pardmetro de orden) de los modos
inestables. Se han estudiado reducciones de las ecuaciones bésicas enfocadas a distintos aspectos de la
formacién de patrones. La aproximacién maés simple estd dedicada a patrones perfectos, en la que el
pardmetro de orden obedece a una ecuacién de tipo Landau. Cuando se tienen en cuenta variaciones
espaciales lentas del pardmetro de orden se utilizan ecuaciones de tipo Ginzburg-Landau, que son
muy similares a las usadas para describir fenémenos de transiciones de fase. Lejos del umbral, en el
régimen fuertemente no lineal, es posible derivar a menudo las llamadas ecuaciones de fase. También
se han mostrado utiles las ecuaciones de tipo Swift—-Hohenberg, que poseen la misma parte lineal que el
problema original y admiten variaciones espaciales rapidas. Sin embargo, para el andlisis detallado de
sistemas fisicos concretos no basta una comprension general, sino que es esencial conocer el mecanismo
que da lugar a la seleccién de patrones.

La conveccién en una capa horizontal de fluido ha sido uno de los ejemplos candnicos para estudiar
la formacién de patrones en sistemas espacialmente extendidos. Esta se halla presente en una gran
variedad de fenémenos naturales de la atmésfera, de los océanos, del manto terrestre, o industriales
como en procesos de secado, mezclas, etc. H. Bénard en 1900 [2] mostrd el primer patrén regular en
un sistema fuera del equilibrio térmico, calentando una capa de aceite de ballena por su parte inferior.
Cuando la diferencia de temperatura entre la placa inferior y superior supera un valor critico el estado



conductivo se desestabiliza y surge la conveccién. Este fendmeno se debe a una competicién entre los
efectos estabilizantes de la disipacién y desestabilizantes del empuje arquimediano, tal como mostré
Lord Rayleigh una década después [3]. La conveccién debida al empuje se denomina conveccién de
Rayleigh—Bénard. EI patrén mas sencillo consiste en rollos paralelos, cuya longitud de onda es del
orden del doble de la profundidad de la capa de fluido. Sin embargo, el comportamiento dindmico
puede ser mucho maés rico. Asi, cuando aumenta el calentamiento surgen nuevas inestabilidades que
pueden conducir a un régimen turbulento por duplicacién de periodo. También se ha encontrado un
estado denominado caos espiral, gobernado por espirales rotantes, dislocaciones y fronteras de grano
[4].

El problema clasico de Rayleigh-Bénard se hace atiin mas complejo si se toma en cuenta la rotacion.
El problema de la conveccién con rotacién es de enorme importancia geofisica, pues esta presente desde
el nucleo terrestre hasta la atmésfera. Su estudio tedrico fue abordado por Chandrasekhar [5] en la dé-
cada de los sesenta, quien realizé el andlisis de estabilidad lineal, y posteriormente por Veronis [6], que
desarroll6 el primer estudio no lineal. La fuerza de Coriolis inhibe el comienzo de la conveccién, pero
anade caracteristicas nuevas. En concreto, para tasas de rotacién suficientemente elevadas aparece un
estado de caos espacio-temporal al inicio de la conveccion, que puede ser analizado perturbativamente
mediante ecuaciones de tipo Ginzburg-Landau. EIl mecanismo de la inestabilidad fue descrito por
Kiippers y Lortz [7]. Estos autores descubrieron que, superado un valor critico de la rotacién, un
conjunto de rollos se desestabiliza por la accién de otro con el que forman un dngulo cercano a los
60°. Debido a la isotropia, el nuevo conjunto de rollos es también inestable y se produce una dindmica
persistente. Busse y Heikes [8] confirmaron experimentalmente esta inestabilidad, y propusieron un
modelo de tres ecuaciones de amplitud acopladas que reproducia algunas propiedades importantes de
la inestabilidad. Posteriormente, Tu y Cross [9] extendieron el modelo afiadiendo gradientes espacia-
les para reproducir los dominios de rollos de distintas orientaciones observados experimentalmente.
Ademsds se han encontrado otros fenémenos debidos a la rotacién, como el caos espiral estudiado por
Ecke [10], en el que aparecen espirales que giran en el mismo sentido que la rotacién, o la formacién de
cuadrados [11] al inicio de la conveccién para tasas de rotacién elevadas. Este ltimo hallazgo resulta
inesperado y no ha recibido todavia una explicacion tedrica plausible.

Algunos autores han investigado una extensién natural del modelo de Busse-Heikes [12, 13], con-
siderando en las ecuaciones de amplitud un término que rompe la simetria de reflexion y favorece la
apariciéon de patrones hexagonales. Esto ha permitido estudiar la influencia de la rotacién sobre un
patrén hexagonal en lugar de sobre rollos. Para diferencias de temperatura grandes se dan variaciones
de las propiedades de los fluidos, que se conocen como efectos no—Boussinesq. Estos hacen que surjan
patrones hexagonales al inicio de la conveccidn, formados por tres rollos superpuestos que se describen
mediante tres ecuaciones reales acopladas.

La mayoria de los estudios de caos espacio—temporal se han realizado en sistemas que forman
rollos. Es de esperar que la dindmica compleja y los defectos que surjan de los hexagonos difieran
cualitativamente del caso de rollos, por tratarse de simetrias diferentes. Se ha encontrado que en el
estado de hexdgonos oscilantes, las perturbaciones finitas pueden excitar defectos dando lugar a un
estado de caos espacio—temporal persistente, muy distinto del caos de dominios en rollos [14].

Los hexagonos oscilantes son mas adecuados para comparar cuantitativamente el caos de defectos
con experimentos, ya que se describen a través de ecuaciones Ginzburg-Landau complejas cuyos
coeficientes se pueden calcular directamente de las ecuaciones originales. Estas caracteristicas indican



que los fluidos con efectos no—Boussinesq en rotacién son buenos candidatos para estudiar caos en
patrones hexagonales.

La parte I de la tesis estd dedicada al estudio de fluidos en conveccién con rotacién en condiciones
no-Boussinesq. En el capitulo primero, se detalla la aproximacién Oberbeck-Boussinesq y repasamos
las ecuaciones hidrodindmicas fundamentales y estabilidad de un fluido en conveccion con rotacion. En
el capitulo segundo, hacemos una recapitulacién de los principales trabajos sobre efectos no-Boussinesq.
Un modelo sencillo de conveccién en presencia de efectos no—Boussinesq nos sirve para introducir el
formalismo de las ecuaciones de amplitud, y deducir de forma analitica, paso a paso, sus ecuaciones
de amplitud con los términos no variacionales asociados. Se determinan las regiones de estabilidad
para los hexigonos y rollos con respecto a perturbaciones en su amplitud, asi como las condiciones
de coexistencia entre ambos patrones. También estudiamos la estabilidad de los hexagonos frente a
perturbaciones de larga longitud de onda mediante la ecuacion de la fase. Se discute la influencia
de los términos espaciales no lineales, generados por los efectos no-Boussinesq, en la estabilidad de
hex4gonos y rollos. En el capitulo tercero, deducimos de forma analitica la ecuacién de amplitud
de un fluido no—Boussinesq en conveccién con rotacién, a partir de las ecuaciones hidrodindmicas
fundamentales. Veremos como la rotacién introduce nuevos términos no lineales en la ecuacién de
amplitud, y determinamos la influencia de la rotacién sobre sus coeficientes. Estudiamos la estabilidad
de rollos, hexdgonos, y el umbral de los hexdgonos oscilantes en funcién de la rotacién. Se discute la
influencia de la rotacién en la ecuacién de la fase para los hexagonos, y se determina la estabilidad
de los hexigonos frente a perturbaciones de fase de larga longitud de onda y arbitrarias. También
contrastamos los rangos de estabilidad obtenidos con simulaciones numéricas de las ecuaciones de
amplitud.

En la parte II de la tesis, abordamos otro tipo de inestabilidades termoconvectivas, denominadas
inestabilidades termocapilares. Estas tienen lugar en liquidos sometidos a un gradiente de temperatura
a lo largo de su interfase y dan lugar, a diferencia de los problemas estudiados en la primera parte,
a ondas propagativas. Son importantes en procesos de crecimiento cristalino mediante la técnica
de la zona flotante, en procesos de solidificacién en metales liquidos, en la produccién de peliculas
fotogréficas, o en soldaduras metalicas, donde las inestabilidades termocapilares alteran la calidad del
producto final.

Cuando una capa liquida abierta al aire se somete a un gradiente vertical de temperatura, la
variacién de la tensién superficial con la temperatura puede desestabilizar el estado conductivo en
reposo del sistema, dando lugar a la conveccién de Marangoni, como describié Pearson [15] por primera
vez, y a la formaciéon de hexdgonos en el umbral. Si la capa liquida se somete a un gradiente de
temperatura en la direccién de su interfase, el estado base no es estitico, sino que forma un flujo
estacionario que puede sufrir inestabilidades termocapilares y dar, a menudo, a fenémenos oscilatorios.
Estos fenémenos se producen también con un calentamiento localizado en la interfase, debido, por
ejemplo, a un haz ldser que incide en un liquido absorbente o a un hilo caliente sumergido [16].

Smith y Davis [17] estudiaron por primera vez la estabilidad lineal de una capa liquida sometida a
calentamiento lateral, cuando sélo actian fuerzas termocapilares. Mostraron la existencia de un nuevo
tipo de inestabilidad oscilatoria en el umbral conocida como ondas hidrotermales, cuyos angulos de
propagacion dependen del ntimero de Prandtl. Estas ondas fueron observadas por primera vez por
Daviaud y Vince [18] en un aceite de silicona de 0.65 ¢St (Pr = 10).

Las ondas hidrotermales se dan en presencia de un flujo de base capaz de arrastrar las pertur-



baciones. Un flujo es absolutamente inestable si las perturbaciones localizadas se extienden con el
tiempo a todo el fluido, y si son arrastradas por la corriente sin afectar al flujo de base se denomina
convectivamente inestable. La distincién es importante en multiples sistemas fisicos; por ejemplo, un
flujo intenso provoca detras de un cilindro una zona de inestabilidad absoluta que genera mas lejos una
serie de oscilaciones periédicas conocidas como vértices de von Karman. Es necesario distinguir entre
la naturaleza absoluta o convectiva de la inestabilidad, porque la evolucién de los sistemas depende
de ello.

En el capitulo cuarto, hacemos una recopilacion de los principales trabajos sobre inestabilidades
termocapilares. Tras una introduccién al fenémeno, se plantean las ecuaciones de una capa liquida
sometida a calentamiento lateral y se estudian sus umbrales convectivos y absolutos. Tratamos de
explicar por qué aparecen las ondas hidrotermales y sus propiedades en funcién de las inestabilidades
absolutas.

La extension de la investigacién de los problemas de conveccién a capas liquidas superpuestas se
inicié con estudios sobre el manto terrestre, en los que se utilizaba un modelo bicapa para tener en
cuenta la discontinuidad de unos 700 km que existe en su composicién quimica [19]. Los sistemas
bicapa son considerablemente mas ricos que el problema de Bénard de un liquido en contacto con un
gas. En particular, debido al acoplamiento de la dindmica de los campos de temperatura y velocidad
de ambas capas pueden surgir patrones estacionarios, oscilatorios, o comportamientos mas complejos
sin contrapartida en sistemas monocapa, como por ejemplo la existencia de puntos de codimensién
dos en los que compiten ondas con patrones estacionarios.

El problema de dos liquidos superpuestos sometidos a calentamiento lateral ha recibido bastante
menos atenciéon que el mas clisico de calentamiento vertical. Este problema se presenta, por ejemplo,
en procesos de crecimiento cristalino en los que se usa la técnica del encapsulado liquido. Dada la
dificultad de este problema sélo se han realizado algunos trabajos parciales [20, 21, 22]; sin embargo,
desde el punto de vista bésico, de forma analoga a como los fendmenos termoconvectivos, con gradiente
vertical, son muchos mas complejos en bicapas que en monocapas es razonable esperar que el estudio
de liquidos superpuestos con un gradiente horizontal deparard fenémenos inesperados.

En el capitulo quinto, estudiamos las inestabilidades convectivas de dos capas liquidas inmiscibles
superpuestas con un gradiente de temperatura horizontal. Teniendo en cuenta que las fuerzas que
actiian son la tensién interfacial y la gravedad, determinamos y discutimos los tipos de flujos de base
que se establecen. Se efecttia un andlisis de estabilidad con respecto a perturbaciones en dos y tres
dimensiones. Discutiremos los mecanismos de inestabilidad, y daremos una interpretacién cualitativa
de los comportamientos posibles en esa configuracién. En algunas situaciones se encuentran puntos de
codimensién dos formados por la interaccién de dos modos Hopf con diferentes frecuencias y ntimeros
de onda. En nuestro analisis tomamos algunos liquidos que ya se han utilizado en experimentos de
Bénard—Marangoni con calentamiento vertical, con el objetivo de motivar la realizaciéon de futuros
experimentos.



Parte 1

Conveccion con rotacion






Capitulo 1

Ecuaciones de un fluido en conveccion
con rotacion

Consideremos una capa de fluido, contenida entre dos planos horizontales de extension infinita, rotando
a velocidad angular constante en torno a un eje fijo. Se calienta el fluido uniformemente por su
parte inferior de forma que, superado un umbral, se desarrolla la conveccién. En ausencia de tensién
superficial, ésta se conoce como conveccién de Rayleigh—Bénard, en la que el fluido se ve sometido a
dos efectos antagénicos: uno estabilizante debido a la disipacién y otro desestabilizante producido por
el empuje arquimediano.

Para describir este sistema, precisamos de las ecuaciones de conservacién de la masa, energia y
momento. Los efectos de la rotacién se introducen a través de la fuerza de Coriolis y la centrifuga [5].

1.1 Ecuaciones basicas

1.1.1 Ecuaciones hidrodinamicas fundamentales

Ecuacion de continuidad. Expresa la conservacién de la masa. Para un fluido con densidad
p = p(z,y,2) y con velocidad u = (u,v,w) la conservacién de la masa se escribe, en ausencia de
fuentes y sumideros, de la siguiente forma

ap B
E—I—V-(pu)—o (1.1)

desarrollando la divergencia tenemos

%—l—pV-uz—u-Vp (1.2)

que en el caso de un fluido incompresible se reduce a
V-u=0 (1.3)

es decir, el campo de velocidades es solenoidal.
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Ecuacién de balance de momento. La variacién de momento de un elemento de volumen pu se
debe a la fuerza total que actia sobre el fluido

ou

Por +p(u-V)u=Vr+pf (1.4)

donde f designa las fuerzas externas (gravedad, Lorentz, etc.) y las internas quedan englobadas en el
tensor de tensiones 7, cuya forma depende del tipo de fluido. Este tensor contiene dos contribuciones:
una debida a la presion termodindmica p y otra a las tensiones viscosas X;;

Tij = —pdij + Xij (1.5)

La ley de Newton es una relacion constitutiva lineal entre la tension y las deformaciones que, para un
fluido incompresible, establece que

Ou;  Ou;
= + 1.6
xij = (Gt + 5o) (1.6
siendo 7 la viscosidad dindmica. Si la viscosidad es constante, sustituyendo esta relacién en (1.4) se
obtiene
ou 9
pa-l-p(u-V)u:pf—Vp-l-nV u (1.7)

que corresponde a la forma original de las ecuaciones de Navier-Stokes (NS).

Ecuacién de la energia. De manera andloga, se deduce la ecuacién de conservacién de la energia
como un balance entre el flujo total de energia a través de la superficie de un elemento de volumen, y
el cambio en la suma de energias cinética, potencial, y de disipaciéon que experimenta. Para un fluido
incompresible, la ecuacién de estado relaciona la energia interna y la temperatura U;n; = ¢,T', siendo
cp el calor especifico a presién constante. La ecuacién de conservacién se expresa como

O0c, T
ot

P +pu-Ve,T =V(EVT)+ @ (1.8)

donde @ indica la disipacién viscosa. Ademads consideramos los efectos de dilatacién en la densidad a
través de la ecuacion de estado

p= poll — a(T — Ty)] (L.9)

siendo « el coeficiente de dilatacién y Ty una temperatura de referencia.

1.1.2 Ecuaciones hidrodindmicas en conveccién con rotacidén

La relacién entre las velocidades en un sistema inercial F' y otro en rotacion R a velocidad angular

DuF Dup
— =|— Q 1.1
( Dt )F ( Dt >R+ e ( 0)

donde Dﬂt = % +u -V es la derivada material, y para las aceleraciones se tiene

constante () estd dada por

ap =ap+2Q xur+ 2 x (2 xr) (1.11)
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donde 29 x ug es la aceleracién de Coriolis y €2 x (€2 X r) la aceleracién centrifuga. Sustituyendo
las expresiones anteriores en (1.4) la ecuacién de movimiento en el sistema de referencia en rotacién

resulta ser

du
P 5t

donde hemos eliminado el subindice R por claridad. Para el caso incompresible la ecuacién anterior

+p(u-V)u=pf—}—V‘r+gV(|er|2)—2pQ X u (1.12)

se convierte en

D
pfltl = ,t)aa—ltl +p(u-V)u=pf - Vp+ gV(|Q xr|?) —2pQ x v+nVu (1.13)

Por ultimo, debemos senalar que las ecuaciones de continuidad y de energia son invariantes bajo
rotaciones por tratarse de magnitudes escalares.

1.1.3 Aproximaciéon de Oberbeck—Boussinesq

Las ecuaciones de los fluidos se simplifican considerablemente en muchas situaciones practicas apli-
cando la llamada aproximacién de Oberbeck-Boussinesq (OB), que a continuacién discutimos:

e Los efectos de la dilatacion son despreciables debido a que a es muy pequeno. Por ejemplo,
para un gas perfecto a = %, por tanto a temperatura ambiente o ~ 2 X 103K _1, y para
liquidos tipicos a ~ 5 x 107K ~!. Por tanto, para diferencias térmicas en el fluido de 10 K las
dilataciones estan en torno al uno por ciento, lo que permite suponer la incompresibilidad. Sin
embargo hay una excepcién: la dilatacién ha de ser considerada en el término de flotabilidad de
las ecuaciones de movimiento, debido a que dpf puede ser grande en comparacién con el término
advectivo (u- V)u.

e Las propiedades fisicas del fluido, viscosidad dinamica 7, conductividad térmica A, calor especifico
Cp, y dilatacion a no varian con la temperatura.

e El término de disipacién viscosa ® es despreciable frente al de conduccién térmica si los gradien-
tes de velocidades no son muy grandes.

Estas aproximaciones son aplicables a flujos lentos y gradientes pequenos, siempre que no se considere
la propagacion de ondas de sonido.
Con la aproximacion OB las ecuaciones de continuidad, movimiento, y energia se escriben

V-u = 0 (1.14a)
ou p Vp 1 9 9
—+u-Vju = —f-—+_V(|Qxr|") -2Q xv+rvVu (1.14b)
ot po po 2
%—f+u-VT = KV?T (1.14c)

donde K = A/pocp es la difusividad térmica, v = 7/ pg la viscosidad cinemadtica, y consideraremos como
Unica fuerza externa la gravedad f = —g 2.
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1.2 Analisis lineal de un fluido en conveccién con rotacion

1.2.1 Adimensionalizacion de las ecuaciones

Las ecuaciones de los fluidos tienen un gran niimero de pardmetros, que pueden ser reducidos me-

diante el andlisis adimensional. Para ello tomamos como referencia las siguientes escalas: longitud h,

KV
agh®’
El teorema II de Buckingham afirma que el niimero de niimeros adimensionales independientes es

velocidad k/h, temperatura tiempo h?/k, y presién prv/h%.

igual al de parametros constantes menos el niimero de magnitudes fundamentales. En conveccién con
rotacién nos encontramos con seis pardmetros constantes (h,ag,Q,v, K, p) y tres magnitudes funda-
mentales (masa, longitud, tiempo) que nos permiten construir tres niimeros adimensionales. Los que

se utilizan con mayor frecuencia son:

Numero de Rayleigh: representa la relacién del efecto desestabilizante de la fuerza de empuje
frente al estabilizante de los efectos disipativos (viscosidad y difusividad).

_ gapht

RV

Ra (1.15)

Numero de Prandtl: es la relacién entre las escalas de tiempo de la difusién viscosa y la
difusién térmica

14
Pr=— 1.16
=" (1.16)

Numero de Taylor: proporciona la relacién entre la fuerza centrifuga y la fuerza viscosa
402%p*

Con las anteriores definiciones expresamos las ecuaciones (1.14a-1.14c) en forma adimensional

Viu = 0 (1.18a)
prt [%—': + (u- V)u] = —Vp— fepsa+ (T —Tp)z — T?Q x v+ V?u (1.18b)
T
T  .vr — vor (1.18¢)
ot
donde ferr = %. En las anteriores ecuaciones hemos despreciado el término no lineal de fuerza

centrifuga, pues aunque no contribuye al andlisis lineal introduce complicaciones importantes en los
calculos no lineales. De este modo las ecuaciones son validas cuando la rotacién es lenta y el término
de fuerza centrifuga es menos influyente que el de la gravedad, es decir

Qr<<g (1.19)

Para un experimento tipico con r ~ 5¢m [23], la mayor tasa de rotacién que se alcanza es Q = 0.7 Hz,
por lo tanto Q%r/g ~ 0.1, en consonancia la condicién (1.19).

En lo sucesivo, por simplicidad y sin pérdida de generalidad, supondremos que el eje de rotacion
coincide con la vertical.
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1.2.2 Solucion conductiva

La solucién més simple de las ecuaciones hidrodindmicas corresponde a un estado estacionario, donde
el fluido estd en reposo con respecto al sistema de referencia en rotacién, y la temperatura solo varia
en la vertical, es decir se encuentra en un estado de rotacién rigida. La ecuacién de la energia toma

la forma
VAT =0 (1.20)

y por tanto el perfil de temperaturas viene dado por
T=—Raz+Ty (1.21)

teniendo en cuenta la ecuacién de movimiento, la distribucién de presiones del estado conductivo, en

forma adimensionalizada, es

22 Ra
2

P=p0— feffz — (1.22)

1.2.3 Ecuaciones de evoluciéon de las perturbaciones y linealizacion

Cualquier sistema fisico real sufre perturbaciones de distinta indole. Analizamos la estabilidad de la
solucién conductiva frente a perturbaciones infinitesimales

u = 0+u (1.23a)

T = To—Raz+¢ (1.23b)
2’ Ra

P = po— fefrz— +7' (1.23c)

2

en adelante suprimimos las primas por claridad. Sustituyendo en (1.18a-1.18c) se obtienen las ecua-
ciones de evolucién para las perturbaciones [6]

V -u = 0 (1.243,)

prt [%—‘; t(u- V)u] — —Vp+02+ T ?ux 2+ Vi (1.24b)
a0 2

5 tu V0 = Raw+ V% (1.24¢)

y despreciando los términos de orden > O(2) se obtienen sus ecuaciones linealizadas

Pr‘l(g—ltl = —Vp+02+T/?uxz+Vu (1.25b)
% = Raw+ V30 (1.25¢)

Como p se determina conociendo u y 6 en (1.25b), el término Vp se puede eliminar aplicando el
operador rotacional a esta ecuacién. Tras aplicar el operador rotacional dos veces a la ecuacion
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(1.25b) proyectamos las ecuaciones obtenidas sobre el eje z, de modo que se obtiene un sistema de dos
ecuaciones para las componentes verticales de la velocidad w y de la vorticidad ( = zZ -V X u, que
junto con (1.25¢) permiten reescribir el sistema (1.25) en funcién de tres variables

oV 10
prt Vatw = Viw+ Vi -T2 a—g (1.26a)
) 19
Pr_la—g — VX 4T? 6—1: (1.26b)
% = Raw+ V2?0 (1.26¢)

Estas expresiones resultan mas ttiles para realizar un analisis de estabilidad.

1.2.4 Condiciones de contorno
Mecéanicas
Supongamos el fluido confinado entre los planos z = 0 y z = 1, la condicién de adherencia exige
entonces que
z2=0,1—>u-n=0 (1.27)

siendo n un vector unitario normal a la superficie. Si los contornos son superficies libres no actuaran

tensiones tangenciales, por tanto

2=0,1—> Tp, =Ty, =0 (1.28)

Teniendo en cuenta la forma del tensor de esfuerzos, y que la componente vertical de la velocidad es
nula en la superficie w = 0, la condicién anterior se traduce en

2=0,15—="—"=0 (1.29)

y tras usar la ecuacion de continuidad obtenemos

0w
Por ultimo, de (1.29) se deduce que la vorticidad vertical ha de verificar en una superficie libre la
siguiente condicién

9¢

01 9% _ 1.31
2=0,1- 52 =0 (1.31)

Térmicas

Ademsds de las condiciones mecdnicas, hemos de conocer como se realiza el transporte de calor a través
de las superficies horizontales que limitan el fluido. Si la superficie es conductora la temperatura
permanece fija en la interfase, con lo que las perturbaciones de temperatura se han de anular 6§ = 0.
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1.3 Analisis lineal: caso libre—libre

Resumimos a continuacién el andlisis lineal de estabilidad de Chandrasekhar [5] en un sistema con
superficies libres y perfectamente conductoras. Las perturbaciones se descomponen de la forma
S(z)f(x,y,t), donde S(z) es una funcién que verifica las condiciones de contorno, y la parte ho-
rizontal f(z,y,t) se puede expresar como una suma de componentes de Fourier al suponer que el
sistema es de extension horizontal infinita

fwut)= [ [ fetyexpithoa + k), dk, (1:32)

Las componentes de Fourier fi(t) se toman de la forma ¢ exp(wt), donde w es la tasa de crecimiento
del modo k. Por tanto, se buscan soluciones de las ecuaciones linealizadas de la forma

w = F(z)expli(kgz + kyy) + wi] (1.33a)
O(z) exp [i(ksz + kyy) + wi] (1.33b)
= Z(z)exp [i(kyz + kyy) + wi] (1.33¢)

sustituyéndolas en (1.26a—1.26¢) obtenemos

(8,2 — k(0,2 — k2 — Proiw)F(z) = T? 8, F(z) = O(z)k? (1.34a)
(0,2 —k? — Pr'w)Z(z) = —T}?8,F(z) (1.34b)
(0,2 — k> —w)O(2) = —RaF(z) (1.34c¢)

donde k =, /kZ + k2.
El estado conductivo se reemplaza por uno de conveccién estacionaria cuando w = 0, de modo que

las ecuaciones anteriores se pueden reducir en el umbral a la forma
(8,2 —k%)3 +T,0,2]F(2) = —Rak?F(z) (1.35)

que es independiente del ntimero de Prandtl. Para las condiciones de contorno libres (1.30-1.31) y
conductoras (# = 0) en las superficies horizontales, se encuentra para la ecuacién (1.35) una solucién
de la forma F'(z) = C sinnr 2z, donde C es una constante y n un entero, y sustituyéndola en (1.35) se
llega a la familia de curvas marginales
(n?7w? + k?)3 + n2n2T,
Ra = 2 = (1.36)

la més baja de las cuales corresponde a n = 1. Si se usa la definicién k? = 7

2 ¢ es posible expresar

esta ultima curva marginal como

T,
Ra =7zt [(1 + )3 + ﬂ—j] (1.37)
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Figura 1.1: Numeros de Rayleigh criticos Ra.(2)/Ra.(0) (figura de la izquierda) y ntmeros de onda
criticos k¢(€2)/k.(0) ( figura de la derecha) en funcién de la velocidad angular al inicio de la conveccién.
Los puntos experimentales corresponden al agua (Pr = 5.4, circulos abiertos), Argén a 20 bares,
(Pr = 0.68, tridngulos abiertos), Argén a 30 bares (Pr = 0.69, tridngulos negros invertidos), a Argén
a 40 bares (Pr = 0.695, tridngulos negros derechos). Se aprecia que los resultados experimentales
coinciden con los del anilisis lineal (linea negra continua) para un sistema de extensién infinita. Bajaj
et al. [11].

cuyo minimo fija el umbral. La posicién del nimero de Rayleigh critico depende del ntimero de Taylor
a través de la relacién

T,
20 4+ 32° =1+ =3 (1.38)
T

De las relaciones (1.37) y (1.38) se tiene que la rotacién retarda el inicio de la conveccién de Rayleigh—
Bénard. El experimento de Bajaj et al. [11], cuyos resultados reproducimos en la Fig. 1.1, muestra
que los célculos de la teoria lineal proporcionan unos valores en total acuerdo con los experimentos,
ademads pone de manifiesto la independencia del umbral y niimero de onda con respecto al niimero de
Prandtl.

Mencionemos que cuando Pr < 0.67 los autovalores de (1.34) pueden ser imaginarios, lo cual da
lugar a una bifurcacién de tipo oscilatorio. Sin embargo, nosotros nos restringiremos a Pr — oo,
hipétesis plausible para fluidos con viscosidad del orden de la del agua, y no serd valida para metales
fundidos.



Capitulo 2

Efectos no—Boussinesq

Hemos visto en el capitulo precedente las ecuaciones para un fluido en conveccién con rotacién en la
aproximaciéon Oberbeck—Boussinesq, que deja de ser vélida cuando alguna propiedad varia sensible-
mente con la temperatura. Esta situacién se conoce como conveccién no-Boussinesq (NB).

En este capitulo exponemos las caracteristicas de los fenémenos NB, introducimos el formalismo
de las ecuaciones de amplitud, y estudiamos un modelo hidrodindmico simplificado debido a Segel
[24] que nos permite captar las propiedades bésicas de la conveccién NB. Para ello, llevamos a cabo
un andlisis débilmente no lineal, introducimos la ecuacién de la fase para los patrones hexagonales, y
estudiamos la estabilidad no lineal de rollos y hexagonos.

2.1 Introduccion

La conveccién térmica en una capa horizontal de fluido calentada por abajo conduce habitualmente
a patrones extendidos espacialmente cuando se sobrepasa un valor critico de calentamiento. En los
experimentos de conveccion de Rayleigh—Bénard se observa un patrén de rollos al inicio de la convec-
cién. Sin embargo, cuando se rompe la simetria vertical con respecto a un plano a mitad de altura de
la capa, la conveccidon se manifiesta en forma de celdas hexagonales. Esa rotura de simetria vertical
sucede, por ejemplo, cuando no es vélida la aproximacién OB (efectos NB) o con una tensién superfi-
cial dependiente de la temperatura (conveccién de Bénard-Marangoni). En estos casos la conveccién
aparece tras una bifurcacién subcritica, caracterizada por una transicién discontinua entre el estado
conductivo y el convectivo (véase la Fig. 2.1). Los efectos NB son responsables de fenémenos de histé-
resis entre hexagonos y rollos, y entre el estado conductivo y hexdgonos; en la Fig. 2.2 se muestra esta
ultima transicién en un experimento en C' O2 de Bodenschatz et al [25], en el que aparecen hexdgonos
subcriticos. También dan lugar a fenémenos de coexistencia entre hexdgonos y rollos, como se muestra
en la Fig. 2.3 en un experimento de Pampaloni et al. [26] con agua, en el que los hexdgonos y rollos son
simultdneamente estables. En otros trabajos experimentales se ha tratado la variacién del nimero de
Rayleigh critico en *He en condiciones no-Boussinesq [27], transiciones entre hexdgonos y cuadrados en
glicerina, en la cual la viscosidad varia fuertemente con la temperatura [28], o defectos penta-hepta en
patrones hexagonales [29], por citar algunos ejemplos. En presencia de efectos no variacionales, como
los gradientes no lineales en las ecuaciones de amplitud, no estd asegurada la existencia de un estado
estacionario, como ponen de manifiesto las espirales rotantes estables encontradas en C'Os a presion

15
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Bifurcacion supercritica Bifurcacion subcritica

Figura 2.1: Bifurcaciones supercritica (izquierda) y subcritica (derecha). Las lineas continuas son
estados estables, mientras que las discontinuas representan los inestables. La bifurcaciéon supercritica
es caracteristica de la conveccién OB. Mientras que los efectos NB dan lugar a una subcritica, y con
ella a fenémenos de biestabilidad e histéresis.

[25]. Assenheimer y Steinberg [30] hallaron una prueba concluyente de la importancia de los efectos
no variacionales, debidos a efectos no—Boussinesq, en experimentos de SFy (aprovechando la cercania
al punto critico gas liquido), en los que observaron dianas (targets), espirales rotantes y estados con
ambas estructuras incluso al aumentar el niimero de Prandtl, descartando de este modo los efectos no
potenciales debidos al flujo medio (que escalan como P! ). Asi pues es necesaria la determinacién
de los términos no variacionales.

El trabajo tedrico mas completo sobre conveccién NB, en ausencia de modulaciones espaciales,
se debe a Busse [31]. Quien estudia una capa liquida de extensién horizontal infinita, considerando
variaciones (a primer orden) en todas las propiedades del liquido y el efecto de un nimero de Prandtl
finito. Un resultado importante de este estudio es la cuantificacién de la separacién de la aproximacién
OB mediante un parametro P definido como

4
P=>Y_ P (2.1)
i=0
donde
Yo = _w’ vy = _(O‘inf - O‘sup), vy = — (Ving — Vsup)’ (2.2)
p a v
v3 = — (Alnf : Asup), Ya=— (cpinf :cpsup)
A Cp

los subindices inf y sup se refieren a los valores en el fondo (caliente) y en la superficie (fria) de la
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Figura 2.2: Histéresis entre el estado conductivo y hexdgonos en C O ( 21.8 bares). (A) Fluctuaciones

previas al inicio de la conveccién. (B) Aparicién de hexdgonos. (C) Desarrollo de los hexdgonos al

desaparecer los transitorios. (D)-(F) efecto de la disminucién del calentamiento. Bodenschatz et al.

[25].

Figura 2.3: Transicién entre hexdgonos
y rollos en agua. (a) (u = 0.015) Patrén
hexagonal regular. (b) (uz = 0.035) Tres
sistemas de rollos con diferente orienta-
cién invaden la celda. (c)(p = 0.14) Exis-
ten algunas fronteras de grano donde per-
vive la simetria hexagonal. Las figuras
(d) (# = 0.110), (e) (x = 0.050), (f)
(1 = 0.035) muestran el efecto de la dis-
minucién del calentamiento, los hexago-
nos invaden el patron desde las fronteras
de grano para recuperar el estado origi-
nal. Pampaloni et al. [26].
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Figura 2.4: Variaciones de la viscosidad del aire (izquierda) y del agua (derecha) con la temperatura.

celda convectiva, respectivamente, y la tilde se refiere a valores medios. Los coeficientes calculados
por Busse! son

Po = 2.676 — 0.361/Pr

Py = —6.631 — 0.772/Pr
Py = 2.765 (2.3)

Py = 9.54

Py = —6.225 + 3857/ Pr

Una, de las propiedades materiales de los liquidos que mas varia con la temperatura es la viscosidad.
En la Fig. 2.4 se muestra la variacién de la viscosidad de dos fluidos comunes, la del aire que aumenta
casi linealmente con la temperatura y la del agua que disminuye con ésta. La importancia en la
conveccion de la dependencia de la viscosidad con la temperatura fue puesta en evidencia por Graham
[33], quien mostré que la direccién de circulacién en celdas hexagonales en los gases es contraria a la
de los liquidos, pues en los primeros la viscosidad aumenta con la temperatura, mientras que en los
segundos disminuye. Palm et al. [34, 35] analizaron tedricamente la conveccién con efectos NB y la
formacién de celdas hexagonales para el caso de una viscosidad que varia armonica y linealmente con
la temperatura.

Segel [24] propuso un modelo hidrodindmico simplificado sobre conveccién NB, en el que un pari-
metro cuantifica la variacién de la viscosidad con la temperatura. Fste modelo posee los principales
ingredientes de la conveccién Rayleigh-Bénard pero es mucho méds simple que las ecuaciones hidrodi-

'l coeficiente P3 fue recalculado por Tschammer [32].
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namicas completas. El estudio de los efectos NB en él nos ayudard a abordar en el capitulo siguiente
el papel de la rotacién en fluidos en conveccién NB para un caso mas complicado.

2.2 Formalismo de las ecuaciones de amplitud

La regularidad de los patrones convectivos permite reducir las ecuaciones basicas en derivadas parciales
a un conjunto de ecuaciones en derivadas ordinarias para las amplitudes de los modos criticos.
Consideremos un sistema disipativo gobernado por las ecuaciones

ou
donde U representa un conjunto de campos, L, (V) es un operador lineal, N(V,U) son los términos
no lineales, y p indica un pardmetro de control. El estado béasico se supone homogéneo, y pierde su
estabilidad para un valor critico de u determinado por un anidlisis lineal de estabilidad. Para ello se
resuelve el problema de autovalores

Lu(V)-U=sU (2.5)

El estado basico es estable cuando todos los autovalores s tienen parte real negativa, y se desestabiliza
cuando para algin autovalor (o varios) la parte real se hace positiva. Las correspondientes autofun-
ciones U del problema lineal con s = 0 son los modos criticos. En el umbral de inestabilidad, las
amplitudes A de los modos criticos varian en un escala de tiempo mucho mas lenta que la de los otros
modos, y es posible hacer una separacién entre modos amortiguados y excitados atendiendo al valor de
la parte real de su tasa de crecimiento. La evolucién dindmica de los modos no criticos (rdpidos) queda
determinada por los criticos (lentos), por lo que aquéllos pueden ser eliminados adiabaticamente [36].
Los modos criticos definen una variedad en el espacio de fases llamada variedad central, levemente
atrayente [37], y en la que se desarrolla la dindmica.

Tlustremos este proceso mediante un ejemplo. Sea A; un modo critico y As otro amortiguado que
evolucionan segin las ecuaciones

0A;

W = 81A1 + Nl(Ala Ag) (26&)
0A
8—t2 = 35949 + NQ(Al, Ag) (26b)
Al ser |sg| >> |s1| ~ 0 el segundo modo estd muy amortiguado, y después de un rdpido transitorio se
tiene que
1
A2 >~ _5N2(A1’A2) (27)
Esta ecuacién define la variedad central. Sustituyendo la anterior expresién en (2.6a) se obtiene la
relacién
0A
—8t1 =s14; + N(A;) (2.8)

que proporciona la evolucién del modo critico. Este es el esquema para sistemas confinados cuyo
espectro de autovalores es discreto.
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En el caso de un solo modo se obtiene la ecuacién de Landau, en la que el crecimiento exponencial
del modo critico satura mediante una no linealidad de tipo cibico

A = pA— A3 (2.9)

donde los coeficientes son reales.

Si se consideran variaciones espaciales lentas, comparadas con la dependencia espacial del estado
base, se espera, al orden mds bajo, que las modulaciones se comporten de forma difusiva. Esto se
puede expresar mediante la ecuacion de tipo Ginzburg-Landau

O A = pA+€20,,A — N(A) (2.10)

donde £2 es la longitud de coherencia.

El formalismo de las ecuaciones de amplitud es el marco adecuado para el estudio de patrones y la
competicién entre ellos, en sistemas fisicos tan dispares como la conveccién en fluidos [26], la crispacién
de Faraday [38], las reacciones quimicas con patrones de Turing [39], o los medios granulares [40]; por
citar algunos ejemplos.

2.3 Modelo no—Boussinesq

En los experimentos sobre conveccién térmica los patrones no son perfectos, sino que se observan
defectos y modulaciones espaciales. Para incluirlos en el formalismo de las ecuaciones de amplitud
hay que tener en cuenta las variaciones de los modos normales a gran escala, a través de términos
espaciales lineales relacionados con la longitud de coherencia, y de términos espaciales no lineales como
los discutidos por Gunaratne et al. [41] en reacciones quimicas, Kuznetsov et al. [42] en conveccién de
Rayleigh-Bénard, o Bragard et al. [43] en conveccién de Bénard-Marangoni. En general, la inclusién
de términos espaciales en las ecuaciones de amplitud modifica de forma significativa las regiones de
estabilidad y la coexistencia entre distintos patrones.

Nosotros tratamos de estudiar la influencia de las correcciones NB sobre las ecuaciones de amplitud
y, en particular, sobre las modulaciones espaciales. Para ello partiremos de una ecuacién modelo debida
a Segel [24] que simula condiciones NB, y presenta hexdgonos estables similares a los de la conveccién
térmica NB. También permite estudiar el acoplamiento entre los modos verticales y horizontales.

La ecuacién modelo es

Wy — VW + RaViW — 2Y cos mzW = —WW, (2.11)

donde V2 = 0,2 + 0,2, con las condiciones de contorno

2=0—-W =W, =Wy, =0 (2.12a)
W acotado cuando z% + 3? — oo (2.12b)
0<z<1 (2.12¢)

Se pueden establecer las siguientes analogias con el problema de convecciéon térmica: x e y son
las coordenadas horizontales y z es la vertical. W se corresponde con la velocidad vertical y Ra es
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un pardmetro que puede ser identificado con el niimero de Rayleigh. Por ltimo Y da cuenta de la
variacién de la viscosidad con la temperatura, es decir, el término no-Boussinesq. Para T = 0 se
recupera el problema lineal de la conveccién de Rayleigh-Bénard. El parametro P de la teoria de
Busse vendria determinado por Ps.

2.3.1 Analisis lineal

Las perturbaciones del estado en reposo, W = 0 + W', se pueden desarrollar en modos normales de la
forma
W'(z,y,2,t) = exp (st) exp (ik - x) g(2) (2.13)

donde

g(z) = Cysinmz + Cy T sin 27z + O(Y?) (2.14)

La funcién g(z) se obtiene desarrollando la solucién vertical exacta en una serie infinita de funciones
ortogonales que verifiquen las condiciones de contorno, y truncando a continuacién la serie a orden
finito. Este es el denominado método de Galerkin, que utilizamos en lo que sigue tomando senos como
funciones de base.

Sustituyendo (2.13) en (2.11) y linealizando nos encontramos con una ecuacién que nos permite
hallar el valor de las constantes C7 y Co, ya que los coeficientes de sinnz y sin27z deben anularse.
Despreciando términos de orden superior al segundo en el desarrollo de Galerkin se obtiene

C1(—n% — k® — 37Kk? — 37%k* + Rak? — s) + CoY2 =0 (2.15a)
YCi + Co (=Y (2m)® — YE® — 3(2m)* kY — 3(27)2k* Y + Rak®Y — Ys) =0 (2.15b)

que tiene una solucién no trivial siempre que se cumpla

Cy
(2 + 42 — (k2 4 72)3

y dos autovalores, uno siempre negativo que no puede inducir una desestabilizacién del estado en

Cy = (2.16)

reposo, y otro que puede llegar a ser positivo que viene dado por
T2
(k% + 47?)3 — (k% + 72)3

Para s = 0 se obtiene la curva de estabilidad marginal. El término no-Boussinesq es intrinseca-

s=Rak? — (K2 +7%)3 + (2.17)

mente pequeno, y como la correccién introducida es cuadritica su efecto sobre la curva marginal es
despreciable. El minimo de esta curva nos permite determinar el valor critico del nimero de Rayleigh

27
Ra, = ZW4 —0.02778 12 + O(T?) (2.18)
que corresponde al namero de onda
2
k2= — —0.0037~ 012 + O(TY) (2.19)

2
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Se puede observar que la correccién NB avanza el inicio de la conveccién y disminuye el nimero
de onda, aunque el signo de la correccién depende de los efectos NB considerados. De las relaciones
anteriores llegamos a que Cy ~ 107°C1, y por tanto se justifica el truncamiento a O(Y?2) en el desarrollo
de Galerkin. En este problema los efectos NB rompen la simetria en la direccién vertical a través de
T en la funcién g(z).

2.3.2 Analisis débilmente no lineal

El analisis lineal de estabilidad s6lo suministra informacién sobre el inicio de la conveccién; no informa,
sobre el tipo de patrones ni sobre su estabilidad una vez ésta se desarrolla. De este modo, el estudio
lineal se ha de complementar con un andlisis débilmente no lineal, para determinar los patrones
estables. A continuacién realizamos un andlisis de multiples escalas del modelo de Segel, mostrando
c6mo se halla la ecuaciéon de amplitud y sus términos espaciales.

Los hexagonos se describen como una superposicién de ondas planas

3
H= Z(Aj expik;-x + cc.) (2.20)
j=1

donde los vectores de onda satisfacen la condicién de resonancia

k1 + k2 + k3 =0 (221)

esta selecciéon de vectores de onda corresponde a un patrén hexagonal perfecto, sin embargo, las
modulaciones espaciales lentas se incluyen considerando la amplitud como una funcién envolvente
Aj(z,t), que varia en el espacio a escala mucho mayor que la longitud de onda del patrén.

Para realizar el andlisis de escalas desarrollamos el campo de velocidad vertical, el nimero de
Rayleigh, y las derivadas en términos de un pequeno parametro e

w o= v 4w L Swh 4 ... (2.22a)
Ra = Ra.+ eRaY + €Ra® + ... (2.22b)
O = €0r+--- (2.22¢)
V = Vo+eV3 (2.22d)

la escala de las derivadas espaciales y temporales se estable por la relacién lineal de dispersién.
El operador lineal es

L(W)=W; — VW + Ra VaiW — 2T cos mzW (2.23)
Si lo desarrollamos en potencias de ¢

L=1ILo+el+€eLy+--- (2.24)

obtenemos la jerarquia de ecuaciones
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Ly = —-V§+ RaCV,QlO — 27 cosmz (2.25a)
L1 = —6(VoV1)Vg+2Ra.VoVi+ RaVVE (2.25b)
Ly = Ra./Vi+ Ra®Vi —3VEVE—12(VoV1)?VE +2RaM(VoV1) + 0, (2.25¢)

Sustituyendo estas expresiones en la ecuacién (2.11), y truncando a orden ciibico encontramos las
siguientes ecuaciones a cada orden en €

O(eh) Low® = 0
0(e2) LoWw® + Liw®) = —g,wOwh) (2.26)
0(3) LoW® + Liw® 4 L,w® —0,(WOWP + wAwY)

este conjunto de ecuaciones proporcionan, de manera uniforme, sucesivas aproximaciones de la solucién
del problema no lineal.

En el apéndice A se muestra de forma detallada la obtencién de las soluciones particulares W2,
W(3), y su ecuaciéon de evolucién al orden correspondiente. La ecuaciéon de amplitud se obtiene
anadiendo las ecuaciones a orden 2y 3

O(A?) x € + 0(A?) x € (2.27)

y teniendo en cuenta que
4 = AV 4 2a? (2.28a)
A4 = 2AUAD 4234049 1 ot (2.28b)

se llega a la ecuacién de evolucién de la amplitud

1

S0 A1 = pAi+vAyAz—g AP A —h([ AP+ A3%) Ay
k? Rac

2iask?Ra,
V3

ikQRac (% - 051) [23 aﬂ')z ZQ + ZQ 8163 Z3]

donde hemos utilizado como notacién para las derivadas direccionales 0, = 71 - V, con

+ £502 Al - [A3 0;, Ag + A3 8, A3] (2.29)

1 (1,0), 1= (0,-1)
iz = 3(-1,V3), B = 3(V31) (2:30)
n3 = %(_1’_\/3)7 T3 = %(_\/gal)

Simplificamos la expresién (2.29) definiendo una nueva base de vectores unitarios (ver la Fig. 2.5)
a lo largo de los cuales descomponemos las modulaciones espaciales
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Figura 2.5: Numeros de onda criticos
ki, ko, k3 que satisfacen la condicion de re-
sonancia k; + ks + ks = 0. Los vectores
unitarios n; y 7; son paralelos y perpendi-
culares a los vectores de onda, respectiva-

mente.

L V3,
ny = 2n2 27-2a

fy = ——fg — 7y

1 V3
. : (2.31)

sustituyendo estas expresiones en (2.29) obtenemos la ecuacién de evolucién de la amplitud buscada

A = pA +6AA3—g | AP A
+ 5(2)821 Al +i ,31 [ZQ ng Zg + Zg 852 ZQ]
+ i [ZQ 673 Z?) - Z?) 87'2 Z2]

— g (A2 P+ | A3 ) A4

(2.32)

donde el tiempo se ha renormalizado en la forma ﬁ(‘% — 0;. La expresién analitica de los
C

coeficientes es la siguiente (ver el apéndice A para mds detalles):

_  ARa
K = TRa
5 — 1 3Tz
k2 Rac (_(k2+ﬁ2)3+(k2+47r2)3)
— 1 1 78

g = g Rac(32 + 4 (k2+7r2)3+(4k2+47r2)3)

2 = wralmt = + — ) 2.33
2 k*Rac V32 ' _(k24w2)34(k2+4472)° | —3(k24n2)°+(3k2+4n2)} (2.33)
9 12(k*+x?)

0o - Rac )

B __X2 5k466k*n?+180 k> x*4+927°

k*Rac  81kw (k4+5k2 7247 w4)?

o = YT  8kS+111k*n?4315 k% n*+185x®

" kZRac  27\3kn (k4+5k2 1247 )2

el coeficiente u representa el calentamiento y es el pardmetro de control del sistema convectivo. Los
efectos NB dan lugar a los términos cuadraticos espaciales 31 y a1, y por tanto son responsables de los
efectos no variacionales. También rompen la simetria A — — A en la ecuaciéon de amplitud a través del

término cuadratico §, que hace posible la aparicién de hexdgonos. Los términos espaciales cuadraticos

satisfacen la simetria hexagonal, como han puesto de relieve Gunaratne et al. [41], o Bragard et al.

[43, 44]. Veremos que los términos espaciales estabilizan patrones hexagonales con ntimeros de onda

distintos del critico, y permiten ciertas distorsiones en ellos.
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2.3.3 Diagramas de estabilidad

Los patrones convectivos estables en conveccion NB con paredes conductoras son los rollos y los
hexdgonos. Estos patrones se pueden obtener como soluciones estacionarias de la ecuacién (2.32). A
continuacién estudiamos la estabilidad de estas soluciones y su coexistencia.

Hexdagonos. Las tres amplitudes son iguales y distintas de cero Ay = Ay = A3 = H # 0. La
solucién estacionaria y homogénea de (2.32) en forma de hexdgonos es

0+ /02 +4(g1 +2g2)p

H
2(g1 +292)

(2.34)

Un sencillo andlisis de estabilidad del patrén hexagonal frente a perturbaciones homogéneas en am-
plitud Ay = H 4+ r1, As = H + ro, A3 = H + r3 muestra que los hexdgonos son estables en el
rango

Msub = _4( (235)

Rollos. Sélo una de las amplitudes es no nula A; = R # 0, Ay = A3 = 0. La amplitud de los rollos
estacionarios y homogéneos viene dada por

R=,/Z (2.36)

y los rollos son estables frente a perturbaciones homogéneas A1 = R+ ry, As = ry, A3 = r3 cuando se

verifica la condicién

(52
B> = 9 (2.37)

92 — g1)?
De las regiones de estabilidad anteriores deducimos que la transicién entre hexdgonos y rollos se
observa para valores de u entre up < pu < ppg. Esto se ha comprobado en algunos experimentos de

Rayleigh-Bénard en condiciones NB por Pampaloni et al. [26].

2.3.4 Inestabilidades de amplitud

Teniendo en cuenta los términos espaciales en las ecuaciones de amplitud, estudiamos la estabilidad de
rollos y hexdgonos frente a perturbaciones uniformes en patrones con modificaciones pequenas q << k.
del ntiimero de onda critico q = k — k. Las soluciones periédicas A = AexpiQ - x corresponden a la
banda de patrones con vectores de onda k. — q < Q < q + k¢, y queremos determinar la estabilidad
de ésta.

Las amplitudes de los hexdgonos estacionarios con un niimero de onda ¢ distinto del critico A4; =
H expiq;jx vienen dadas por

(6+2¢81) + V(0 +2951)? +4(g1 +292) (1 — &)
2(g1 +292)
y las de rollos A; = Rexpiqp -x, Ao = A3 =0 por

- (2.38)
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. (2.39)

Efectuamos un andlisis de estabilidad similar al de antes, para ello se estudia la estabilidad de los
hex4gonos frente a perturbaciones de amplitud de la forma A; = H(1 +r;) expiq; - Xx. Se obtiene que
las estructuras hexagonales son estables si se satisfacen las siguientes condiciones

(91— g2) H* + (6 + 2B19)H > 0 (2.40a)
2(g1 +292)H? — (8 +2819)H > 0 (2.40b)

Por su parte, los rollos son estables frente a perturbaciones que favorecen la aparicién de hexdgonos
A1 =R(1+4r1)expiqi -x, Ay =roexpiqq X, A3z =r3expiqs-X, sise cumple

R*(g1 — g2) + (6 +2819)R > 0 (2.41)

Resumiendo lo anterior, encontramos que los hexagonos son estables en la regién

(0+2819)* | 29 (642619)%(92+291) | ;20
plq) = — 2 TEAD e202 o — n 2.4
Haunld) 4(g1 +2g2) Sg” <p < pnlq) (92 —9)? 04 (2.42)
y los rollos para
8 +2p19)?
u> unlg) = OO e (2.43)

(92 — q1)?

Los términos espaciales cuadraticos 81 y a; corresponden a dilataciones puras y deformaciones
del patrén hexagonal, respectivamente [45]. Es interesante hacer notar que las perturbaciones vistas
hasta ahora son dilataciones puras, ya que sus soluciones estan afectadas solamente por términos con
B1. La forma de las curvas de estabilidad, sin considerar los términos espaciales en la ecuacién de
amplitud, es idéntica a cuando se tienen en cuenta las variaciones espaciales si se efectiian los cambios
§ = 84+2B1q, p— p—EEq>

Los rangos de estabilidad de los hexagonos frente a perturbaciones de amplitud se representan en
la Fig. 2.6 como lineas continuas abiertas y los de rollos como una linea a tramos punteada y abierta.
Se muestran los casos de dos valores diferentes de T. Se observa que el primer patrén estable son
los hexdgonos. Si se aumenta el calentamiento se alcanza la zona de estabilidad de los rollos, que
coexisten con los hexdgonos hasta un valor de p a partir del cual son el nico patrén estable. Al
aumentar el valor del parametro NB los términos cuadraticos espaciales son mayores y se aprecia una
mayor inclinacién de las curvas de estabilidad hacia la derecha (el segundo valor de T se ha exagerado
para ver el efecto con mayor claridad).

2.3.5 FEcuacion de la fase

Rollos

Las soluciones no lineales de las ecuaciones de amplitud tienen basicamente dos tipos de modulaciones:
de intensidad (el médulo) a longitud de onda constante, o de fase (longitud de onda) a intensidad
constante. Ambos tipos de modulaciones estdn acopladas a través de la ecuacién de la amplitud.
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Figura 2.6: Diagramas de estabilidad para T = 0.9 (figura izquierda) y T = 1000 (figura derecha).
Las lineas cerradas continuas y a tramos corresponden a las inestabilidades de fase D =0y D, =0,
respectivamente. Las lineas abiertas continuas representan las inestabilidades de amplitud para los
hexdgonos, y la linea a tramos y punteada las de rollos.

Un ejemplo sencillo con el que ilustrar la evolucién de las modulaciones de la fase lo proporciona
la ecuacién de NWS [46] para rollos modulados en la direccién x
A = pA+E20°A — g1 A|A]? (2.44)

La representacién compleja de la amplitud A = Rexp (i¢) se sustituye en la ecuacién anterior y
separando las partes real e imaginaria se llega a

OR = (u—&(0:4)) R+&0,R>— g1 R? (2.45a)
o = & (agqs + 28’?3@) (2.45b)

La evolucién del médulo esta controlada fundamentalmente por el término lineal uR y otro saturante
g1 R3. Las modulaciones espaciales tienen menos importancia y la escala temporal relevante es la
distancia al umbral de bifurcacién . Sin embargo, la evolucién de la fase es fundamentalmente
difusiva, y la tasa de relajacién para la fase es muy lenta para modulaciones espaciales de gran
longitud de onda, por lo que podemos eliminar adiabdticamente la variable rdpida 0;R. Ademis 02R
es despreciable frente al resto, de modo que

R P800 (2.46)
g1

y la evolucion del médulo R viene determinada por la dindmica de la fase. Sustituyendo la expresién
anterior en (2.45b) obtenemos una ecuacién de difusiéon no lineal para la fase

¢ = DeprOig (2.47)



28 CAPITULO 2. EFECTOS NO-BOUSSINESQ

donde

D _ 2 — 35(2)(3$¢)2
T - (0

La estabilidad frente a perturbaciones de gran longitud de onda dependerd del signo de D,sf. Si

(2.48)

D.;; < 0 el patrén es inestable, y si D.yp > 0 es estable.

HexAagonos

A continuacién explicamos las lineas generales para la deduccion de la evolucién de la dindmica de
fase para hexdgonos. Los cdlculos detallados se hallan en el apéndice B.

Las amplitudes de un patrén hexagonal levemente distorsionado se escriben como A; = (H +
;) exp (iq - X; + ¢;). A partir de estas tres fases (¢1, ¢2, ¢3), y debido a la condicién de resonancia
de los vectores de onda, se construye un vector de dimensién 2 de la forma

& = (¢a, by) = [~ (2 + 3), (2 — ¢3)V3] (2.49)

por argumentos de simetria se puede probar que la ecuaciéon de evoluciéon de esta fase es la misma
para hexdgonos que para un sistema isotrépico [47]. La ecuacién de tipo difusivo més general para un
vector en dos dimensiones es

Oip = AV(V - ¢) + BV?9p (2.50)

ademas, un vector de onda en dos dimensiones se puede dividir en una parte longitudinal y otra
transversal, ¢ = ¢; + ¢;, de manera que V x ¢; =0y V- ¢, = 0. Estas expresiones permiten separar
las ecuaciones de evolucién como

Oy =DV, 0,y = D1 V*, (2.51)

y la ecuacién (2.50) conduce a

0 = (D) — DL)V(V-¢) + D, V¢ (2.52)

llevando a cabo una reduccién a la variedad central es posible hallar el valor de los coeficientes

2 4 2 2
D, = %0 - %—Z + lgq—a(/@l —V3ay)? (2.53a)
2 4 2 4 2 2 2 2
py = Yo ST BT g By~ Py 4 VEan) + 90 (35, 4 vBn) (2.530)
con
= H(g1—g2) + (0 +2619) H>0 (2.54a)
= 2H*(g1+2g2) — (6 +2B19) H >0 (2.54b)

La estabilidad frente a perturbaciones en la fase estd garantizada siempre que se cumpla
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(D}, D1) >0 (2.55)

En la Fig. 2.6 se muestran también los diagramas de fase para dos valores de T, en este caso como
curvas cerradas. La linea continua corresponde a D)y = 0y la de tramos a D; = 0. Las curvas D =0
y D) = 0 determinan la estabilidad de una estructura hexagonal regular frente a perturbaciones de
fase rectangulares y romboidales, respectivamente [45]. Cerca del umbral las perturbaciones de fase
romboidales (D = 0) desestabilizan el patrén hexagonal, pero para condiciones supercriticas mayores
los hexagonos se desestabilizan por perturbaciones de fase rectangulares (D” = 0). Para T = 0.9 los
términos espaciales no lineales son despreciables y las curvas poseen una simetria ¢ — —¢q. Cuando los
efectos NB son mayores las curvas se inclinan hacia la izquierda, siendo mas afectada la correspondiente
a perturbaciones transversales. Las regiones de estabilidad para hexigonos y rollos son muy pequenas,

esto se debe a una limitacién del modelo que sélo capta caracteristicas cualitativas de la conveccion
NB.

2.4 Conclusiones

A partir de un modelo simplificado debido a Segel [48], hemos descrito las caracteristicas mds importan-
tes de la conveccién NB. El modelo se basa en el problema lineal de la conveccién de Rayleigh-Bénard
m4s un término dando cuenta de efectos NB y otro no lineal simplificado [48]. Como los efectos NB
rompen la simetria vertical del sistema, los rollos dejan de ser el primer patrén que aparece cerca del
umbral. Se ha comprobado que los efectos NB introducen correcciones cuadriticas en los pardmetros
criticos que dan lugar a una bifurcacion subcritica que se muestra en forma de hexagonos

Hemos repasado el formalismo de las ecuaciones de amplitud, necesario para estudiar sistemas
fuera del equilibrio en los regimenes débilmente no lineales. Por medio de un andlisis de multiples
escalas hemos obtenido los coeficientes de las ecuaciones de amplitud del modelo de forma analitica. Se
ha estudiado la estabilidad de los patrones hexagonales y rollos frente a perturbaciones de amplitud.
Cuando el numero de onda del patrén es distinto del critico existe un banda de ntimeros de onda en
la que los patrones siguen siendo estables. El rango de estabilidad de los hexdgonos aumenta con los
efectos NB, en buen acuerdo con lo que sucede en fluidos como agua (efectos NB pequeiios [26]) y
glicerina (efectos NB grandes [28]). Para valores del calentamiento superiores al umbral, se encuentra
una regién de coexistencia entre hexdgonos y rollos, como también se observa en los experimentos [26].

A partir de la ecuacion de la fase para los hexdgonos, hemos determinado la estabilidad de los
hexagonos frente a perturbaciones en su fase. Los diagramas de fase que obtenemos son cerrados, y
la curva de estabilidad de los hexdgonos regulares frente a perturbaciones rectangulares estd incluida
en la de perturbaciones romboidales. El aumento del parimetro NB aumenta también el rango de
calentamiento en el que son estables los hexagonos frente a perturbaciones de fase. Los efectos NB
dan lugar a dos términos espaciales cuadraticos que rompen la simetria ¢ — —q de los diagramas de
estabilidad y hacen que las curvas de fase se desplacen hacia nimeros de onda menores.






Capitulo 3

Conveccion con rotacion

En la naturaleza los movimientos convectivos a escala planetaria e incluso estelar se dan unidos a
la rotacién. Se hallan ejemplos en fenémenos geofisicos, como el movimiento del magma terrestre o
la circulacién de corrientes ocednicas, y en astrofisicos, como los movimientos en estrellas de tipos
espectrales tardios (totalmente convectivas). Desde un punto de vista mds bésico, la conveccién con
rotacién ha suscitado interés por la presencia de una dindmica persistente, incluso cerca del umbral
convectivo, causada por la inestabilidad de Kiippers-Lortz [7], en la cual un conjunto de rollos paralelos
se desestabiliza por la accién de otro conjunto girado un dngulo de 58°. Esto da lugar a que cambien
de orientacién con una frecuencia caracteristica. Basado en la proximidad a 60°, Busse y Heikes [8]
propusieron un modelo en el que se da una alternancia entre tres modos (ver la Fig. 3.1). Este modelo
fue posteriormente ampliado por Tu y Cross [9] incluyendo modulaciones espaciales. Esta descripcién
ha tenido éxito al explicar el caos de dominios observado en experimentos por Hu et al. [49] o Zhong
y Ecke [50], y en simulaciones numéricas realizadas por Cross y Hohenberg [51], y Fantz et al. [52] en
modelos de tipo Swift—-Hohenberg.

Soward extendi6 el modelo teniendo en cuenta una rotura de simetria vertical de reflexién, como
la que se produce en convecciéon NB. En este caso se forman hexigonos en el umbral, que se pueden
desestabilizar dando lugar a un nuevo estado formado por hexdgonos oscilantes, en el que las amplitudes
varian periédicamente. Se han realizado calculos tedricos y simulaciones numéricas [53, 54| en los que,
partiendo de ecuaciones tipo Ginzburg—Landau, se muestra la aparicién de estos estados. Sin embargo,
estas ecuaciones no se han deducido de las ecuaciones hidrodindmicas.

A partir de las ecuaciones hidrodindmicas fundamentales, nos proponemos realizar un cilculo
analitico de los coeficientes de las ecuaciones de amplitud con todos los términos espaciales para un
fluido NB en rotacién que presenta una viscosidad linealmente variable con la temperatura. Por
simplicidad, efectuamos los calculos con un solo efecto NB y condiciones de contorno idealizadas. Sin
embargo, es de esperar que los resultados sean cualitativamente similares a los que se obtendrian con
condiciones de contorno realistas.

Dado que no se han realizado experimentos en este sistema, los resultados resultarian de interés para
estimar los pardmetros experimentales, velocidad angular y calentamiento, adecuados para estudiar el
problema de la convecciéon NB con rotacién.

31
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Figura 3.1: La inestabilidad de Kiippers—Lortz [7] se produce cuando los rollos forman un dngulo
préximo a 60°. Debido a esta proximidad Busse y Heikes [8] propusieron un modelo cerrado con tres
modos a 60°.

3.1 Inestabilidad de Kiippers—Lortz

Antes de analizar nuestro problema repasamos las principales caracteristicas de la inestabilidad de
Kiippers—Lortz.

Kiippers y Lortz [7] analizaron el flujo convectivo de un fluido normal en una capa horizontal
de extensién infinita, girando a velocidad angular constante para Pr = oo con condiciones de con-
torno libre-libre. Realizaron un andlisis débilmente no lineal desarrollando los campos en n modos

equiespaciados un angulo constante TN A exp (ik; - x), lo que les permitié llegar a un conjunto
g j=—N“4j J

de ecuaciones de amplitud acopladas

A1 = pAi—gi | A1]? Al —go | Ao P A1 — g3 | As|® Ap -
Oids = pAy—gi|As|® Ay —go | A3|® A — g3 | Aa|® Az
O As = pds—g1 |A3|° Az —go |As|P A3 —g3 | 45| 43 - (3.1)

OAn = phAn—g1 | An|” An— g2 | Ans1 [P An — g3 | Anga | An---

donde g; (i = 2,3...) depende del dngulo entre los modos.
Este sistema, presenta una solucién estacionaria en forma de rollos

Al = R#0, Ap=A3=..=A, =0 (3.2)

con

r=,/E (3.3)

g1
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Figura 3.2: Para T, > Tj,, se produce la inestabilidad de Kiippers-Lortz. Un patrén de rollos
paralelos, con una orientacion dada, se vuelve inestable por una perturbacién de corta longitud de
onda formando un dngulo © g respecto al primer conjunto. Se observa en la secuencia de imdgenes
a distintos tiempos un patrén compuesto por dominios de rollos, y como algunos dominios van siendo
progresivamente sustituidos por otros de distinta orientacién. Hu et al. [55].

La estabilidad de esa solucién se determina suponiendo que sobre ella actiian perturbaciones homogé-
neas (andlisis lineal) A1 = R(1+7r1), Ay = r9, A3 =r3, ... A, = ry,. Sustituyéndolas en las ecuaciones
de amplitud y despreciando correcciones de orden superior se obtiene el problema de autovalores

r —2u 0 0 0 0 r
Ty 0 pl-9) 0 0 0 ro
s | =] 0 0 p(l—9222) 0 0 r3 (3.4)
T 0 0 0 0 p(l — Z—f) Tn

Los célculos de Kiippers y Lortz demostraron que los rollos se desestabilizan cuando g1 > g;, (i =
2,3,...) y que el valor limite g; = g; (¢ € {2...n}) se alcanza para un valor critico del nimero de Taylor
de T, = 2285. A partir de ese valor los rollos iniciales son sustituidos por otros girados 58°. A su vez,
estos nuevos rollos son inestables, por lo que la dindmica es dependiente del tiempo y no se alcanza
un estado estacionario.

Los primeros experimentos en que se observé este fenémeno se deben a Heikes y Busse [8, 56]. En
ellos se confirma la existencia de la inestabilidad de Kiippers—Lortz (KL), y los patrones resultantes
consisten en dominios de rollos, caracterizados por una orientacién aproximadamente uniforme en cada
dominio. En la Fig. 3.2 se muestra un experimento de Hu et al. [55] en C O3 en el que la evolucién
temporal se manifiesta como la sustitucion de un dominio por otro mediante una propagacién de
frentes.
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A A

Aj Aj Aj

Figura 3.3: Soluciones de las ecuaciones de amplitud en el plano A;-A; (i # j y 4,7 =1,2,3). La tasa
de rotacién se mantiene constante y el parametro de rotura de simetria vertical decrece de izquierda
a derecha. El ciclo limite alrededor de la solucién hexagonal aumenta hasta degenerar en una 6rbita
heteroclina, cuando colisiona con los modos mixtos (circulos blancos). Adaptado de Millan et al. [13].

3.2 Modelo de Busse—Heikes

Puesto que el dngulo de Kiippers—Lortz se halla préximo a 60°, Busse y Heikes [8] propusieron un
modelo de tres ecuaciones de amplitud acopladas, tipo Lotka—Volterra, una para cada una de las tres
orientaciones de rollos (ver la Fig. 3.1)

= (I—y1—By2—vy3)u
92 = (1 —y2—Bys —Yy1)y2 (3.5)
g3 = (1—y3— By —vy2)y3

con y; = | Aq[*.

Este sistema se ha dado en llamar modelo de Busse—Heikes. Admite ocho puntos fijos: la solucién
trivial y; = 0 (i = 1,2,3), hexdgonos y; = H # 0 (1 = 1,2,3), rollos, y por ultimo tres modos mixtos
Yi #1Y; # Yx # 0. A excepcién de los rollos, todos los puntos fijos son inestables.

Los tres puntos fijos de rollos se desestabilizan dando lugar a una conexién heteroclina. En las
simulaciones numéricas de estas ecuaciones, Busse y Heikes [8] anadieron ruido de manera que la
solucién no quede anclada en un punto fijo y evolucione ciclicamente.

Soward [12] amplié el modelo (3.5) incluyendo términos cuadriticos que rompen la simetria de
reflexiéon A — —A en las ecuaciones de amplitud (obsérvese que ¢; = 2A1~Ai), como los efectos NB.
En este caso, ademas de estabilizarse los hexagonos existe un ciclo limite alrededor de la solucién
hexagonal. La amplitud de las oscilaciones va aumentando hasta que el ciclo limite colisiona con
alguno de los puntos silla de la solucion de modos mixtos representados por circulos en la Fig. 3.3,
sufriendo una bifurcacién global hacia una conexién heteroclina (ver la Fig. 3.3).
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3.3 Ecuaciones de amplitud en conveccion con rotacién

3.3.1 Simetrias

Los coeficientes de las ecuaciones de amplitud dependen explicitamente de cada modelo. Sin embargo,
la forma de dichas ecuaciones y su tipo de soluciones s6lo dependen de las simetrias del sistema, fisico,
como veremos a continuacion.

Una estructura hexagonal plana se describe con tres modos cuyos vectores de onda verifican la
relacién de cierre k; + ko + ks = 0 con |k;| = k.. La amplitud de los campos (temperatura, velocidad,
presion, etc.) se escribe como

3
U(z,y,t) = Z(AZ expik; - x + c.c.)ly (3.6)

J=1

una vez introducidas estas expresiones en las ecuaciones hidrodindmicas se obtienen las ecuaciones de
amplitud que deben preservar sus simetrias.

Las ecuaciones de NS sin rotacion son invariantes bajo:
Traslaciones espaciales: se traduce en que las ecuaciones de amplitud son invariantes bajo la trans-
formacién A — Aexp (i6), siendo 0 una fase arbitraria.
Rotaciones: en el caso hexagonal hace que la ecuacién de amplitud sea invariante bajo una permu-
tacién ciclica de los indices A1 — Ao, Ay — Az, Az — Aj.
Simetria quiral: las ecuaciones de NS son invariantes bajo un reflexién especular £ — —zx en el plano
Yz 'y y = —y en el plano zz, lo cual implica para las amplitudes invariancia bajo las transformaciones
(A] — Ay, Ay — A3, A3 — Ay) y (A1 — Ag, Ay — A3, A3 — Aj), respectivamente.

Los efectos NB rompen la simetria Oberbeck—Boussinesq (z — —z, w — —w, § — —6) en las
ecuaciones de NS, y por tanto la simetria A — — A en las ecuaciones de amplitud.

Asi, la forma normal a orden ciibico que verifica las anteriores simetrias (vista en el capitulo

anterior en otro contexto) es:

A1 = pA +06Ar A3 —g1 |A1P Al —go (| Ao [P + | A3 ) Ay (3.7)

. s . c e l/2 s . ; .
Efecto de la rotacién: La aceleracién de Coriolis Ta/ uxZ destruye la simetria de reflexiéon x — —z,
0, Yy — —, lo que a su vez rompe la simetria As <+ A3 en la forma normal anterior, de manera que el
término gy (| Az |* + | A3 [?) A ha de ser reemplazado por

2 2
go,1 |A2|” A1 + g22 |As]” Ay (3.8)
Pero la simetria de rotacién se mantiene, con lo que el sistema ha de ser invariante bajo

u— —u, Q- -0 (3.9)

0 equivalentemente
v— —v, Q> -0 (3.10)
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Como fue apuntado por Busse y Heikes [8], esta simetria hace que los nuevos coeficientes sean de la
forma go1 = g2 + w, g22 = go — w, de modo que la forma normal més general para un fluido en
conveccién con rotacion es

atAl = ,LtAl‘l‘&ZQZg—gl|A1|2Al_(92—W)|A2‘2A1—(g2+TD)|A3‘2A1 (311)

donde el coeficiente w es una funcidon impar de la velocidad angular. Cuando la rotacién se anula
recuperamos la ecuacién (3.7).

3.4 Estabilidad de patrones

Para estudiar la seleccién de patrones y la banda estable de niimeros de onda, hemos de introducir
modulaciones espaciales que respeten las simetrias de las ecuaciones originales. Reteniendo en la
ecuacion de amplitud términos hasta orden cibico se tiene

OAr = pAi+0A4 A5 — g |A1_|2 A —(92+ @) A2EA1 — (92 — @) |A3\2A1
+5883LA1 +_Z,31 [A_2 a:tg 1%, + As 8w2 AQ] + ’L,BQ[AQ a:tg Az — Aj 6“ AQ] (312)
+ia[Asg Ory Az — A3 0r, As]

La rotacién hace que los términos de la forma (3[4 Oz, Az + A3 0, As] se desglosen en dos partes:
(B+B) (A2 05 A3)+ (B —B) (A3 0, As), donde 3 es proporcional a la velocidad angular y da cuenta de
la rotura de la simetria quiral. Agrupando obtenemos que el coeficiente 32 es una funcién impar de la
rotacién y es consistente con todas las simetrias de las ecuaciones de NS con rotacién. El significado
fisico de los términos 31 y a; fue discutido en el capitulo anterior; en cuanto a (32, Echebarria y Riecke
[64] demostraron que corresponde a una variacién relativa de dos vectores de onda de los tres que
conforman una estructura hexagonal.

Las ecuaciones anteriores tienen una solucién hexagonal homogénea |A;| = |A2| = |A3| = H para
valores del nimero de onda k =k, + q

_0+2B1g+ /(0 +2B19)2 +4(g1 +292) (0 — &%)
2(g1 +290)

Un andlisis de estabilidad lineal de esta solucién muestra que los hexagonos son estables frente a

H (3.13)

rollos en la regién

fhou = E2 % — (2B1 4+ 6)° (291 + g2) (2B1q+6)°
su 0 4 (g1 T 292) (92 o 91)2

Las curvas de estabilidad de los hexdgonos no dependen explicitamente del signo de la rotacién, y por

<p<pm=Eq¢+ (3.14)

tanto sélo pueden depender de potencias pares de la velocidad angular. Los hexdgonos presentan un
umbral en el valor subcritico ugyp y se desestabilizan con un autovalor que atraviesa el eje imaginario
en u = py (ver la Fig. 3.4). La frecuencia de la bifurcacién tipo Hopf es proporcional al coeficiente
w y viene dada por
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Figura 3.4: Diagrama de bifurcaciones de hexagonos y rollos frente al pariametro de control u. Los
hexagonos aparecen tras una bifurcacidn subcritica para g, y desaparecen a través de una bifurcacién
tipo Hopf a partir de p g, dando lugar a hexdgonos oscilantes caracterizados por un variacion periddica
de sus tres amplitudes. Cuando se incrementa el parametro de control, los hexdgonos oscilantes
degeneran en una conexion heteroclina en ppet, y a partir de ese punto sélo los rollos son estables.
Estos ltimos surgen tras una bifurcacién supercritica en g y pueden ser biestables con los hexdgonos.
Superado pp sélo son posibles dos tipos de patrones: hexdgonos oscilantes o rollos.

::2v§aﬂ2ﬂ1q4-®2
(92 — g1)*

Tras la bifurcacién de Hopf las tres amplitudes de los hexigonos oscilan de forma estable con una

(3.15)

c

diferencia de fase de 120° entre si. Este ciclo limite formado por tres amplitudes que oscilan se
denomina hezdgono oscilante [54]. Al aumentar suficientemente yu, el ciclo limite colisiona con la
6rbita heteroclina que conecta los tres puntos fijos de los modos mixtos en pge (Fig. 3.4). A partir
de ese momento el Unico patrén estable es el de rollos. Estos son inestables al inicio de la conveccién,
pero cuando el parametro de control vale

g1 (281 q + 6)?
91— g2 — @) (91 — g2 + @)

pR=84" (3.16)
se estabilizan y se convierten en el Unico patrén estable para pu > ppge. Como descubrieron Kiippers
y Lortz, en el caso § = 0 cuando |w| < g1 — g2 los rollos nunca son estables y el ciclo limite sobrevive
para cualquier y4. En la Fig. 3.4 se presentan dos ejemplos de diagramas de bifurcacién posibles para
el caso quiral y con rotacién.

Dependiendo de los valores criticos podemos encontrar en yp < g < g una regién de biestabilidad
entre rollos y hexdgonos. También es posible otro rango de biestabilidad entre hexigonos oscilantes y
rollos cuando ug < pu < pet-
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3.5 Ecuaciones de amplitud de un fluido no—Boussinesq: viscosidad
dependiente de la temperatura

Hemos discutido la forma de la ecuacién de amplitud en un fluido NB en conveccién con rotacion
usando argumentos generales. Sin embargo, en un problema concreto el valor de sus coeficientes se
ha de calcular explicitamente. Nosotros consideramos el caso de un fluido con viscosidad linealmente
dependiente con la temperatura [35], con condiciones de contorno libre-libre y superficies conductoras
que nos permitan calculos analiticos. Por ello tomamos

vy = V(](l —T(T—T())) (317)

donde vy es la viscosidad medida a mitad de profundidad de la celda convectiva y T es una constante.

En el contexto del andlisis de Busse [31] el pardmetro de rotura de simetria vertical es P = Py yp =
2.765Y (T3 — T1), donde Ty y T son las temperaturas superior e inferior de la celda convectiva.

En el capitulo anterior, mostrdbamos en las gréficas 2.4(a) y 2.4(b) la dependencia de la viscosidad
con la temperatura de dos fluidos comunes: aire y agua. Para el aire se pueden analizar las diferencias
térmicas que se deseen debido a que la viscosidad depende casi linealmente con la temperatura y
satisface la Ec. (3.17). El agua presenta variaciones casi lineales de la viscosidad para temperaturas
entre 60° y 100°C, o a intervalos de hasta 10-15°C a temperaturas inferiores.

En el primer capitulo vimos que la ecuaciéon de conservacion de momento de un fluido tiene la

forma general

du
P51

donde el tensor de tensiones se expresa mediante

+p(u-V)u=Vr+pf (3.18)

Tij = —pdij + Xij (3.19)

siendo p la presién termodindmica y x;; las tensiones viscosas. Un fluido incompresible, newtoniano
viscoso, estd definido por la relacién constitutiva

au]' 8ui
=V 3.20
Xij f ( oz, 9 ; ) ( )
El perfil conductivo de temperaturas perturbado viene dado por
T="Ty,—Bz+6 (3.21)

donde B es una constante y 6 una perturbacién de la temperatura. Ahora hemos de considerar por
tanto que vy = vo(1 — T(—Fz + 6)). Sustituyendo las anteriores expresiones en V - 7 se obtiene para

la fuerza por unidad de volumen

0z ujk Vo 00 u;

.22
6£Ck Ba:k (3 )

)
(VT)Z = _6—.’117)' + VoVQUi - I/oT,B
%

donde denotamos
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aui + 8uk

Uz — (3.23)

Las ecuaciones (1.24a-1.24c) y los célculos anteriores nos permiten escribir las ecuaciones adimensio-
nalizadas para las perturbaciones

oui _ (3.24a)
o0x;
ou; ou; dp 0z ujk 00 u;
prt |t L= 25 405+ T e pujiy + V2 — T Ra——2 4 T 3.24b
g [ at “’“axk] gy T OB Taeijnuste + Vi —DRa5n = + T = (3:24)
00 00
— — = R V29 3.24
5 + uy, D aw + ( c)
donde los indices repetidos se suman.
Para superficies libres las condiciones de contorno mecanicas son
ou Ov
=-1/21/2 5 w=—=—=0 3.25
p=-1/21/2 5 w= "= (3.25)
y si ademds son conductoras
z=-1/2,1/2—-560=0 (3.26)
Hemos introducido el pardmetro adimensional
Yk
= =hBY/R 3.27
e = hBY/Ra (3.27)
y el tensor antisimétrico €; j; viene dado por
0 si hay algin indice repetido
€ijk = 1 sii=1, j =2, k=3 o permutacién par de los indices (3.28)

—1 permutaciéon impar de los indices anteriores

Para simplificar, consideraremos el limite Pr — oo que se cumple para liquidos con viscosidad del
orden o mayor que la del agua aproximadamente, y excluye a metales liquidos. Aplicando dos veces el
operador rotacional de forma similar a como hicimos en la seccién (1.2.3) llegamos a un sistema més
util para realizar un analisis perturbativo

~V*w = V; 0 +T1,°0,¢ —= T Ra(~Vis, + 0:(0ssz + 0ysy)) = —T(=V>4; + 0:(9uths + Oyhy)) (3.29a)
_T;/Q‘;_j ~ V2 +TRa(8:y — 8yss) = T (9uthy — Oytha) (3.29b)
% — V%0 —Raw = —(u-V)b (3.29¢)

con las condiciones de contorno

z=-1/2,1/2 —>w=%=0=0 (3.30)
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donde hemos utilizado la siguiente notacién

B 0(zugzr) O(zuyk) O(zugy)

s = ( e T o ) (3.31a)
. 8(0uwk) 8(0u k) B(Ouzk)

¥ = < Oz, 8:1:1? ’ Oxy, ) (3.31b)

Vale la pena destacar como los efectos NB introducen numerosos términos no lineales en las Ecs.
(3.29a) y (3.29b) que hacen muy complejo este problema.

3.5.1 Analisis lineal

Las soluciones lineales de las ecuaciones que verifican las condiciones de contorno son las siguientes

3
w = cos wz(z Ajexpik;-x + c.c.) (3.32a)
j=1
3
0 = apcos WZ(Z Ajexpikj-x + c.c.) (3.32b)
j=1
3
¢ = <o sinﬂz(z Ajexpikj-x + c.c.) (3.32¢)
j=1
1/2
con (g = —;T—im y ag = 7T2R—4‘f;€2. Vimos en el capitulo primero que la curva marginal viene dada por

72 4+ k)3 + 7T,
Ra = ( ]32 a4 (3.33)

ademas los términos en I' lineales producen correcciones cuadraticas que se pueden despreciar.

3.5.2 Analisis débilmente no lineal

Llevamos a cabo un analisis de multiples escalas, por lo que desarrollamos los campos de temperatura,
velocidad, el niimero de Rayleigh, y las derivadas en términos de un pardametro pequeno e

0 = e840 4390 4 ... (3.34a)
u = eu +u® 4+ Su® ... (3.34b)
Ra = Ra.+ eRa™ + ZRa® +--. (3.34c¢)
O = €0, +-- (3.34d)
V = Vyg+eVi+--- (3.34e)

Sustituyendo estas expresiones en las ecuaciones (3.29) y truncando a orden cibico encontramos las
siguientes relaciones para los tres primeros érdenes
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O(eh) LoxXM = 0
O(€?) LoX® + 1, xM N, (3.35)
O() LoX®) + L1 X@ 4+ L, x(D = N3

donde X = (w, 0, (), el operador lineal se supone de la forma

L = Ly+eLi+e’Lo+--- (3.36)

y el operador v se desarrolla de la forma

P = 5o+ € (o5 + Poo + PYio + o) + - (3.37)
donde
1
n [eeM el F IRV I ORISR (3.38)
00— 8x0k ’ 8:E0k ’ axok )
2 2 2
b (000l aEW i) 90 ul) 3.39)
00 8x0k ’ 8x0k ’ 8.’130k )
1 (1) 1
oo (90Dl 9P ug)  90@ W) (3.40)
00 8x0k ’ 8x0k ’ 8.’130k ’
1 (1) 1
Lo [000ul) ) aEW ) e ul) (s.41)
10 Bxlk ’ 8zlk ’ 6$1k )
1
o (GO0 AV ) 86 uli) (3.42
o1 onk ’ axok ’ 6$0k )

En el apéndice C se recogen las expresiones de los operadores lineales Ly, L1, Lo y no lineales No, Nj.
También se detalla la obtencién de la ecuacién de amplitud con todos sus coeficientes. La expresiéon
obtenida a través del tedioso anilisis perturbativo tiene la misma forma que la deducida con los
argumentos de simetria:

O A1 = pAi+6A4,A3— g1 | AP Al — (g2 + @) | AP A1 — (g2 — @) | A3 [P A
+f§8§1 A + ’iﬂl [ZQ 8x3 Zg + Zg az-? ZQ] + ’i,@g [ZQ 81-3 Zg — Zg 8x2 ZQ] (343)
+’I;(11[ZQ 87-3 Zg - Zg 67-2 ZQ]

en la que los coeficientes vienen dados por las expresiones
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_ ARa

N - Ra, ?
2 12 (k2+7r2)
& = —fma
21.2 2

§ = Ty (k4+7r4+7r2k "’Cg(%_”Q))’

_ 1_1 (3.44)
g1 = 2k2+7m2>

2

92 = o (%5 + irln + %922) ;
A @921 Go — @922 Go+ @kQ ag Co1 — @kQ ag €22) ;

_ 4(aok®—Rac) 0T 8(k2+am®)WID  gerpg, 267 (-1425 )T _2(kP—27%) WY T (o

pr =

3magk Rag B 3maok 3maok 37 3mik?
n 20V T (2k% 4272 (12—(0?)+k2 (n24+¢0?)) 2T (272 (x2—(o?)+k2 (472+3 (o))
3magik? B k3
_2¢V(k2—2x2)T agz(—71c2+47r2)rgo 4(k2—272)0VT ¢  2(—k2+272) WV T ¢ (3.45)
Pr = V3ik2 - V3 k3 - V3aoik? - V3ik? '
_ 4(aok?~Rac)0'T  8(k>+4m®) W'D | gelre, 2T (8k*+k2m?+2n?-27%(0?)
ar = - V3 agmk Rac - V3agmk V3aork V37 k3
2WYT (2k* 4272 (72—(0?) +k (72+¢o?))
N V3mik?
donde
v 2Z_k(_ngac—a0(k2+7r2)(1+Cg) W — 90k at + (2
Ra2 + (k> + m2)2(1+ ¢2) ’ ao Rac + (k% + 2)(1 + ¢2)
aoRa. + (k2 + 72)(1 + ¢3)
: 3wk ag — () (k)
- AV A ki=-k;,—k
2 2((k2 + 472)3 + 472 T, — Ra k%) " "1 (ks 5~ k)
- ka N — (i ag k2
A4 — TR Go 4D 71 0o — 20 ( A2 A2 4 1A 2)
2 = J(BR 14mP +4r2T, —3Ra k2) 111 20 =~ = (A + 4" + |43
ei _ i (k2+47T2)3+47T2Ta 9” :A” (3k2+47T2)3+47T2Ta
21 21 k2 + 4m2 ’ 22 3k2 + 42
G = 2o (k® + %) Ay ij _ _ 26o(k® + m*)Ag)
21 k2 + 472 22 3k2 + 4n?
oF = 00K +7?)(k? +47%) + 2a0(k + 7%) (—k? + 27%) (G
N 2(k? 4 472)3 — 2k?Ra. + 82T,
o _aoRac(k2 +72) (k? 4 47%)2 + 2(k? — 272)¢2
2(k? + 47%)  (k? + 47%)% — k2Ra, + 47°T,
& = —aplo  2(k%2 +72)2(k? + 472)? + k2(k? — 27%)Ra, — (K% — 27?)(k? + 47?)3

2 (k2 + 472) (k2 + 472)3 — k2Ra, + 47T,

Se puede observar que los coeficientes obtenidos para la ecuaciéon de amplitud respetan las simetrias
de la rotacién. Asi los coeficientes (31, a1, 0, g1, ¥ go dependen de potencias pares de la rotacidn,
mientras que (o, y w cambian de signo cuando se invierte el sentido de giro. Por otra parte, al igual
que en la ecuacién modelo del capitulo anterior, las modulaciones espaciales cuadraticas sélo aparecen
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Referencia pg - 103 pg - 102
Palm et al. [35] (libre-libre) 5.17 1.88
Este trabajo (libre-libre) 5.27 1.88
Palm et al. [35] (rigido-rigido) 8.17 2.88
Busse [31] (rigido-rigido) 8.25 2.81

Tabla 3.1: Valores de los umbrales de inestabilidad para ug y pug para I' = 3- 1074

en presencia de efectos NB. El acoplamiento entre rotacion y efectos NB requiere términos cuadraticos
y, por tanto, al menos tres modos. Esto hace que la estructura hexagonal resulte natural para estudiar
la interrelacién entre ambos fenémenos.

Para comprobar la correcciéon de nuestros calculos, los hemos comparado con los de Palm et al.
[35], en ausencia de rotacién y sin modulaciones espaciales. Si tomamos I' = 3-107%, que equivale a
una variacién de la viscosidad de ﬁ—(’)’ = 0.197, se tiene los valores de los coeficientes §(0) = 7.54 - 1073,
91(0) = 0.0338 y g2(0) = 0.0529. Después de introducir estos valores en las Ecs. (3.14)-(3.16) se
obtienen los valores de los umbrales que se recogen en la Tab. 3.1. Incluimos también en la tabla
los valores de Busse [31] en el caso rigido-rigido. Obtenemos una coincidencia plena con los umbrales
de Palm et al. [35] para los umbrales de hexdgonos y rollos en el caso libre-libre, lo que corrobora
nuestros resultados en ausencia de rotacién. Cuando comparamos nuestros resultados con los de Busse
[31] y Palm et al. [35], con condiciones de contorno rigido-rigido distintas a las nuestras, obtenemos
que varian cuantitativa pero no cualitativamente con los nuestros.

En la Fig. 3.5 se han representado los coeficientes de la ecuacién de amplitud frente a la rotacién
(Ta1 / 2), normalizados respecto al caso quiral (T; /2 = 0). Observamos que la rotacién hace disminuir
la longitud de coherencia £2 y los coeficientes ciibicos g1, go. Sin embargo, los términos NB presentan
dos regimenes: uno inicial de disminucién con la rotacién, y otro de aumento con la rotacién para
mayores valores de 7.

En la Fig. 3.6(a) se representan los cocientes g1/¢1(0), go/g1(0) ¥ @/g1(0) T . Se observa que
g2 > g1 y que la diferencia go — g1 disminuye con la rotacion. Cuando ésta supera a w los rollos
dejan de ser estables, lo que sucede para T, k7, = 47.9, valor que difiere ligeramente del umbral de
Kiippers—Lortz T, i1, = 47.8 debido a que hemos impuesto una orientacién de 60°, en lugar del valor
exacto de 58.1°.

En la Fig. 3.6(b) se han representado los términos espaciales cuadréticos con respecto a 6(0) frente
a la tasa de rotacién: son menores que §(0), como cabe esperar de un desarrollo perturbativo. Se
observa que, aunque pequetios, no son despreciables y saturan para valores suficientemente altos de la
tasa de rotacién. El coeficiente B, parte del origen, ya que depende del sentido de giro.

El andlisis débilmente no lineal es coherente para un intervalo subcritico pequenio. Esto impone
que el término cuadratico ha de ser menor que los cibicos. En la Fig. 3.7, representamos los valores
méximos ( hemos escogido el criterio |v| = ¢ por simplicidad) de T, y I para los que es aplicable el
formalismo de la ecuacién de amplitud. Se observa como para valores bajos de la rotacion el intervalo

tHemos representado —w debido a que al estudiar los rangos de estabilidad elegimos la forma en que se presenta
convencionalmente la ecuacién de amplitud (g2 + @) | A2 |* A1 — (92 — @) | A3 | A1, sin embargo en nuestro problema w
es negativo por lo que tomamos (g2 + (— |w|)) | A2 | A1 — (92 — (— |@])) | A3 |? As.



44 CAPITULO 3. CONVECCION CON ROTACION

E2IEZ0) |

o

5/5(0) e _ -

o

9,/9,(0) | 1

9,/9,(0) | 1

o1

B,/B, ©) | -

o

v 7]
0(1/0(1 ©O) [

o1

cOopr O O PO O PO O PO P NO O P

0o 20 40 60 80
T1/2

a

=
o

Figura 3.5: Efecto de la rotacion sobre los coeficientes de la ecuacion de amplitud presentes en el caso
quiral. Los coeficientes se representan con respecto a su valor para T, = 0.

permitido de I' es més ancho que para tasas de rotacién mayores.
De las Ecs. (3.27) y (3.17) la variacién relativa de la viscosidad entre la capa inferior (1) y la
superior (2) con respecto a un valor de referencia (0) viene dada por

2" _rR (3.46)
140]

/

lo que equivale a una variacién de la viscosidad en torno al 50%, (véanse las Ecs. (1.37) y (3.46)).

De la Fig. 3.7 se deduce que si T, W2 < 100, la ecuacién de amplitud es valida siempre que T' ~ O(1074),
Por otra parte, la pendiente de las curvas en la grafica 3.7 se hace muy grande a medida que nos
acercamos a I' = 0, de modo que si se aumenta la tasa de rotacién se deben considerar fluidos con
una dependencia menor de la viscosidad con la temperatura. En todo caso, como vimos en el primer
capitulo la velocidad angular ha de verificar siempre la relacion Q%r << g.

La frecuencia de los hexagonos oscilantes en la bifurcacién Hopf se muestra en la Fig. 3.8. Se
observa que aumenta, con la tasa de rotacion Ta1 / 2, y es casi tres érdenes de magnitud menor que ésta.
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Figura 3.6: Coeficientes cibicos (a) y espaciales (b) de las ecuaciones de amplitud con respecto a la
rotacién. Los coeficientes que surgen de la rotacién, w y B2, son funciones impares de ésta.
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Figura 3.7: La regién interna son los valores de la  Figura 3.8: Frecuencia de los hexdgonos oscilan-
rotacion y del parametro NB en los que es valido tes en el umbral en funcién de la rotacion.
el formalismo de las ecuaciones de amplitud.

En la Fig. 3.9 se representan las regiones de estabilidad de hexagonos, rollos, y hexdgonos oscilantes
frente a la tasa de rotacién. Para pequenos nimeros de Taylor, la curva de estabilidad de los rollos dis-
. . 1/2 .
minuye hasta que alcanza un minimo en 7, = 15.52. Para valores mayores de 7T,’~ aumenta y termina
por diverger para Ta1 - al /; 1, = 47.96. De forma andloga, la curva heteroclina diverge pero nunca
se llega a cruzar con la de los rollos. La curva de estabilidad de los hexdgonos crece con la rotacion,

como también se ha visto en simulaciones numéricas completas de las ecuaciones de Navier—Stokes [14].
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Figura 3.9: Regiones de estabilidad de hexagonos, rollos y hexdgonos oscilantes en el plano u ~ T,
para I' = —3 - 10™*. Linea continua: 6rbita heteroclina. Linea a trazos: Curva de estabilidad de
hexagonos. Linea a trazos y punteada: curva de estabilidad de rollos.

En un rango amplio de tasas de rotacién, los hexdgonos coexisten con los rollos hasta que pierden
su estabilidad convirtiéndose en hexagonos oscilantes. Por encima del valor Ta1 - 38.47, las curvas
de estabilidad de los rollos y hexdgonos se cruzan, y los hexigonos sufren una transicién directa
a hexagonos oscilantes. Estos se podrian observar experimentalmente en el rango de pardmetros
w~0.04y3847 < Tal/2 < 47.96 = Tal’/;L sin que interfirieran los rollos.

Para comprobar la transicién directa a hexdgonos oscilantes resolvemos numéricamente la ecuaciéon
de amplitud (3.12) con un método de Euler semi-implicito para T? = 45 y ¢ = 0.05. El término
lineal difusivo de (3.12) se computa en el espacio de Fourier, mientras que las derivadas de los términos
cuadréticos espaciales se calculan usando un esquema de diferencias finitas. Se comienza desde una
condicién inicial aleatoria, y se deja evolucionar al sistema hasta que llega a hexdgonos estables cuyas
amplitudes varian periédicamente en el tiempo (ver la Fig. 3.10). La frecuencia de oscilacién de los
hexdgonos oscilantes en la simulacién es wg, = 0.0184, en buen acuerdo con el valor tedrico en el

umbral w, = 0.0184 dado por la Ec. (3.15).

3.5.3 Ecuacién de la fase: longitud de onda larga

Vimos en el capitulo anterior que, en ausencia de rotacién, las modulaciones de fase de una estructura
hexagonal verifican la ecuacién de difusién



SECCION 3.5 ECUACIONES DE AMPLITUD DE UN FLUIDO NO—-BOUSSINESQ: VISCOSIDAD DEPENDIENTE DE LA TEMPERATURA 47

Figura 3.10: Evolucién temporal de un patrén de hexdgonos oscilantes durante un periodo de oscilaciéon
de t = 341.2. Los hexdgonos oscilantes se han obtenido de la simulacién numérica de las Ecs. (3.43)

para u = 0.05, Ta1 2 _ 45, partiendo de un estado inicial aleatorio.

0:¢ = (D) — D1)V(V - ¢) + D, V¢ (347)

La rotacién introducird nuevos términos dependientes de la velocidad angular, de forma andloga a
como sucede con las ecuaciones de amplitud.

Echebarria y Riecke [54] muestran con argumentos de simetria que la forma mds general de la
ecuacion de la fase cuando se rompe la simetria quiral es

0i¢p =D V¢ + (D) — D1)V(V - ¢) — Dx1(2 x V?¢) + Dxa(2 x V)(V - ¢) (3.48)

En el apéndice B recogemos de forma explicita los cilculos de la obtencién de la ecuacién de la
fase a partir de las ecuaciones de amplitud de un fluido NB en presencia de rotacién. Las expresiones
que obtenemos para los coeficientes son
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D = oy {VIHAE + {0 + (B~ V) - e’6) | (3450
D,y = V3B H(If)ﬂl —q£) (3.49b)
_ 5 1 H_Qa V355)2 —V3a;)?) — g2¢ta — 2./3
Dy 1 T 212 2 ((V3B2)" + (B 3a1)%) — ¢“€ga — H cqéV3p2 ¢ (3.49¢)
2 2¢4 2 2
Dj-D, = %" - @ - HT(IBI(ﬁl +V3a;) + %q(i’)ﬂl +V3a1) (3.49d)
con
a = 2H*(g1 —go) +2(6 +29B51)H (3.50a)
= 2H%*(g1+2¢5) — (6 4+ 29581 H (3.50b)
c = XV3H’w (3.50¢)

Los nuevos coeficientes D1, Dyo son funciones impares de la rotaciéon

Inestabilidades de la fase

Desarrollando la fase en modos normales del tipo ¢ = ¢®expi (Q - = + wt) y sustituyendo en (3.48)
se obtiene

- ¢a \ _ [ DiQ>+ (D~ D1)Q; — Dx2QuQy (D) — D1)QuQy — Dx1Q” — Dx2Qj) (3.51)
¢y (D) = D1)Q2Qy + Dx1Q* + Dx2Q3  D1Q*+ (D) — D1)Q; + Dx2QsQy '

que tiene solucién no trivial si verifica que det(L —w I) = 0, lo que conduce a la relacién de dispersién

w® + (D|| - DJ_)QQ + [D||DJ_ + Dy1 (Dx1 + D><2)] QR'=0 (3.52)

cuyas raices corresponden a los autovalores del problema lineal

1
wip =3 (D” + D1 % /(D) - D1)2 ~4D1(Ds1 + D)) @ (3.53)

Cuando Dy1 = 0 se recupera la expresién del capitulo anterior con dos modos de la fase desacoplados,
uno de divergencia nula w; = —D | Q?, y otro irrotacional wy = —DHQQ. El patrén hexagonal se
desestabilizard por perturbaciones de la fase de larga longitud de onda cuando D) o D, se hagan
negativos. Para velocidades angulares muy pequefias (D1, Dx2 << D_, D)) es posible desarrollar
el radicando de las raices a orden mas bajo

w1 ( I D, - Dy Q“, wo 1+ D, - D, Q (3.54)
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De esas expresiones se deduce que las perturbaciones longitudinales y transversales de la fase contintian
desacopladas para tasas de rotacién pequenas. El panorama cambia al aumentar la rotacién, ya que
entonces el radicando puede hacerse negativo y tener autovalores imaginarios. Esto darfa lugar a una
inestabilidad oscilatoria si la parte real de algtin autovalor se hace positiva. A partir de la relacién de
dispersién, encontramos que la curva marginal de tipo oscilatorio viene determinada por las condiciones

Dj+D, = 0 (3.552)
(D —D1)>—4Dy1(Dx1+ Dx2) = 0 (3.55b)

En las Figs. 3.11 se representan las curvas de inestabilidad de fase para diferentes valores de
la rotacién y del pardmetro NB. Al disminuir la variacién de la viscosidad con la temperatura (Figs.
3.11(b), 3.11(e), 3.11(f)) disminuye el rango de estabilidad de hexdgonos y rollos. Este comportamiento
es similar al que vimos en el capitulo anterior cuando disminuia la asimetria vertical de las propiedades
de un fluido.

Para pequenos valores de la tasa de rotacién (Fig. 3.11(b)) el diagrama se parece al del caso sin
rotacién (Fig. 3.11(a)), aunque en las proximidades de la bifurcacién de Hopf ya es posible apreciar
que las curvas marginales de la fase no son tangentes a las de amplitud, sino que aquéllas se abren
hacia valores altos de |q| donde confluyen en una dnica curva. En este régimen la inestabilidad de fase
es estacionaria excepto para valores altos de u para los cuales la inestabilidad de fase es oscilatoria
(cuando se unen las curvas de los dos autovalores de la fase). Al aumentar la rotacién (Fig. 3.11(c))
las curvas marginales de fase se abren mas, y crece la regién de inestabilidad oscilatoria. Por dltimo,
para valores ain més elevados de la rotacién 3.11(d) el efecto de la rotura quiral es mds notable y las
dos curvas de inestabilidad de fase degeneran a una sola para cualquier valor del calentamiento, de
modo que los hexagonos comienzan a sufrir inestabilidades oscilatorias en cuanto la atraviesan.

3.5.4 Inestabilidades de la fase: perturbaciones arbitrarias

El andlisis de la fase corresponde a perturbaciones con gran longitud de onda. Necesitamos completarlo
con longitudes de onda cualesquiera. Para ello consideramos

A; = (H + ;) exp (1q - x; + 1) (3.56)

tras renormalizar la perturbaciéon de amplitud se tiene en el régimen lineal

Aj:(H—f—?‘j)exp(iq-x]-)(l+z'¢—¢2+---):H(l—l—?"j + 1 ¢;) exp (iq - x;) (3.57)

Sustituyendo en la ecuacién (3.43) y linealizando las perturbaciones de amplitud y fase obtenemos
ry = (5+ 2,31q)H(r2 + 173 — 7‘1) -2q1 H2’I"1 — 292H2(’f‘2 -l-’l"3) +2wH2(r3 — 7‘2)

+£50,5m1 — 26300, d1 + PLH (D0 $300, 62 + 2q(ra + 13))
+B2H (03343 — Ogy2) + 1 H(Or3 3 — Ory h2) (3.58)
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(b) Influencia de los efectos NB sobre los diagramas de estabilidad

Figura 3.11: Diagramas de fase sin términos espaciales. En las cuatro primeras figuras esta fijo el

parametro NB (I' = —3-107%) y se aumenta la velocidad angular. En las dos tltimas se mantiene fija
. 1/2 _ ..

la tasa de rotacién (Tp’“ = 2) y disminuye T'.
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b1 = —(0+2B19)H(da + 3+ ¢1) + £50,2¢1 + 2q€5 05,11 +
+B1H (01373 + Ozy72 — 2q(d2 + ¢3)) + B2 H (Opy73 — Opy72) +
+051H(a7'3'r3 - 872T2) (3'59)

Si se desarrollan las amplitudes en modos de Fourier 7; = ajexp (q-x + wt) y tras suponer que la
fase es una onda plana ¢; ~ exp (q - x + wt) obtenemos un conjunto de 6 ecuaciones linealizadas cuyos

autovalores se obtienen resolviendo el determinante

My —w Mo M3 My 0 0

M3 My —w Mo 0 M5 0

M M Msq — M

12 13 33 — W 0 0 36 —0 (3.60)

Mﬁ 0 0 M44—w M45 M45

0 M;5 0 M45 M55—w M45

0 0 MZ’TG M45 M45 M45—w

donde

M; = —-H§—2g H?>-¢2Q?, i=1,23 M; = —HJ§—£2Q?,, i=4,56
M12 = H5—2g2H2—2wH2 M13 = H(5—292H2+2WH2
My = —2iq@ My = —2iqQ-
Mss = —2idqQs Mys = —-H6
Q1 = Qcosyp Q2 = —3Q(cosp+V3siny)
Qs = ~3Qlcosy — V3sing)

Q@ y ¢ son el médulo y dngulo que forma el vector de onda Q con la direccién x;.

Estudiamos en primer lugar el caso sin rotacidn. Se recupera entonces la simetria As <> Az y el
término en la ecuacién de amplitud Hw desaparece, de modo que la matriz anterior serd hermftica y,
por tanto, sus autovalores reales.

Si las perturbaciones son homogéneas y de gran longitud de onda, tenemos dos modos neutros de
fase, debidos a las dos simetrias traslacionales de una estructura hexagonal perfecta. También existe
un modo amortiguado cuyo autovector corresponde a la fase total (suma de los tres modos de fase).

wi = —2H?*(g1+2g)+0H (3.61a)
wo = —2H?*(g1 —¢go) —20H (3.61b)
w3 = —2H*(g1 —go) —20H (3.61c)
wy = —36H (3.61d)
ws = 0 (3.61e)
wg = 0 (3.61f)

Los otros tres modos corresponden a perturbaciones de amplitud que pueden llegar a tener tasas de
crecimiento positivas. Cuando w; > 0 se obtienen hexagonos cerca del umbral; por su parte ws y ws
dan lugar a inestabilidades posteriores (secundarias) que generan rollos.
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Figura 3.12: Regiones de estabilidad cuando se toman en cuenta los términos espaciales no lineales.
La rotura de la simetria ¢ — —q se va haciendo mas evidente a medida que aumenta la rotacién. La
curva interior (punto-punto-punto-raya) proviene del andlisis de estabilidad frente a perturbaciones
de fase globales. En la primera grafica, caso sin rotacién, las curvas D = 0 (linea sélida) y D =0
(linea a trazos) estan diferenciadas, comenzando a fusionarse cuando se inicia la rotacién.

Las modulaciones espaciales lentas vienen regidas por la ecuacién de la fase que vimos en el
capitulo anterior. Las regiones de estabilidad de fase estdn determinadas por (Dll =0,D, =0). Si
se consideran modulaciones espaciales de cualquier longitud de onda, los limites de estabilidad son los
mismos y no existe ninguna dependencia angular, lo cual significa que, sin rotacién, las perturbaciones
mas peligrosas corresponden a pequenos nimeros de onda.

La rotacion rompe la hermiticidad en los elementos de matriz Mio y Mi3 haciendo posible la
aparicion de autovalores complejos. Los dos autovalores traslacionales en ese caso pueden ser, reales
o complejos; es mas, son posibles tasas de crecimiento positivas y que los hexiagonos se desestabilicen
con perturbaciones de longitud de onda corta.
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En general, las perturbaciones tienen una tasa de crecimiento dependiente de la direccién. Se
encuentra numéricamente que el maximo corresponde a ¢ = 0. Hemos incluido en la Fig. 3.12 los
regimenes de estabilidad frente a perturbaciones arbitrarias, calculados tras anadir los términos espa-
ciales no lineales en la ecuacion de amplitud. La curva proveniente del andlisis general de estabilidad
(linea punto-punto-punto-raya) es interior a las de fase, por lo tanto los hexdgonos sufren primero
una, inestabilidad de corta longitud de onda. En todas las graficas se puede observar que los términos
espaciales rompen la simetria de reflexién (¢ — —q) de los diagramas, y las regiones de estabilidad
se inclinan hacia la izquierda. Para tasas de rotacion suficientemente elevadas se aprecia como las
dos curvas de estabilidad de fase se confunden en una sola. Las curvas interiores marcan el limite de
estabilidad de los hexdgonos frente a todo tipo de perturbaciones.

3.6 Conclusiones

Hemos analizado el efecto de la rotacién sobre la estabilidad de patrones hexagonales termoconvectivos,
en una capa liquida con una viscosidad dependiente de la temperatura. Partiendo de las ecuaciones
hidrodinamicas, con condiciones de contorno libre-libre, hemos derivado las ecuaciones tipo Ginzburg-
Landau validas cerca del umbral. Estas incluyen términos cuadriticos que dan cuenta de los efectos
NB, y la rotacién genera una rotura de simetria entre los coeficientes ctibicos y un término no lineal
espacial adicional. Las ecuaciones de amplitud se han obtenido a través de un método de multiples
escalas y su forma coincide con la predicha por los argumentos de simetria. Hemos obtenido expresiones
explicitas para los coeficientes de dichas ecuaciones en funcién de los pardmetros de control: la distancia

al umbral y, la tasa de rotacién Ta1 /2

, v el parametro NB, I'. Hasta donde sabemos, es la primera vez
que se determinan esas expresiones para un problema hidrodindmico [57].

Esos coeficientes muestran dos tipos de comportamiento: los cuadraticos 8, 81, y a1 disminuyen
inicialmente con la rotacién pero aumentan para valores altos; los cibicos g1, y g2, y la longitud de
coherencia ¢2 disminuyen monétonamente con la rotacién. Los coeficientes w y B2 se deben a la
rotacién y aumentan siempre con ésta. Se ha determinado también el rango de pardmetros de I' y Ty,
para el cual el formalismo de las ecuaciones de amplitud resulta valido.

Hemos discutido las regiones de estabilidad de los hexdgonos y rollos convectivos bajo rotacién. Se
ha comprobado que, en el caso particular sin rotacién ni modulaciones espaciales, nuestros resultados
para la estabilidad de los hexdgonos y rollos coinciden con los de Palm et al. [35] y Busse [31]. Se
sabe desde los primeros trabajos sobre conveccién con rotacién [5] que la rotacién retrasa el inicio de
la conveccion. Sin embargo, hemos encontrado que para un amplio rango de valores de la tasa de
rotacién (hasta Ta1 /2 - 22) la transicién desde hexdgonos a rollos es més préxima al umbral que en el
caso quiral (Fig. 3.9). Los hexdgonos oscilantes surgen a través de una bifurcacién de Hopf, y hemos
visto que su frecuencia critica aumenta con la rotacién pero es casi tres érdenes de magnitud inferior
a Ty /2. Se ha hallado un rango de tasas de rotacién (38.47 < Ta /2 < 47.96) en el que los hexdgonos
se transforman en hexdgonos oscilantes, sin coexistir con los rollos. Esto es particularmente relevante
para futuros trabajos experimentales y tedricos sobre esos estados.

Por debajo de la bifurcacion de Hopf, el patron hexagonal puede ser inestable con respecto a
perturbaciones en su fase. El comportamiento de las modulaciones de fase de longitud de onda larga
se describe por la ecuacion de la fase de la estructura periédica. En ausencia de rotacién, los analisis de
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fase y de perturbaciones arbitrarias coinciden, y los modos de longitudes de onda larga son los tinicos
capaces de desestabilizar el sistema. Sin embargo, la rotacién hace que perturbaciones con longitudes
de onda menores puedan llegar a desestabilizar los hexdgonos [58, 59]. Las inestabilidades de longitud
de onda larga pueden ser estacionarias u oscilatorias. Las curvas de estabilidad de fase se abren mas
a medida que aumenta la rotacion, y la de perturbaciones arbitrarias siempre estd encerrada por las
de fase. Para bajas tasas de rotacion, las inestabilidades de longitud de onda arbitraria surgen para
valores mayores del parametro de control u, pero debajo de la transicion a hexdgonos oscilantes. Las
curvas de estabilidad de fase se pueden interpretar como el globo de Busse [1] para hexdgonos en
conveccion NB. Hemos determinado por primera vez los umbrales de estabilidad con respecto a los
modos de fase en conveccién NB bajo rotacién.

Hemos realizado simulaciones numéricas de las ecuaciones de amplitud que estdn en buen acuerdo
con las predicciones del andlisis de estabilidad sobre la aparicién de los hexagonos oscilantes y su
frecuencia.

Se pueden sugerir diversas ampliaciones del presente trabajo, por ejemplo: la inclusién de un
ndmero de Prandtl finito, el analisis de defectos y su influencia en la rotaciéon global, o el estudio de
la conveccién de Bénard-Marangoni con rotacién.
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Capitulo 4

Inestabilidad convectiva/absoluta en
capas liquidas calentadas lateralmente

En la primera parte de la tesis hemos estudiado inestabilidades convectivas en fluidos no Boussinesq.
Estas pueden generar patrones estacionarios en forma de hexdgonos o rollos, u oscilatorios en forma
de hexagonos oscilantes en presencia de rotacién. Los resultados obtenidos quedan a la espera de
su futura corroboracién por parte de algiin grupo experimental. Siguiendo con una temdtica afin
abordamos en la segunda parte de la tesis un tipo de inestabilidades termoconvectivas que dan lugar
a ondas propagativas, inducidas naturalmente en liquidos sometidos a un gradiente de temperatura a
lo largo de su interfase. Se dispone de resultados experimentales sobre este tipo de ondas en capas
liquidas calentadas lateralmente que no han recibido todavia una explicacién tedrica plausible.

En el capitulo cuarto nos proponemos estudiar las ondas propagativas en capas liquidas calentadas
lateralmente prestando atencién a las inestabilidades absolutas como mecanismo de desestabilizacién.
Para ello, comentamos brevemente en primer lugar las distintas inestabilidades en flujos termocapilares
y damos varios ejemplos de sistemas en que se desarrollan, discutimos los principales trabajos tedricos
y experimentales, formulamos nuestro problema y explicamos el método de resolucién y, finalmente,
comparamos nuestros cdlculos con resultados experimentales recientes.

En el capitulo quinto extenderemos este estudio al caso de dos liquidos superpuestos calentados
lateralmente, y exploramos sus posibilidades como sistema para estudiar la propagacién e interacciéon
de ondas.

4.1 Inestabilidades termocapilares

La tensién interfacial o caracteriza macroscépicamente las interacciones moleculares que tienen lugar
en la interfase de dos fluidos inmiscibles. Cuando los liquidos se someten a una diferencia de tempera-
tura AT se inducen gradientes en o. En la interfase, los gradientes de tensién superficial pueden vencer
las tensiones de cizalladura dando lugar a los denominados flujos termocapilares que se extienden al
interior por acoplamiento viscoso. Esto es lo que se conoce como efecto Marangoni [60].

Los flujos termocapilares se dan en muchos procesos de importancia practica y fundamental. Bé-
nard [61] observé en 1900 patrones celulares que Rayleigh [3] atribuyé al empuje. Tiempo después,
Pearson [15] dio la explicacién correcta al fenémeno en términos del efecto Marangoni. A partir de

57
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los trabajos de Bénard, la conveccién térmica se constituyé en prototipo para explorar cuestiones
fundamentales en mecanica de fluidos, en formacién de patrones fuera del equilibrio, y en turbulencia.

Cabe distinguir dos inestabilidades en flujos termocapilares. Una primera denominada, inestabilidad
de Bénard-Marangoni, en la que se impone externamente un gradiente de temperatura perpendicular a
la interfase. El estado base es estdtico con una distribucién de temperatura puramente conductiva, y el
movimiento surge a partir de un cierto umbral AT,. En la segunda, que denominaremos inestabilidad
termocapilar se impone un gradiente de temperatura paralelo a la interfase. En este caso, el fluido se
pone en movimiento para cualquier valor de AT # 0 y el estado base consiste en un flujo estacionario.

4.1.1 Inestabilidad de Bénard-Marangoni en la superficie libre de un fluido

La conveccién debida a efectos interfaciales puede darse incluso en ausencia de gravedad, en contraste
con la conveccién de Rayleigh-Bénard. Imaginemos una capa de fluido limitada en su parte inferior
por una pared rigida y en la superior por un superficie libre en contacto con un gas pasivo, en
el que no se dan perturbaciones mecanicas ni térmicas que se transmitan al liquido. Supongamos
también que sobre el gas pasivo hay otra pared rigida a menor temperatura que la inferior. Si la
interfase se perturba momentineamente, las regiones que se eleven experimentarin un descenso de
temperatura, y se calentardn las que desciendan. Habitualmente, la tensién interfacial disminuye
cuando la temperatura aumenta. Por tanto, en las regiones de la interfase que se eleven aumentars
la tensién interfacial y en las que desciendan disminuird. La diferencia de tensiones interfaciales hace
que el fluido sea arrastrado a lo largo de la interfase, y el liquido mas caliente del interior reemplaza,
al que se mueve cercano a la interfase, realimentando el flujo inducido por los gradientes de tensién
interfacial.

La desestabilizacién del liquido no se desencadena inmediatamente. Existen dos efectos que frenan
el movimiento

e La viscosidad dindmica, a la que puede asociar una escala de tiempo caracteristica

h2
Tyisc = —— (4. 1)
124

e La difusividad térmica, que caracteriza el intercambio de calor y se le puede asociar una escala
de tiempo caracteristica

h2
Tterm = ; (4-2)

Los efectos desestabilizantes estdn ligados a la variacién de la tensién superficial con la temperatura,
y poseen un tiempo caracteristico

ph?
T, =
cap AT

(4.3)

donde v = 0o /9T es la variacién de la tensién interfacial con la temperatura.
El liquido se pone en movimiento cuando los gradientes de tensién interfacial no se amortiguan

por la disipacion, es decir, cuando Tcap2 << Tyise Tterm, O €quivalentemente
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vyATh
PUK

Ma =

>> 1 (4.4)

donde Ma es un parametro adimensional llamado nimero de Marangoni, que da el balance entre los
efectos desestabilizantes de la tension interfacial y los disipativos de la viscosidad y difusividad térmica.

En realidad, como mostré Pearson [15] las deflexiones de la interfase no son necesarias para que se
inicie la conveccion de Bénard-Marangoni, ya que basta una simple perturbacién de temperatura en
la superficie de un liquido para dar lugar a la conveccién. En lo que sigue consideraremos siempre la
superficie libre plana.

De las Ecs. (4.4) y (1.15) resulta claro que la conveccién de Rayleigh-Bénard y de Bénard-
Marangoni dependen de modo distinto de la profundidad del liquido. Para capas profundas pre-
valecerd la conveccion de Rayleigh-Bénard, mientras que para capas finas dominara la conveccién de
Bénard-Marangoni.

4.1.2 Inestabilidades en flujos termocapilares

Los estados base se desestabilizan para gradientes de temperatura suficientemente grandes. Se ha
estudiado especialmente la transicion del estado de base a flujos oscilatorios por su importancia en
aplicaciones tecnoldgicas como el crecimiento cristalino, ya que las oscilaciones degradan la calidad del
cristal resultante [62, 63].

Hay que distinguir dos grandes grupos de experimentos y estudios tedricos en flujos termocapilares:
con calentamiento constante a lo largo de la interfase y con calentamiento local de la interfase

En el caso de calentamiento constante a lo largo de la interfase se considera habitualmente
tres tipos de geometrias:

- Puentes liguidos. Se aplica una diferencia de temperatura entre dos paredes rigidas horizontales
que contienen una masa liquida con una interfase lateral libre. Este sistema destaca en procesos
de zona flotante de solidificacién cristalina [64, 65, 66, 67, 68], en los que resulta importante
determinar el umbral de inestabilidad oscilatoria. Se han hallado también flujos cuasiperiddicos,
de duplicacién de periodo y cadticos [69, 70].

- Geometrias cilindricas. El liquido se halla entre dos cilindros concéntricos con su superficie su-
perior en contacto con el aire, y se aplica una diferencia de temperatura entre los dos cilindros.
Se usan, por ejemplo, en el proceso de crecimiento cristalino por el método de Czochralski [71],
en el que los cristales se extraen de un crisol de material fundido. Se han realizado experimentos
tanto para capas superficiales [72, 73], como para capas profundas [74]. También se ha estudiado
tedricamente la apariciéon de estructuras extendidas y localizadas, pudiendo ser ambas estaciona-
rias u oscilatorias. Se encuentra una competiciéon en puntos de codimensién dos entre distintos
tipos de estructuras: entre rollos estacionarios radiales con diferentes nimeros de onda, entre
rollos radiales con ondas hidrotermales, y entre ondas hidrotermales con distintos nimeros de
onda [75].

- Capas planas. Se caracterizan por secciones transversales rectangulares, y la diferencia de tem-
peratura se aplica entre dos lados opuestos. Se han efectuado experimentos cuando la dimensién
perpendicular al gradiente de temperatura es mucho mas pequena que la del gradiente [18, 76, 77],
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o cuando son del mismo orden ambas dimensiones [78, 79, 80]. Este ultimo caso presenta un tipo
de inestabilidad en forma de ondas hidrotermales. En los préximos capitulos nos centraremos
en este problema.

Otro grupo de flujos termocapilares se obtiene por calentamiento local de la interfase, que
da lugar a gradientes térmicos que dependen del espacio. Tanto el empuje como la tensién superficial
desestabilizan simultdneamente el flujo de base.

Los dos problemas de esta clase que se estudian con mas frecuencia son:

- Lentes térmicas. Las lentes térmicas se producen por el calentamiento local de un medio ab-
sorbente con un ldser que se propaga a su través. Un gradiente local de temperatura crea un
gradiente de indice de refraccién del medio, que es épticamente equivalente a una lente diver-
gente. Los parametros de control son la distancia del haz laser a la superficie libre del liquido y
la potencia del laser. Existe un rango de estos pardmetros en el que se produce una bifurcaciéon
primaria del flujo base estacionario a un comportamiento oscilatorio [81, 82]; se han observado
también duplicaciones de periodo [83] e indicios de comportamiento caético [84].

- Hilo caliente. El calentamiento local se debe a un hilo resistivo caliente y paralelo a la superficie
libre de un liquido. Los parametros de control son la distancia entre el hilo caliente y la superficie
libre, y la potencia eléctrica disipada por el hilo. Como en el caso de las lentes térmicas, se
observa también una bifurcacién a un estado oscilatorio [85, 86, 87|, en el que aparecen ondas
propagativas a lo largo del hilo [88].

4.2 Calentamiento lateral en capas liquidas horizontales

Hemos enunciado unos cuantos tipos de flujos que se desestabilizan por efectos termocapilares. En
lo que sigue nos centremos en los que surgen en capas liquidas calentadas lateralmente. Estos estdn
presentes en las corrientes marinas debidas a calentamientos no homogéneos, y su interaccién con
la atmésfera da lugar a fenémenos meteorolégicos complejos. Son también de crucial importancia
en crecimiento cristalino por el proceso de zona flotante, en el que se generan celdas convectivas
termocapilares en la regién de cristalizacién que es necesario entender y controlar.

La dindmica con gradientes de temperatura horizontales es mas compleja que en el clasico calen-
tamiento vertical, pues el estado base en aquéllos ya no estd en reposo, sino que hay un flujo a gran
escala y el perfil vertical de temperatura no es lineal. Un primer problema consiste en determinar
los campos de temperatura y velocidad de referencia; ademds el umbral de inestabilidad depende del
nimero de Prandtl Pr.

El problema de las inestabilidades termocapilares inducidas por calentamiento lateral fue abordado
por primera vez por Smith y Davis [17], quienes predijeron la existencia de ondas hidrotermales y
rollos estacionarios en ausencia de gravedad. En un trabajo posterior Smith [89] mostré la existencia
de dos mecanismos distintos de inestabilidad dependiendo de Pr. Laure y Roux [90] estudiaron
el acoplamiento entre los efectos termocapilares y el empuje para liquidos con ntimeros de Prandtl
pequenos; posteriormente Gershuni et al. [91] y Parmentier et al. [92] extendieron los resultados
hasta Pr = 10. Gershuni et al. [91] utilizan condiciones de contorno térmicamente conductoras y
concluyen que el sistema se desestabiliza en forma de rollos estacionarios para Pr > 1. Sin embargo,



SECCION 4.2 CALENTAMIENTO LATERAL EN CAPAS LIQUIDAS HORIZONTALES 61

Parmentier et al. [92] mostraron que el sistema se desestabiliza en forma de rollos, si las condiciones
de contorno son térmicamente aislantes. Mercier y Normand [93] consideraron un ntimero de Biot en
la superficie libre, lo que les permitié constatar teéricamente que la transicién entre ondas viajeras y
rollos estacionarios depende de la transferencia de calor entre el liquido y su entorno. Priede y Gerbeth
[94] han aportado un nuevo punto de vista, incorporando técnicas utilizadas en fisica de plasmas al
estudio de liquidos calentados lateralmente. Estos autores muestran que es necesario distinguir entre
inestabilidades convectivas y absolutas para estudiar las ondas hidrotermales. Smith [95] realiz6 un
andlisis no lineal de estabilidad para conveccién puramente termocapilar, y determiné los dominios de
existencia de las dos ondas oblicuas predichas por la teoria lineal.

También se han efectuado simulaciones numéricas en dos dimensiones para numeros de Prandtl
pequenios. En ellas se reproducen flujos multicelulares y la transicién a la conveccién oscilatoria [96].
Se ha mostrado que la transiciéon a flujos no estacionarios sucede cuando la relacién entre los efectos
termocapilares y el empuje supera un cierto valor [97].

En los trabajos anteriormente citados se ha despreciado la deflexion de la superficie libre, presente
en cualquier liquido. Smith y Davis [98] anadieron los efectos de una superficie deformable al caso
termocapilar, y discutieron una nueva inestabilidad oscilatoria asociada a ondas superficiales, que s6-
lo resulta mas peligrosa que las ondas hidrotermales para valores pequenos del niimero de Prandtl
(Pr < 0.15). Por tanto, siempre que no trabajemos con espesores o nimeros de Prandtl muy bajos,
podremos suponer las deformaciones despreciables, lo cual simplifica mucho nuestros calculos.

Las capas liquidas sometidas a calentamiento lateral también han sido objeto de atencién experi-
mental. Villers y Platten [78] observaron un primera transicién desde flujos estacionarios unicelulares
a flujos multicelulares en acetona. Posteriormente De Saedeleer et al. [79] mostraron la influencia
de medir el nimero de Marangoni lejos de las paredes, pues éstas presentan capas limite térmicas.
También encontraron una primera transiciéon a flujo multicelular, y para valores mayores del calenta-
miento una transicién a flujo oscilatorio en decano. Schwabe et al. [72] observaron un comportamiento
similar en etanol. Daviaud y Vince [18] concibieron un experimento para estudiar la dindmica de on-
das hidrotermales unidimensionales, y encontraron por primera vez ondas oblicuas propagativas para
pequenias profundidades, mientras que para las grandes encontraron rollos estacionarios. Por su parte
Riley y Neitzel [80] verificaron experimentalmente la transicién desde el flujo de base estacionario a
ondas hidrotermales en un aceite de silicona de 1¢St. Posteriormente, Benz et al. [99] demostraron
que esas ondas hidrotermales se podian suprimir eliminando las fluctuaciones de temperatura de la
superficie libre.

Por ultimo, citamos los experimentos de Burguete et al. [100] y Pelacho et al. [101, 102] en los
que se miden las caracteristicas de las ondas hidrotermales en un aceite de 0.65¢St, y que nos sirven
como referencia en lo que sigue. A pesar de los trabajos tedricos previos no se han podido explicar
las propiedades de estas ondas ni cualitativa ni cuantitativamente. Nosotros trataremos de explicar
la aparicién de las ondas hidrotermales y sus caracteristicas como resultado de una desestabilizacién
absoluta del fujo base.

4.2.1 Mecanismos de inestabilidad termocapilar en capas liquidas

En los experimentos, en cuanto se impone un gradiente de temperatura aparece un flujo de base de
retorno, caracterizado porque el flujo neto a través de cualquier superficie transversal es nulo. Nosotros



62 CAPITULO 4. INESTABILIDAD CONVECTIVA/ABSOLUTA EN CAPAS LIQUIDAS CALENTADAS LATERALMENTE

a -

-

D @@ S
C_U —
O LL

(b)

=
/H
>
u
X

z T(2) ( C)

X

Figura 4.1: Perfiles verticales de velocidad (b) y temperatura (c) caracteristicos de un flujo base de
retorno en capas liquidas horizontales calentadas horizontalmente (a).

nos centraremos en lo sucesivo en este tipo de flujo, por ser el iinico posible en sistemas cerrados como
los experimentales. Los perfiles de velocidad y temperatura del flujo base se muestran en la Fig. 4.1.
La temperatura en el interior de la capa liquida es més fria que en la interfase, y por tanto tendra una
influencia estabilizante con respecto al mecanismo cldsico de inestabilidad de Bénard-Marangoni, de
manera que el mecanismo de inestabilidad debe usar el movimiento del liquido para vencer el campo
de temperatura vertical estabilizante.

A continuacién, recogemos de forma resumida los argumentos de Smith [89] que explican cémo se
desestabiliza el flujo base para dar lugar a ondas hidrotermales.

Numeros de Prandtl pequeinios. Para pequefios niimeros de Prandtl las fuerzas de inercia son
dominantes en el interior del liquido, por ser la viscosidad pequena. Imaginemos una linea caliente
en la interfase paralela al flujo base. Esa linea induce un flujo ascendente debajo de ella (ver la Fig.
4.2(a)), como en el mecanismo cldsico de Bénard-Marangoni, que trae fluido con menor velocidad y
temperatura (ver las Figs. 4.1(b), 4.1(c)) hacia la superficie, creando una fuerza inercial en contra del
flujo en la superficie, que tiende a enfriar la linea caliente. Este enfriamiento frena el flujo ascendente.
Sin embargo, las fuerzas de inercia continuaran arrastrando fluido hasta eliminar la linea caliente y
convertirla en fria. Entonces habrd un flujo superficial por termocapilaridad dirigido hacia la linea
fria y, por continuidad, un descenso de fluido. El fluido descendente produce una fuerza inercial aguas
abajo que ralentiza el fluido ascendente que remontaba el flujo base (Fig. 4.2(d)) hasta que es eliminado
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Pr—>0

Figura 4.2: Mecanismo de inestabilidad para nimeros de Prandtl pequenos. El flujo base se desestabi-
liza en forma de ondas hidrotermales que se propagan en direcciéon perpendicular al gradiente térmico.
Pelacho [103].
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y la temperatura alcanza un minimo (Fig. 4.2(e)). Entonces se invierte el proceso: la temperatura en
la linea fria aumenta y se forma una nueva linea caliente. Si el gradiente de temperatura interfacial
es suficientemente grande, el suministro de energia a la perturbacién supera la pérdida de energia por
conduccion, y entonces la temperatura de la nueva linea caliente serd mayor que la previa, haciendo el
proceso inestable. Sobreviven las inestabilidades que se propagan en direccién perpendicular al flujo
de base, dando lugar a ondas hidrotermales en esa direccién.

Numeros de Prandtl grandes. Para nimeros de Prandtl grandes los efectos viscosos gobiernan
el flujo. Imaginemos como antes una linea caliente paralela al flujo base. Por continuidad y termo-
capilaridad aparecerd un movimiento ascendente de liquido més frio bajo la linea (la temperatura
disminuye con la profundidad). Sin embargo, como ahora los efectos inerciales son pequenos no habra
una, perturbacién de velocidad en direccién contraria al flujo base. El fluido frio ascendente reducira
la temperatura de la linea caliente homogéneamente, eliminando la perturbacién.

Si consideramos una perturbacion de temperatura en forma de linea perpendicular al flujo de base
(Fig. 4.3(a)), la temperatura de la linea caliente disminuird como resultado del ascenso de liquido més
frio bajo ella. Sin embargo, el descenso de fluido a los lados de la linea caliente (Fig. 4.3(b)) genera
un calentamiento debido a que arrastra fluido caliente préximo a la superficie hacia el interior, donde
la temperatura del estado base es mdas fria. Este calentamiento convectivo del interior del liquido
es el mecanismo a través del cual la energia se transfiere desde el estado base a las perturbaciones.
Se forman zonas o puntos calientes en el interior del liquido (Fig. 4.3(c)), y las perturbaciones de
temperatura creadas por el fluido descendente interaccionan con el flujo base que se dirige al lado frio,
de forma que un enfriamiento convectivo adicional desplazara los puntos calientes aguas abajo.

Si el gradiente de temperatura externo es suficientemente grande, el flujo descendente vertical
extraerd suficiente energia del campo de temperaturas vertical del estado base como para que la tem-
peratura del punto caliente interior sea elevada. Emntonces, el punto caliente interior calentard por
conduccidn la interfase sobre él, que se encuentra aguas arriba de la perturbacién original de la super-
ficie, dando lugar a una nueva linea caliente (Fig. 4.3(d)). El proceso se repite y la perturbacion se
propaga en la direccion del gradiente, en forma de ondas hidrotermales.

Numeros de Prandtl intermedios. Para nimeros de Prandtl intermedios han de tenerse en cuenta
las fuerzas viscosas y de inercia, por eso los dos mecanismos precedentes actian simultineamente y
las ondas se propagan con un angulo oblicuo con respecto al gradiente de temperatura.

4.3 Formulacion del problema: ecuaciones basicas

Una vez vistos los trabajos y caracteristicas generales del calentamiento lateral, pasamos a desarrollar
las ecuaciones de evolucion de una capa liquida calentada lateralmente.

Consideremos una capa liquida de espesor h, abierta al aire, que se halla sobre una placa inferior
solida horizontal de extension infinita y sometida a un gradiente horizontal de temperatura §. El
liquido se encuentra en presencia del campo gravitacional, y la densidad verifica la ecuacion de estado
p = po[l — a(T — T_)], donde seguimos la misma notacién que en la parte I para los pardmetros
fisicos del fluido. Suponemos que los efectos termocapilares resultan de una dependencia lineal de la
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Figura 4.3: Mecanismo de inestabilidad para ntimeros de Prandtl grandes. El flujo base se desestabiliza
en forma de ondas hidrotermales que se propagan en direccién paralela al gradiente térmico. Pelacho
[103].
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tensién superficial con la temperatura o(T') = o(Ty) — v (T — T-), donde v = —g—% es el coeficiente de
variacién de la tensién superficial con la temperatura y 7" una temperatura de referencia. Se acepta
la validez de la aproximacién de Boussinesq. La evolucién de los campos de velocidad u(z,y, z,t),
temperatura T'(z,y,z,t), y presién p(z,y, z,t), viene dada por las ecuaciones de balance de masa,
momento y energia

Viu = 0 (4.5a)
Ou 1 P . 2
— 4+ (u-V)ju| = ——Vp+ —gz+vV-u 4.5b
[&t ( ) ] £0 P Pog (4.5b)
T
88—t+u-VT:/$V2T (4.5¢)

Ademsds es necesario incluir las condiciones de contorno:

pared inferior (z = 0)

condicién cinemdtica para una pared rigida: u =20 (4.6a)

T =T_ + Bz, pared conductora

condicién térmica: { (4.6Db)

0,T =0, pared aislante

superficie libre (z = 1)

La superficie superior se supone indeformable, de forma que la componente vertical de la velocidad
se anula. Ademds las fuerzas tangenciales deben estar compensadas en la superficie

w =0, condicién cinemdtica normal (4.7a)
0 0 0
n (8_2 + 3_1;]> = 8_Z’ condicién cinemadtica tangencial (4.7b)
0, T + Bi(T —Too(z)) =0,  condicién térmica (4.7¢)

La dltima relacién modela aproximadamente la transferencia de calor entre la superficie libre del
liquido y el aire circundante; en ella, Bi denota el ntimero de Biot ! y T\ (z) = Bz es la temperatura,
del aire lejos de la superficie.

4.3.1 Ecuaciones adimensionales

Para adimensionalizar las ecuaciones utilizamos las mismas escalas que en la seccién 1.2.1 para el caso
Rayleigh-Bénard con calentamiento vertical: h, h?/k, k/h, pvk/h? como escalas de espacio, tiempo,

!La determinacién de Bi es bastante empirica, en un estado puramente conductor del liquido se expresa como Bi =
Ao dy; . . , . L , .

ﬁ ﬁ. Mientras que en un estado convectivo el nimero de Biot también depende del nimero de onda horizontal
iquido %liquido

del movimiento convectivo [104].
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velocidad, y presion, respectivamente. Las ecuaciones anteriores se expresan en forma adimensional

€cOomao:

V-u = 0 (4.8a)
1 [Ou - 2
— |+ (u-V)u| = —-Vp+ BoMaTz+ Vu (4.8b)
Pr | Ot
O . wT = VT (4.8¢)
ot
con las condiciones de contorno:
pared inferior (z = 0)
u=0 (4.92)
T=T_+ Bz, pal.red conductora (4.9b)
0,T =0, pared aislante
superficie libre (z = 1)
w=0 (4.10a)
o,up + MaV T =0 (4.10b)
0,T + Bi(T — Txo(z)) =0 (4.10c)

El nimero de Rayleigh Ra y el de Marangoni Ma se encuentran relacionados por el nimero de
Bond dindmico definido como

_Ra__gap
~ Ma  00/0T

El valor de Bo permanece fijo para una configuracién experimental dada, en la cual Ra y Ma

Bo (4.11)

cambian conjuntamente, pues ambos ntimeros son lineales en el gradiente de temperatura. Para
estudiar la importancia relativa de los efectos de termocapilaridad y empuje en un liquido dado es
suficiente cambiar la profundidad de la capa, y el pardmetro adimensional que da cuenta de ello es el
ndmero de Bond.

4.4 FEstado base

Un gradiente horizontal de temperatura en un contenedor finito da lugar a un flujo base estacionario
plano y paralelo [17] suficientemente lejos de las paredes laterales, que se expresa como

u = (up(2),0,0) (4.12)

El flujo de base induce una distribucién vertical del campo de temperaturas 7(z)

T-T_=z+7(2) (4.13)
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Si se introduce (4.12) y (4.13) en (4.8) y se elimina la presién obtenemos el sistema de ecuaciones:

O0,3u90 = DBoMa (4.14a)
0,2T = g (4.14b)

con las condiciones de contorno

=0 o = 0, 7 =0, pared inf.erior. confiuctora (4.15a)
0,7 = 0, pared inferior aislante
z=1— O,ug+ Ma =0, 0,7+ Bit =0 (4.15Db)

Se tiene una condicion adicional al considerar el flujo de retorno, pues el flujo neto de masa a través
de una seccién vertical cualquiera ha de anularse

1
/ ugdz =0 (4.16)
0

Resolviendo el sistema anterior se obtiene las expresiones para los perfiles de temperatura y velo-
cidad

T = BoMa (82° —152° +62)/48 — Ma(32> —22)/4 (4.17a)
uy = BoMaz(8z* —252°+202% —3Bil)/960 — Maz(32% — 42+ Bi')/48  (4.17b)
con Bit = Bi/(1 + Bi) para un pared inferior conductora y Bif = 1/z si es aislante. Los perfiles de

velocidad y temperatura estan formados por la suma de dos términos: uno de empuje proporcional al
numero de Bond Bo, y otro termocapilar proporcional al nlimero de Marangoni Ma.

4.5 Ecuaciones de evolucién de las perturbaciones

Si se aumenta el gradiente horizontal de temperatura el flujo base se desestabiliza. La inestabilidad se
analiza considerando perturbaciones infinitesimales en la velocidad u = (ug(z)+u',v’, w'), temperatura
T =1z+7(z) + 6y presion p = py + p’ regidas por las ecuaciones de evolucién

V-u = 0 (4.18a)
Pir %—ltl + (u- V)u+ udyu + wd,upk| = —Vp+ BoMabz+ Vu (4.18Db)
5 4+ ug00 + wd,r+u = V40 (4.18¢)

donde hemos suprimido las primas por claridad, y X es un vector unitario en la direccion z. Las
condiciones de contorno que corresponden a las perturbaciones son
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0 = 0, pared inferior conductora
= = ’ 4.19
z=0= u=0, { 0,0 = 0, pared inferior aislante (4.192)
z=1—  O,up,+MaVp0=0,0+Bif =w=0 (4.19Db)

Como el sistema es extenso las perturbaciones infinitesimales en la direccién horizontal se pueden
desarrollar en modos normales (u,8,p) = (u(z),0(2),p(2))expi(k - x + wt), donde w denota la tasa
compleja de crecimiento, X -k = k; es el niimero de onda en la direccién del gradiente de temperatura
y ¥ -k = ky en la direccién transversal. Eliminando la presién de las ecuaciones de balance se tiene

k2 k
Bfu = Lu+ k—gPr*1w32u0 +1 k—g (Gg’w — L azw) (4.20a)
Otw = (L+k*0?w — Lk*w + BoMa k*0 — i ky Pr~ wd?u (4.20b)
020 = (K*+i(w+ kyuo)) 0 +u +wd,m (4.20c)

donde I = k% + i Pr—Y(w + k,up)). Las condiciones de contorno correspondientes son

6 = 0, pared inferior conductora
i w=w 2 { 0,0 = 0, pared inferior aislante ( 2)
z=1-  w= 0,0+ Bif = d,u+ ik, Mah = 0*w + Mak?*§ = 0 (4.21b)

Este conjunto de ecuaciones constituye un problema de autovalores, en el que w es el autovalor y los
campos (u,w,#) las autofunciones.

4.6 Método numérico de resolucién del problema de valores propios.

La estabilidad lineal es equivalente a un problema de valores propios, del tipo

AX =wBX (4.22)

en el que la tasa compleja de crecimiento w se corresponde con los autovalores y X los autovectores.
Este problema no admite solucién analitica, y hay que acudir a algtin esquema numérico para resolverlo.
En la literatura aparecen distintas técnicas numéricas de resolucién, por ejemplo: la discretizaciéon por
diferencias finitas [92], el método de las exponenciales de matriz [105] o el método de Chock-Schechter
[106], por citar algunos ejemplos.

En el presente trabajo utilizamos un método de resolucién espectral cuyo principal atractivo es la
gran precisién que alcanza [107]. El método consiste en aproximar los campos desconocidos X (por
ejemplo, temperatura y velocidad) por una serie truncada de polinomios de Chebyshev Tj,(z)

Ncheb

X(2)= Y axTn(2) (4.23)
k=0
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A continuacién, se proyectan las ecuaciones resultantes sobre los polinomios con una ponderacién
adecuada, y por ultimo, se sustituyen las proyecciones de las ecuaciones sobre los polinomios de grado
mas elevado por las condiciones de contorno discretizadas, es lo que se denomina método tau- Chebyshev
[107]. Con este método, se reemplaza el problema de valores propios inicial por un problema equivalente
de la forma (4.22), en el que las matrices A y B estdn formadas por los coeficientes aj provenientes
de la discretizacion (4.23).

El problema de vectores propios discretizado (4.22) se resuelve con una rutina numérica (por ejem-
plo con DGEGYV de las librerias IMSL) que calcula el conjunto de valores propios reales y complejos,
asi como los vectores propios correspondientes. Para asegurar la convergencia de los valores propios,
se resuelve el mismo problema aumentando progresivamente Nopep hasta alcanzar la precisién desea-
da y eliminar posibles autovalores espurios. Al estar interesados en los valores umbrales, prestamos
atencién especial a los casos en que la mayor tasa de crecimiento de las perturbaciones sea nula w; = 0.
Para encontrar esa condicién utilizamos un algoritmo de Newton-Raphson. Finalmente, los valores
criticos del calentamiento y nimero de onda se obtienen tomando el minimo de la curva neutra que

da la tasa de calentamiento marginal en funcién del niimero de onda.

4.7 Inestabilidades convectivas/absolutas

El problema de la estabilidad es mas complicado en presencia de un flujo medio en el fluido. Conside-
remos un punto fijo en el fluido donde una pequena perturbacion se desestabiliza y comienza a crecer.
El flujo medio arrastrara esta perturbaciéon mientras se desarrolla. Si la perturbacién es arrastrada
con una velocidad mayor que su tasa de crecimiento el punto volvera, pasado un tiempo suficiente, a
su estado inicial. Sin embargo, las perturbaciones crecen en un sistema de referencia a la velocidad de
grupo de éstas. Este comportamiento se denomina inestabilidad convectiva, y el sistema sélo amplifica
las perturbaciones excitadas externamente. Por contra, cuando las perturbaciones tienen una tasa de
crecimiento mayor que la velocidad de arrastre no se desvaneceran localmente. Entonces cualquier
perturbacién crecerd con el tiempo y terminard ocupando todo el liquido. Este tipo de inestabilidad
se denomina, absoluta.

Ademsis de en capas liquidas calentadas lateralmente, existen otros ejemplos de sistemas en que
surgen ondas propagativas. Es el caso del flujo de Taylor-Dean [108, 109] -una variante del problema
de Taylor-Couette pero con los cilindros horizontales y parcialmente llenos- donde las ondas propaga-
tivas aparecen como bifurcaciones primarias. Mas habituales son las situaciones en las que las ondas
propagativas surgen tras una bifurcacién secundaria; como en la inestabilidad secundaria oscilatoria
en conveccién de Rayleigh-Bénard, o el flujo de Taylor-Couette cuando se desestabilizan los rollos de
Taylor en forma de rollos propagativos (wavy vortex flow).

Matematicamente, el andlisis de inestabilidades espacio-temporales se basa en identificar las sin-
gularidades de la relaciéon de dispersiéon compleja correspondiente a un flujo. Huerre y Monkewitz
[110] han realizado una descripcién rigurosa de las inestabilidades lineales convectivas/absolutas con
la ayuda de las funciones de Green, describiendo la evolucién espacio-temporal de un perturbacién
localizada en el tiempo y espacio en funcién de su velocidad en el sistema, de referencia del laboratorio.
El caracter convectivo o absoluto aparece entonces como la dependencia o no de la tasa de crecimiento
efectiva de la perturbacién con la velocidad relativa del sistema de referencia.
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Figura 4.4: Representacién del niimero de Marangoni con respecto a la frecuencia para una tasa de
crecimiento espacial kz; = 0.32 y Bo = 0.18. Los diagramas corresponden a tres valores de ky, y en
ellos se ve como el lazo inicial evoluciona hasta alcanzar un punto ciispide, donde el sistema se hace
absolutamente inestable.

Para distinguir entre inestabilidad absoluta y convectiva se debe seguir el nimero de onda kg con
velocidad de grupo cero
Ow
— (ko) =0
a5 (Fo)

donde k y w son cantidades complejas. Si la frecuencia compleja correspondiente wy = w(kp) tiene una

(4.24)

tasa de crecimiento positiva wg;, el flujo se hace absolutamente inestable. Por el contrario, cuando
es negativa el flujo es convectivamente inestable. Habitualmente kg es un punto silla de w(k) (ver el
apéndice E para mds detalles), definido por las dos condiciones

Ow,  Ow;

ok, = ok, =0 (4.25)
La frecuencia es funcién del niimero de onda complejo k, y el niimero de Marangoni puede considerarse
como un pardmetro, de modo que w = w(k; Ma). La restriccién adicional de estabilidad neutra
w;(k; Ma) = 0 define implicitamente el nimero de Marangoni critico Ma = Ma(k,; k;). Si se deriva
con respecto a k, se obtiene que g’,‘c’: + gﬁz %Z,\;If = (. Teniendo en cuenta que en el umbral de estabilidad

ow

neutra g3 > 0, la segunda condicién para un punto de silla Jw

o%. = 0 implica que 0Ma

ok,
Ma es un extremo local. En una representacién de Ma con respecto a w, (ver las Figs. 4.4 y 4.5) las

= 0, y por tanto

condiciones (4.25) aparecen como un punto cispide (o de pinzamiento). Siguiendo a Priede y Gerbeth

1200
« <—— Punto cuspide
1100 .
1000 . Figura 4.5: Namero de Maran-
2 w00 < e ) goni en funcién de la frecuen-
00 . "1 cia para ky = 045, Bo =
o0 0.4. EIl punto cuspide que de-
‘tcee-.... o fine la inestabilidad absoluta es

un maximo local.
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et al. [94] utilizamos este punto para detectar la inestabilidad absoluta. Al estar el flujo dirigido en
la direccién z, s6lo serd necesario considerar la parte imaginaria de k, en las Ecs. (4.20-4.21).

4.8 Resultados del analisis absoluto de estabilidad

Debido al gran ntimero de pardmetros (kg,, kzi, ky, Bo, Pr y Ma) involucrados en el célculo de las
inestabilidades absolutas, restringiremos nuestro estudio al aceite de silicona de 0.65 ¢St (Pr = 10.3)
usado en los experimentos de Pelacho et al. [101, 102] y Burguete et al. [100].

Los valores criticos se muestran en la Fig. 4.6 en funcién del niimero de Bond. Hemos tomado dos
valores pequenos del nimero de Biot (Bi = 0.5, 1), y se observa que su valor no afecta cualitativa-
mente a los pardmetros criticos. También se han calculado las curvas tanto para un fondo conductor
como adiabdtico. En todas las grificas destaca la presencia de dos ramas absolutas para cada caso
estudiado. Estas ramas coexisten para algunos valores del niimero de Bond y la transicién entre ellas
es discontinua.

Siguiendo numéricamente el punto de la inestabilidad absoluta, a medida que se aumenta la pro-
fundidad de la capa liquida (o equivalentemente el niimero de Bond), se encuentra que para pequenos
Bo el nimero de Marangoni critico de la inestabilidad absoluta es un minimo en la representacion Ma
frente a w, (ver la Fig. 4.4), sin embargo para mayores profundidades pasa a ser un méximo local
(ver la Fig. 4.5). Por tanto, en la primera rama absoluta (niimeros de Bo pequenos) el punto cispide
de la inestabilidad absoluta es un minimo local, mientras que en la segunda rama (ntimeros de Bo
mayores) corresponde a un maximo. Para Bo elevados Bo > 0.5 el punto cispide de la segunda rama
desaparece y ya no lo podemos seguir numéricamente.

En la Fig. 4.6(a), se observa que todos los umbrales aumentan con la profundidad, y los niimeros
de Marangoni més elevados corresponden al caso de fondo conductor (linea continua). La componente
transversal del niimero de onda disminuye con la profundidad en las dos ramas (ver la Fig. 4.6(b)), en
la primera rama los k, mayores corresponden al caso aislante (linea de puntos y rayas), mientras que
en la segunda al conductor. Las propiedades térmicas del fondo afectan en casi un factor dos al valor
del ntimero de onda transversal en la primera rama. En la Fig. 4.6(c) se ve que el dngulo de propa-
gacion permanece casi inalterado en la primera rama, siendo mayor para el caso conductor que para
el aislante. En la segunda rama, el dngulo aumenta con Bo y los dngulos del caso conductor siguen
siendo los mayores. La frecuencia critica (ver la Fig. 4.6(d)) presenta un pequefo crecimiento, casi
lineal, con Bo en la primera rama, y una mayor variacién en la segunda; en ambos casos la frecuencia
mayor corresponde al caso aislante. Las tasas de atenuacién espacial se muestran en la Fig. 4.6(e).
Los valores mayores de k;; son los del caso conductor, y la primera rama presenta una tasa maxima
en el rango 0.2 < Bo < 0.3 en todos los casos; en la segunda rama el comportamiento es casi lineal.

Todas las curvas se comportan cualitativamente igual para cualesquiera propiedades térmicas del
fondo.

Hemos verificado también que la aparicién de la inestabilidad absoluta no conlleva un cambio
cualitativo de los perfiles de velocidad y temperatura del estado base con respecto a la inestabilidad
convectiva, como se ilustra en la Fig. 4.7.
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Figura 4.6: Parametros criticos resultantes del analisis lineal de inestabilidad absoluta para un liquido
con Pr = 10.3. (a) nimero de Marangoni, (b) niimero de onda transversal, (¢) 4ngulo de propagacion,
(d) frecuencia de oscilacién, (e) tasa de atenuacién espacial. Linea continua: fondo conductor, Bi = 1.
Linea a rayas: fondo conductor, Bi = 0.5. Linea a puntos y rayas: fondo aislante, Bi = 0.5.
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Figura 4.7: Perfil de velocidad (a) y temperatura (b) del estado base para Bo = 0.32 y Pr = 10.3.
Linea continua: perfil en el umbral absoluto, linea punteada: perfil en el umbral convectivo. No
se aprecia ningin cambio cualitativo fundamental entre el estado base de los umbrales convectivo y
absoluto.

4.9 Experimentos con aceite de silicona de 0.65 ¢St

Con el fin de comparar con los resultados experimentales hacemos, en primer lugar, un resumen de
los experimentos sobre ondas hidrotermales efectuados con aceite de silicona de 0.65 ¢St (Pr = 10.3)
en geometrias rectangular y cilindrica.

4.9.1 Geometria rectangular

Recordemos brevemente los principales resultados de Burguete et al. [100] y Pelacho et al. [101, 102].
En ambos experimentos se varia la diferencia de temperatura entre dos paredes verticales opuestas.

En el primero se efectuaron una serie de medidas en un canal estrecho de L, = 250 mm de largo
y con una anchura L, que varia entre 10 — 30 mm. Este diseno corresponde a una geometria casi
unidimensional, en la que la dindmica de las ondas se describe mediante una ecuacién de Ginzburg-
Landau compleja unidimensional [112]. La profundidad del liquido se varia entre h = 0.5 —10mm y el
gradiente térmico se impone en la direccién z. Dependiendo del espesor del fluido, el sistema, presenta,
dos tipos de regimenes. Para pequenos espesores aparecen ondas hidrotermales (hydrothermal waves
HTW), mientras que a partir de un valor de la profundidad h = h, se encuentran rollos estacionarios.
La profundidad que separa ambos regimenes aumenta con la anchura L.

Las HTW se dan en dos formas denominadas OH1 y OH2 por Garnier [111]. Las OH1 parecen
emitidas inclinadas desde una linea paralela al eje = (ver la Fig. 4.8(a)), y se observan en un rango
de profundidades (h. < h < h,). Las OH2 se emiten circularmente desde una fuente localizada en la
pared fria (ver la Fig. 4.8(b)), y se dan para valores mds pequefnios de h (h < h.). Para el espesor
critico h = h. que separa las ondas OH1 de OH2 se detecta experimentalmente una discontinuidad
en el nimero de onda y en la frecuencia. Las ondas OH2 surgen en un estado base sin perturbar,
mientras que las de tipo OH1 aparecen superpuestas a un flujo de rollos corrotativos junto a la pared
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Figura 4.8: Imdgenes de ombroscopia en un aceite de silicona de 0.65 ¢St obtenida en una celda
rectangular. (a) Onda hidrotermal de tipo OH1. Garnier [111]. (b) Onda hidrotermal de tipo OH2.
Burguete et al. [100].

caliente. En la Fig. 4.9(a) se resume de forma sintética los patrones y los umbrales observados en los
experimentos.

En el experimento de Pelacho et al. [101] las medidas se realizaron en una celda de dimensiones
L, = 60 mm y L, = 50 mm, en la que el fondo tiene una conductividad térmica similar al aceite
de silicona. Los autores encuentran para 1.5 mm < h < 2 mm ondas hidrotermales de tipo OH1
como primer flujo inestable. Para 2 mm < h < 2.75 mm obtienen en primer lugar rollos estacionarios
con su eje perpendicular al gradiente de temperatura, y al aumentar el calentamiento aparece una
transicién a HTW. Esos mismos autores usaron también una celda de geometria variable [102], con
un fondo conductor de aluminio, en la que se realizaron dos tandas de medidas. En una se mantiene
fija L, (100 mm) variando la anchura L, en un rango 41 — 100 mm; en la otra serie, se mantiene
fija Ly (100 mm) y se varia Ly (41 — 88 mm). El espesor del aceite de silicona se mantiene fijo en
h = 1.5 mm. El experimento se proyecté para establecer la influencia de la geometria de la celda en
las caracteristicas de las HTW. El principal resultado de este trabajo fue verificar que el ntimero de
onda, la frecuencia y el umbral de las ondas aumentan cuando L, disminuye. Cabe esperar que los
valores criticos experimentales para las celdas mas anchas se aproximen mas a los resultados tedricos,
en los que se supone una celda con extensién infinita.
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Figura 4.9: Principales resultados experimentales encontrados por Burguete et al. [100] en un celda
de geometria cilindrica (a) y por Garnier [111] en una celda de geometria cilindrica (b).

4.9.2 Geometria cilindrica

Garnier et al. [111, 112] efectuaron un estudio exhaustivo de las HTW en una celda formada por
dos cilindros concéntricos. El gradiente de temperatura aplicado es radial, ya sea calentando el disco
exterior o interior. Consideraron dos espesores del aceite h = 1.9 y 1.2mm. Para h = 1.2mm
encuentran ondas de tipo OH2 (ver la Fig. 4.10(b)). Para h = 1.9 mm, hallan ondas de tipo OH1
(ver Fig. 4.10(a)) sobre rollos corrotativos. En la Fig. 4.9(b) se resumen las estructuras observadas
en funcién de los dos parametros de control: la profundidad h y la diferencia de temperatura entre el
radio externo e interno AT = Tpyp — Tips-

La analogia entre las ondas OH1 y OH2 en celdas rectangulares y cilindricas se justifica por una
transformacién afin entre el espacio de coordenadas (z,y) de una celda rectangular y las variables
naturales (r,6) propias de una celda cilindrica. Se demuestra que las ondas OH1 en forma de espiral
(Fig. 4.10(a)) se corresponden con las lineas inclinadas del rectdngulo (Fig. 4.8(a)) y que las ondas
OH2 en forma de discos concéntricos (Fig. 4.10(b)) se asemejan con fuentes localizadas en una pared
en la celda rectangular (Fig. 4.8(b)).

De este modo se puede afirmar que los dos tipos de ondas hidrotermales y la forma en que aparecen
no dependen de la geometria utilizada.
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Figura 4.10: Imagen de ombroscopia de un aceite de silicona de 0.65 ¢St obtenida en una celda
cilindrica. En la figura de la izquierda se muestran las ondas OH1 en forma de espiral, y a la derecha
las ondas OH2 en forma de circulos concéntricos. Garnier [111].

4.10 Comparacion con los resultados experimentales

Al intentar comparar los resultados experimentales con las predicciones tedricas de Smith y Davis et
al. [17], y Mercier y Normand et al. [93] surgieron importantes discrepancias. A continuacién veremos
que nuestros calculos basados en la inestabilidad absoluta mejoran cualitativa y cuantitativamente el
acuerdo entre teoria y experimento.

En efecto, en las Figs. 4.11 y 4.12, se muestran los resultados de Burguete et al. [100] y Pelacho
et al. [101, 102], junto con los pardmetros criticos obtenidos para la inestabilidad absoluta. Hemos
escogido el caso de un fondo conductor y Bi = 1, por ser la curva que mejor ajusta con los experi-
mentos (para otras condiciones se obtienen curvas similares). Comentamos cada una de las curvas por

separado.

Marangoni critico. En la Fig. 4.11(a), se representa el nimero de Marangoni critico para los
umbrales de inestabilidad absoluta (linea continua gruesa) y convectiva (linea negra punteada). Los Ma
experimentales se han calculado tomando el gradiente horizontal impuesto sobre las paredes. Debido
a los efectos de capa limite térmica cerca de las paredes fria y caliente, este Marangoni es mayor que
el valor calculado a mitad de la celda [79, 102], en principio més conveniente para comparar con la
teoria, en la que se suponen gradientes uniformes. Para Bo pequefios (Bo < 0.2) no se aprecia una
gran diferencia entre los umbrales convectivo y absoluto. Sin embargo, al aumentar la profundidad los
efectos de empuje son mas importantes y la diferencia empieza a aumentar. El umbral de inestabilidad
convectiva (linea negra punteada) crece casi linealmente con el nimero de Bond, y a medida que
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Figura 4.11: Numeros de Marangoni criticos (a) y ntmeros de onda transversales (b) con respecto
al nimero de Bond. Lineas delgadas a tramos: datos experimentales de Burguete et al. [100] ( A
L, =10mm , © Ly = 20mm, O L, = 30mm), de Pelacho et al. [101] (v7) y Pelacho et al. [102]
(O, o Marangoni a mitad de celda). Linea continua gruesa: inestabilidad absoluta. Linea a tramos
y punteada: umbral convectivo de perturbaciones estacionarias. Linea negra punteada: inestabilidad
convectiva.

aumenta la profundidad del liquido se separa respecto a los valores experimentales. Por contra, las
ramas absolutas siguen la tendencia de los datos experimentales, y se aproximan mas a ellos hasta que
desaparecen. En el experimento de Pelacho et al. [102], efectuado en una celda ancha (L, = 100 mm
y Ly = 100mm) con fondo conductor y h = 1.5 mm, se calcula el Marangoni de forma local (circulo
menor, Ma, ~ 350) y con la diferencia de temperatura impuesta en las paredes (circulo mayor,
Ma, ~ 473). En el segundo caso el acuerdo con el umbral absoluto es notable.

Las paredes inducen perturbaciones estacionarias que no son las m4s inestables [94]. Ademds, para
ser observables experimentalmente, las perturbaciones convectivas oscilatorias deberian tener una tasa
de crecimiento suficientemente grande, debido al tamano finito de los dispositivos experimentales. Por
tanto, no es de extranar que las primeras perturbaciones detectadas en los experimentos sean rollos
estacionarios con su vector de onda en direccién del flujo (ky = 0), incluso cuando el umbral estacionario
es mayor que el convectivo. Tanto en geometria rectangular como en cilindrica se encuentran patrones
en forma, de rollos corrotativos en el lado méas caliente de la celda, a partir de una profundidad critica del
liquido (Fig. 4.9). La curva de las perturbaciones estacionarias se presenta en la Fig. 4.11(a) con una
linea a tramos y punteada, que estd por encima del umbral de estabilidad absoluto hasta Bo ~ 0.25.
A partir de ese valor el sistema, se ve afectado en primer lugar por perturbaciones estacionarias.

Por tanto, Burguete et al. [100] observan las ondas hidrotermales de tipo OH1 sobre rollos corrota-
tivos, que deberian analizarse mediante un andlisis numérico de un flujo base complicado, que supera
el alcance del presente estudio.
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Nimero de onda. El niimero de onda transversal de las ondas hidrotermales se muestra en la Fig.
4.11(b). Sus valores presentan una gran dispersién dependiendo del experimento. No obstante, se
distinguen dos regimenes en los experimentos de Pelacho et al. [101] y Burguete et al. [100]: en el
primero, el nimero de onda transversal disminuye con la profundidad; y en el segundo, para mayores
espesores, el nimero de onda es menos dependiente de Bo, con una tendencia a crecer en Burguete et
al. [100] y a decrecer en Pelacho et al. [101].

Ni los valores ni la tendencia de k, en los experimentos se aproximan a los nimeros de onda
de la inestabilidad convectiva (linea negra punteada en la Fig. 4.11(b)). En concreto, los valores
experimentales son del orden de la mitad de los de la teoria convectiva. La comparacién es mucho mejor
con los pardmetros de la inestabilidad absoluta. Los nimeros de onda de las ramas absolutas también
reproducen mejor la tendencia de los resultados experimentales que los de la curva convectiva. Para
pequenas profundidades, tanto los niimeros de onda experimentales como los teéricos de la primera
rama absoluta disminuyen con la profundidad. En el segundo régimen, la comparacién no es tan clara
porque los datos experimentales presentan una gran dispersién. Creemos que la distinta tendencia
de ky en las ondas tipo OH1 de la Ref. [100] y nuestros cédlculos se debe principalmente a la poca
anchura de las celdas. No obstante, en el experimento de Pelacho et al. [101] realizado en una celda
mayor de L, = 60mm y L, = 50mm (tridngulos invertidos en la Fig. 4.11(b)) se ve un segundo
régimen caracterizado por un descenso del nimero de onda con la profundidad, en buen acuerdo con
la segunda rama absoluta detectada en nuestros calculos.

Angulos de propagacién. Los dngulos de propagacion de las ondas hidrotermales presentan dos
tendencias distintas que también se corresponden con las dos ramas absolutas. Las ondas tipo OH2
de Burguete et al. [100] se propagan con dngulos proximos a 30°. A partir de Bo ~ 0.4, aparecen las
OH1, cuya direccion de propagacion se va acercando a la direccién perpendicular al flujo al aumentar la
profundidad. La curva absoluta presenta también una rama inicial en la que los dngulos de propagacién
no se ven casi alterados por el espesor, y otra rama en la que el dngulo aumenta con la profundidad.
Los dngulos de propagacién de Pelacho et al. [101] discrepan mds de las predicciones teéricas a partir
de Bo ~ 0.5, y para Bo = 0.28 hay una gran desviacién con respecto al resto de los datos que no hemos
podido explicar. En el experimento de Pelacho et al. [102] realizado en la celda més ancha se obtiene
un dngulo de propagacion de 40°, que difiere muy poco del valor teérico que hemos obtenido 40.5°. La
curva convectiva también parece reproducir las tendencias de los datos experimentales, aunque para
profundidades pequenas el acuerdo con éstos es peor que con la absoluta.

Frecuencias. La frecuencia de oscilacién en el umbral calculada con el andlisis convectivo de Mercier
y Normand [93] y el absoluto nuestro son similares. En el experimento de Pelacho et al. [101] se ven
de nuevo dos regimenes: pequenas frecuencias para Bo pequeiios (w, ~ 45), y a continuacién una zona
de fuerte crecimiento de w, con la profundidad. Esto es lo que se observa también en las curvas de la
inestabilidad absoluta. Burguete et al. [100] obtienen frecuencias con un régimen inicial que disminuye
con Bo, seguido por otro de crecimiento de w, con Bo. Las discrepancias con nuestros resultados son
mayores que con el resto de pardmetros criticos debido, tal vez, a una mayor influencia del tamafo del
contenedor sobre la frecuencia de oscilacién. Nuestros cdlculos de frecuencia concuerdan menos bien
con los experimentales de Pelacho et al. [102] que el resto de pardmetros.
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Figura 4.12: Angulo del vector de onda con respecto al eje z (a) y frecuencia de oscilacién (b) con
respecto al niimero de Bond. Lineas delgadas a tramos: datos experimentales de Burguete et al. [100]
(A Ly =10mm , < Ly =20mm, O Ly, = 30mm), de Pelacho et al. [101] () y Pelacho et al. [102]
(O). Linea gruesa continua: inestabilidad absoluta. Linea negra punteada: inestabilidad convectiva.

4.11 Conclusiones

Hemos estudiado la estabilidad de una capa liquida calentada lateralmente. Se han deducido las
ecuaciones de evolucién de las perturbaciones, y resuelto el problema de autovalores asociado con un
método de tau—Chebyshev. Esto nos ha permitido determinar los umbrales convectivo y absoluto de
estabilidad para el caso de perturbaciones tridimensionales. Para hallar los umbrales absolutos de
estabilidad hemos tomado nimeros de onda complejos en la direccién del flujo y hallado el punto
cuspide que caracteriza la inestabilidad absoluta, y lo hemos seguido numéricamente.

Los calculos se han efectuado para condiciones de contorno aislantes y conductoras, y para varios
numeros de Biot, obteniéndose en todos los casos el mismo tipo de comportamiento cualitativo que
resumimos a continuacién. Se encuentran dos regimenes distintos, caracterizados por la dependencia
de los parametros criticos con el nimero de Bond. En el primer régimen, el nimero de onda transversal
disminuye con Bo, el dngulo de propagacién y frecuencia apenas varian. El segundo régimen aparece
para espesores mayores, en él el nimero de onda transversal decrece menos con Bo, el angulo de
propagacion y la frecuencia aumentan rapidamente . El primer régimen se corresponde con una rama
marginal absoluta, definida por un punto cispide que es un minimo local, mientras que en el segundo
pasa a ser un maximo local. Hemos verificado que el paso de inestabilidad convectiva a absoluta no
se debe a un cambio cualitativo en el flujo de base.

Al usar el concepto de inestabilidad absoluta hemos mejorado las predicciones de Smith y Davis
[17], y Mercier y Normand [93] que no reproduce ni los valores ni las tendencias de los pardmetros
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criticos de las ondas hidrotermales. Hemos mostrado que la inestabilidad absoluta ajusta bastante
mejor con los valores experimentos del nimero de Marangoni critico, el ntimero de onda, y el angulo
de propagacién; para la frecuencia el andlisis convectivo y absoluto son comparables [113]. El acuerdo
de nuestros cdlculos con las medidas de Pelacho et al. [102] en la celda de mayores dimensiones es
excelente. Las ondas hidrotermales de tipo OH1 y OH2 halladas en los experimentos se identifican con
las ramas marginales absolutas encontradas en nuestro andlisis, lo que permite justificar la transicién
discontinua que se observa entre los dos tipos de ondas que tienen, por tanto, distinto origen.

Hemos centrado nuestros cdlculos en un liquido con Pr = 10.3, debido a la dificultad numérica del
calculo de inestabilidades absolutas desde las ecuaciones de Navier-Stokes. No obstante, se espera que
los resultados principales de nuestro andlisis seran validos también para otros Pr intermedios.

Finalmente, debemos senalar que seria interesante ampliar este trabajo a geometria cilindrica;
también queda para estudios posteriores el efecto de los rollos corrotativos sobre las ondas OH1, que

requiere un estado numérico no lineal detallado.






Capitulo 5

Inestabilidades convectivas en dos
liquidos superpuestos calentados
lateralmente

En el capitulo anterior hemos repasado los principales resultados experimentales sobre ondas hidro-
termales en capas liquidas. La principal dificultad en la comparacién detallada con la teoria es la
imprecisién en el conocimiento del transporte térmico en la interfase liquido—aire. Para intentar supe-
rarla supusimos, siguiendo a Priede y Gerbeth et al. [94], y Mercier y Normand et al. [93], que la fase
de gas sobre el liquido es pasiva (aproximacién monocapa). De este modo, la transferencia de calor
entre el liquido y el gas queda descrita con el nimero de Biot. Sin embargo, al inicio de la conveccién
la dindmica de las perturbaciones térmicas y mecanicas en el gas puede influir sobre la conveccién
en la fase liquida. En este caso, la utilidad del nimero de Biot es cuestionable y la aproximacién
monocapa debe ser revisada y, en general, se requiere una descripcién hidrodindmica completa de dos
fluidos superpuestos.

Se sabe desde hace algtn tiempo [114] que la dindmica de dos liquidos superpuestos calentados
verticalmente presenta una mayor variedad de comportamientos que la de un solo liquido. Por ejemplo,
se han encontrado inestabilidades oscilatorias, transiciones entre hexdgonos up y down [115], y la
existencia de patrones en forma de cuadrados en el umbral [116]. La gran variedad de fenémenos
en sistemas bicapa se debe al gran nimero de variables implicadas, entre las que se incluyen las
relaciones de los parametros hidrodindmicos de los liquidos participantes. Se ha efectuado un gran
nimero de trabajos, tanto tedricos como experimentales, que estudian la influencia de la interfase
y el acoplamiento entre los fluidos [117, 118, 119, 120, 121, 122], destacando los estudios de Cardin
et al. [123, 124] y Nataf et al. [125] sobre el acoplamiento térmico y viscoso de dos capas liquidas
superpuestas.

Hay tan sélo unos pocos trabajos sobre gradientes de temperatura horizontales en liquidos super-
puestos, que pasamos a comentar a continuacién. Los primeros trabajos se deben a Villers y Platten
[20, 126], quienes midieron en un sistema formado por agua y heptanol los perfiles de velocidad en cada
capa en funcién de la profundidad. También desarrollaron un modelo tedrico simple para calcular los
perfiles horizontales de velocidad en funcién de la relacion de viscosidades, coeficientes de dilatacién
y espesores de ambas capas. Koster et al. [127] visualizaron posteriormente el flujo convectivo para
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los sistemas FC70/aceite silicona 10 ¢St y FC70/aceite silicona 50 ¢St. Azuma et al. [128] observaron
una estructura de flujo multicelular en el liquido superior de una celda abierta al aire. Villers y Platten
[20], Napolitano et al. [129], Wang et al. [130] estudiaron teéricamente el caso de la conveccién debida
al empuje y la tensién interfacial para el caso unidimensional, y Liu et al. [131] trataron la misma
geometria pero con la superficie superior abierta al aire. Posteriormente, Doi y Koster [21] analizaron
la conveccién termocapilar en geometrias bidimensionales y condiciones de microgravedad, cuando la
superficie superior estd abierta al aire, y determinaron en que condiciones la capa inferior permanece
en reposo. Se han efectuado simulaciones numéricas bidimensionales por Liu et al. [131] y Doi y
Koster [21] en sistemas con relacién de aspecto finita, que confirman andlisis tedricos previos segun
los cuales la conveccién en la capa encapsulada (liquido inferior) se puede reducir significativamente
escogiendo un liquido encapsulante (liquido superior) adecuado. Crespo et al. [132] mostraron numé-
ricamente que en un sistema agua/FC75 en microgravedad se reduce significativamente el flujo, y que
la deformacién de la interfase es despreciable, incluso para grandes ntimeros de Marangoni. Liu et al.
[133] efectuaron un estudio numérico teniendo en cuenta el empuje y la tensién interfacial con una
interfase deformable, mostrando una reduccién del flujo en el liquido encapsulado (Ga As) cuando el
encapsulante (Bs O3) es altamente viscoso.

Adn no ha habido un estudio exhaustivo del flujo base que se establece en bicapas liquidas ca-
lentadas lateralmente, ni de su estabilidad con respecto a perturbaciones bidimensionales ni tridi-
mensionales. En este capitulo extendemos el estudio del capitulo anterior al caso de dos liquidos
superpuestos, aunque nos restringiremos a las inestabilidades convectivas. Para ello, formulamos el
problema matematicamente teniendo en cuenta las fuerzas termocapilares y la gravedad, hacemos un
estudio exhaustivo del estado base que caracteriza este sistema, y efectuamos un andlisis de estabilidad
con respecto a perturbaciones bidimensionales y tridimensionales.

5.1 Acoplamiento de fluidos en sistemas bicapa

En dos liquidos superpuestos e inmiscibles existen cinco formas diferentes de acoplamiento en los flujos
convectivos (ver la Fig. 5.1):

e La capa inferior se desestabiliza por efecto del empuje y arrastra al liquido superior (ver la Fig.

5.1(a)).

e La capa superior se desestabiliza por efecto del empuje y arrastra al liquido inferior (ver la Fig.

5.1(b)).

Para ciertas profundidades las fuerzas de empuje son similares en ambos liquidos, siendo posible
dos nuevos tipos de fenémenos:

e Acoplamiento mecédnico (ver la Fig. 5.1(c)), caracterizado porque los rollos de cada capa liquida
rotan en direcciones opuestas.

e Acoplamiento térmico (ver la Fig. 5.1(d)), caracterizado porque los rollos giran en cada capa en
la. misma, direccion.



SECCION 5.2 FORMULACION DEL PROBLEMA 85

Figura 5.1: Esquemas de los cinco de tipos de acoplamiento convectivo en bicapas liquidas. Adaptado
de Johnson y Narayanan [134].

En el acoplamiento puramente mecédnico, cada capa se mueve independientemente y la interfase
es isoterma, y en el térmico debe haber un linea de velocidad nula en la interfase para mantener
la condicién de adherencia.

e Acoplamiento térmico debido a la tensién interfacial. Se da habitualmente en sistemas gas-
liquido en los que la conveccién debida a efectos de empuje predomina en la capa de gas (ver la
Fig. 5.1(e)).

5.2 Formulacién del problema

Consideremos un sistema, formado por dos capas horizontales superpuestas de liquidos inmiscibles, con
espesores h(!)| densidades p(*), viscosidades cineméticas (%), coeficientes de dilatacién a(?, conductivi-
dades térmicas A9, y difusividades térmicas £®; donde los superindices i = 1,2 se refieren a las capas
inferior y superior, respectivamente. Se supone que el sistema tiene una extensiéon horizontal infinita,
y estd limitado en la direccién vertical por dos paredes horizontales rigidas y conductoras (ver la Fig.
5.2). La interfase entre ambos liquidos se considera horizontal y no deformable, y se toma como origen
de coordenadas.

El sistema se calienta horizontalmente, con un gradiente de temperatura constante 3, creando
un perfil de temperatura conductor T' = T + [z, donde T denota la temperatura del lado frio.
Consideramos valida la aproximacion de Boussinesq en ambas capas. Como siempre, se cumple la
ecuacién de estado p(®) = p(()i) [1— (T —T_)], y la tensién interfacial disminuye con la temperatura

o=o09—vy(T —T-), donde v = —g—%.
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Figura 5.2: Diagrama del sistema bicapa. Dos liquidos inmisicibles superpuestos, limitados horizontal-
mente por paredes rigidas y térmicamente conductoras, estdn sometidos a un gradiente horizontal de
temperatura. Se supone que la interfase no es deformable, y que sobre el sistema actiian la gravedad
y la tension interfacial.

Recordemos que en cada liquido se han de cumplir las Ecs. 4.5 que enunciamos en el capitulo
anterior

v-uld = o (5.1a)
(%) . . (%) . . .
3; +@® . vy = _VI(’Z_) g1 — a(TD — )]z + vOT2u0) (5.1b)
Po
(%) . . . .
618; +@?.-w)T® = Oy (5.1c)

donde u® (u(i),v(i),w(i)) es el campo de velocidades, p*) la presién termodingmica y ¢ la aceleracién
de la gravedad. Las condiciones de contorno en las paredes rigidas y conductoras inferior y superior
son:

z=—hM 5 u® =0, 1O =1, (T, =T + ) (5.2a)
z=h? 5 @ =0, TO =T, (T =T + ) (5.2b)

Ademds, se deben incluir las condiciones de continuidad de temperatura, flujo de calor, y velocidad
en la interfase (la componente normal de la velocidad es nula en una interfase indeformable)

z2=0— ugl) = uf), w =@ = , M) = T(z),
d
AW, 10 =2\29.7®, .u?) — o)) = -2 v, 10 (5.3)

La tltima relacién en (5.3) expresa el balance de tensiones tangenciales. Para transformar las ecuacio-
nes de evolucién y sus condiciones de contorno a forma adimensional elegimos las escalas del liquido
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inferior: longitud A", tiempo h(1)2//$(1), velocidad £(M /h()) | presién p(l)u(l)ﬁ(l)/h(l)Q, y temperatura
BhM). Por tanto, para el liquido inferior las ecuaciones (5.1) toman la forma

v-ul = 0 (5.4a)
. ou® R(1)3 .
P 0 W] = Y [ R Tl VRO
(1)
%Huu).vml) _ vr® (5.4¢)

mientras que para el superior tenemos

v-u? = 0 (5.5a)
_ (911(2) 1 h(l) 3 * A *
Pr 1[7 +u?.viu? = —;Vp(Q) - [% — o Ra(T® — T )]z +*VZ2u® (5.5b)
2
T2+ w® V)T® — v (5.50)

Las condiciones de contorno adimensionalizadas se escriben

z=-1—- uV=0, TV =T, (T} =T_ +1x) (5.6a)
z=h"—- u® =0, T® =T, (T, =T_ +2) (5.6b)
z=0— u=u® O =4p® =9, 7O =73 (5.6¢)

8ZT(1) = /\*BZT@), n*azugf) — Bzugl) = MthT(l)
En las Ecs. (5.4-5.6) se han introducido los siguientes pardmetros adimensionales

ot = a® /D, k= k@ Oy = @ 7,0 3x = 3@ /A1), (5.7)
B = RO RO, gt = @10 g = @@ 500 = gy

El nimero de Prandtl estd definido con respecto al liquido 1, es decir
Pr =11 /0 (5.8)
de la misma forma que el nimero de Rayleigh

oM gg(r)*

y el ntimero de Marangoni

_do B(hW)?
Ma = =07 0,050 (5-10)
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5.3 Estado base

Un gradiente horizontal de temperatura da lugar a un flujo bésico en cada fluido [17] que depende de

(1)

la coordenada vertical u® = (uy”’(z),0,0). Por otra parte, el perfil de temperatura es la superposicién

del gradiente impuesto y el campo 7 (z) generado por el movimiento del fluido: T = T_ 4z 477 ()
(1)

(en forma adimensional). Para calcular uy’(z) y 7)(z) sustituimos

u® = ({Y(2),0,0), TO T =g+ 70(z) (5.11)

en Ecs. (5.4) y (5.5), y eliminando la presién se obtiene
(9Z3u(()1) = Ra 9,2 = u(()l) (5.12a)
V*azs’LLSQ) =a"Ra, 50,7 = uéz) (5.12Db)

con las condiciones de contorno correspondientes

z=-1- uM=0, 7M=0 (5.13a)
z=h"o WP =0 =0 (5.13b)
z2=0— U= 7(2), u(()l) = u(()2) (5.13c)

9,7V = )\*BZT(Z), n* zuém — 3zu81) = Ma

La condicién de flujo de retorno aplicada a cada capa impone dos condiciones adicionales

0 h*
/ u =0, / u? =0 (5.14)
-1 0

Estas condiciones nos permiten calcular explicitamente los campos de velocidad y temperatura u(()i) y
70 del estado base. Sus expresiones explicitas se recogen en el apéndice D.

Como muestran las expresiones (D.1-D.4), los perfiles basicos de velocidad y temperatura contienen
un término de empuje y otro termocapilar. El perfil de velocidad corresponde a un polinomio de
segundo orden en el término interfacial y de tercer orden en el empuje, mientras que el perfil de
temperatura es de cuarto orden en el término interfacial y de quinto en el empuje.

Los campos de velocidad y temperatura dependen de las relaciones de los coeficientes de dilatacidn,
viscosidades, y de las profundidades; el perfil de temperatura depende también de la relacién de las
difusividades térmicas. Para un arreglo experimental dado (donde la relacién Ma/Ra permanece
fijada), el calentamiento no afecta a la forma de los perfiles de velocidad y temperatura puesto que
AT aparece como un factor constante en u(()i) y 7@ (incluido en Ra y Ma). Cada perfil de velocidad
tiene una raiz localizada en su pared rigida correspondiente (ya que 7(V(=1) = 7()(h*) = 0). Hay
siempre una segunda raiz en cada capa debida a la condicién del flujo de retorno. En ausencia de
gravedad ésta estd localizada en z = —1/3 para el liquido inferior y en z = h) /3 en el superior,
es decir, a un tercio de la profundidad a partir de la interfase. En flujo consistiria en un celda
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+ — + -

b Ma

" S R

Figura 5.3: Sobre el sistema actian la gravedad (izquierda) y la tensién interfacial (derecha). El
empuje y las fuerzas termocapilares tienen la misma direccién en el liquido inferior y opuesta en el

superior, donde entran en competencia.

convectiva en cada capa. Cuando se tiene en cuenta la gravedad la posicién de esos puntos depende
de las propiedades de ambos fluidos, y puede surgir una tercera raiz que da lugar a una segunda celda
convectiva en cada capa. El perfil de temperatura de cada liquido también tiene una raiz localizada
en su respectiva pared.

5.3.1 Perfiles de temperatura y velocidad del estado base

El flujo de base estd determinado por los gradientes de tensién interfacial y por las diferencias de
densidad. Los gradientes horizontales de temperatura generan fuerzas tangenciales que arrastran al
fluido desde las regiones calientes a las frias. Cuando sélo acttian las fuerzas termocapilares se establece
una, circulacién global a lo largo de la interfase que arrastrara el fluido desde el lado caliente al frio.
En un contenedor finito, el fluido subiria por continuidad en la capa superior cerca de la pared fria
y caeria cerca de la caliente; por el contrario, en la capa inferior caeria cerca de la pared fria y se
elevaria en la caliente. Se observarian por tanto dos celdas contra-rotantes. El empuje también lleva
el fluido desde las regiones calientes (menor densidad) a las regiones frias (mayor densidad). Puesto
que el fluido se eleva en el lado caliente y desciende en el frio, el empuje favorecera la formacion de dos
celdas contra-rotantes en ambas capas. El empuje y las fuerzas termocapilares actian en la misma
direccién en la capa inferior; de la misma forma que en sistemas de un sélo liquido con v > 0. Sin
embargo, operan en direcciones opuestas en el liquido superior, donde ambas compiten (ver la Fig.
5.3). De esta forma, el liquido 2 presenta una situacién similar al de sistemas de un solo liquido con
v < 0 (esto sucede en algunas cerdmicas y aleaciones liquidas, como Ag Pb [135]).

En las Figs. 5.4(a) y 5.4(b) se muestran los perfiles de velocidad y temperatura del estado base. En
el eje horizontal se representa la profundidad total de los dos liquidos superpuestos (hy = (D 4 h(Q)),
mientras que el eje vertical da el porcentaje de profundidad del liquido inferior con respecto a la
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Figura 5.4: Perfiles de velocidad (izquierda) y temperatura (derecha) del estado base para una sistema
compuesto por perfluorinato HT-70 (liquido inferior) y aceite de silicona de 5 ¢St (liquido superior).
La linea a trazos da la posicién de M1 (para detalles ver el texto).

profundidad total h; (h; = 100/(1 + h*) ), al que llamaremos razén de profundidades por brevedad.
Las curvas corresponden a una configuracién formada por el perfluorinato HT-70 (liquido inferior) y
un aceite de silicona de 5 ¢St (liquido superior). Estos liquidos se han utilizado en experimentos con
calentamiento vertical por Juel et al. [115] (sus propiedades fisicas se enumeran en la Tab. 5.1).

En ambas gréficas se distinguen cuatro regiones diferentes, designadas (I) a (IV). Prestemos aten-
ci6n a la Fig. 5.4(a). La regién (I) se extiende a todo el rango de hy y abarca principalmente valores

1 en sentido horario en

altos de hy. El estado base consiste en una celda convectiva que se mueve
el liquido 2, y otra en sentido antihorario en el liquido 1. En esta regién, la direccién de circulacién
general estd gobernada por las fuerzas interfaciales. En la regién (II), la competicién entre el empuje y
las fuerzas interfaciales da lugar a la creacién de dos subcapas en el liquido 2. El movimiento en la sub-
capa proxima a la interfase estd dominado por las fuerzas interfaciales, pero cerca de la pared superior
el empuje aumenta y contribuye a la creacién de otra subcapa. En las zonas (I) y (II), la estructura
general del flujo en el liquido 1 no cambia por el movimiento del liquido superior. Sin embargo, para
profundidades totales elevadas y pequeiios hy el movimiento en el liquido 1 esta dirigido por el liquido
superior; como sucede en las regiones (III) y (IV), en las que la direccién del flujo préximo a la interfase
cambia de sentido, debido a que el empuje sobre el liquido 2 es tan fuerte que no solo determina en él
el movimiento sino que también modifica la direccién del flujo cerca de la interfase. En la regién (III),
el liquido 1 presenta dos celdas de conveccién, pero el movimiento de la celda adyacente a la pared
inferior no estd gobernado por el liquido 2. En la regién (IV) se tiene la situacién opuesta a (I), con
dos celdas de conveccién moviéndose en sentido contrario a (I). El comportamiento del liquido inferior
en (IV) es andlogo al de sistemas monocapa con v < 0 [135].

Examinemos ahora el campo de temperatura del estado base (ver la Fig. 5.4(b)).
regiones no se corresponden con las del campo de velocidades, pero estan relacionadas. La region

Sus cuatro

!Hablamos de girar en un sentido u otro para describir con mayor sencillez el flujo de base, pero no existe estrictamente
ningin giro porque estamos estudiando un sistema extenso sin paredes verticales.



P v A Cp @ ¥ Pr Cr
Liquido (kg/m?®) (107m?/s) (J/msK) (J/kgK) (1073K~!) (N/mK)
Aceite de silicona de 5 ¢St 920 5 0.117 1590 1.05 62.512
HT-70 1680 0.5 0.07 962 1.1 11.54
Aceite de silicona de 5 ¢St /HT-70 | 0.548 10 1.671 1.653 0.954 -7.3-10°° 2.1-10°6
n-Hexano 655 0.458 0.12 2270 1.41 5.675
Acetonitrilo 776 0.476 0.118 2230 1.41 4.381
n-Hexano/Acetonitrilo 0.844 0.962 1.017 1.018 1 -1-10°4 7.8:10°7
Agua 997 0.893 0.609 4180 0.257 6.111
Fe-75 1760 0.945 0.063 1046 1.4 27.397
Agua /Fc-75 0.566 0.945 9.59 3.996 0.183 -4.7-107° 3.3.1077
B; O3 1648 2370 2 481.58 0.09 939.1
Ga As 5720 0.49 17.8 434.01 0.187 0.068
By 03 /Ga As 0.288 4836.73 0.112 1.1 481 -1.2-1073 3.4-1076

Tabla 5.1: Propiedades fisicas de los pares de liquidos estudiados. Se proporciona también la razén entre las magnitudes fisicas para

cada configuracién. El nimero de crispacién se ha calculado para un profundidad de r) = 3 mm.
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(I) cubre todo hp y algo mds de la mitad superior de la Fig. 5.4(b). El liquido 2 se encuentra
estratificado inestablemente (la temperatura aumenta con la profundidad), y en el liquido 1 hay una
subcapa cercana a la pared también estratificada de forma inestable, sobre ella se distingue una regién
estratificada de forma estable (la temperatura disminuye con la profundidad). El perfil del liquido 1
es similar al encontrado por Mercier y Normand [93] para nimeros de Biot elevados. La region (II) es
la tinica cerrada de las Figs. 5.4(a) y 5.4(b), en ella el liquido 1 estd estratificado de forma estable y en
el liquido 2 aparecen dos subcapas estratificadas establemente adyacentes a la pared y a la interfase,
en medio de éstas hay otra region inestable, dando lugar a un perfil en forma de S invertida. La regién
(IT1) muestra el perfil de temperatura mas complejo: los dos liquidos presentan un subcapa inestable
en su pared y en la interfase, y una estable en el medio. La regién (IV) cubre pequeiios hy y casi todo
el rango de hr, el perfil global es similar al de la regién (I) pero con el liquido inferior estratificado de
forma inestable.

5.4 Ecuaciones de evolucién para las perturbaciones

En cuanto se aplica una diferencia de temperatura AT se desarrollan las celdas convectivas caracte-
risticas del estado base, y si se incrementa AT se puede llegar a desestabilizarlas. Para analizar su
estabilidad, escribimos la solucién general del problema de la forma

u® = (u(()i) +u @ O @) 7O =gy 70 40 0 = p(()i) +p® (5.15)

donde (u'(i),v'(i),w'(i)), o' y p'(i) denotan las perturbaciones del campo de velocidad, temperatura,
y presién, respectivamente.
Las perturbaciones se descomponen en una suma de modos normales

(u,0,p) = (u(z),0(z),p(z)) expi(k - x + wt) (5.16)

donde w es la tasa de crecimiento temporal compleja y k el vector de onda, con componente k, en la
direccién del gradiente térmico y ky en la perpendicular. Las primas se suprimen por claridad en las
ecuaciones que siguen. Si se elimina la presion en la ecuacién del momento y suprimiendo los términos
no lineales se obtienen las siguientes ecuaciones para las perturbaciones:

liquido inferior

k2
8Zzu(1) = LMW4M 4 k—gPr_lazugl)w(l) +1 % (823111(1) ~ 1My, w(l)) (5.17a)
O™ = (LW 4 £2)9,,w®) — LOR2w® 4 Rak?60W) — ik PrtwWoul)  (5.17b)
0,200 = (K +i (w + ulVk))0D + u® + 5,7V (5.17¢)

liquido superior

kZ
vapu® = L@@ 4 k—‘gPr_IBzu((f)w(Q) +1 % (1/* sw® — L3 g, w(2)) (5.18a)

*

Vouw? = (K + L®)8,2 w? — BPLOw® + Rak?a9? — ikIPr_lw(Q)Bzzugf) (5.18Db)
k0,200 = (KK +i(w+ u(()Q)kz))H(Q) +u® +9,7@y? (5.18¢)
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donde se ha usado la siguiente notacién

LY = B4+iPrYw+ u(()l)kw)
L® = E2 4 Pr_l(w + u((f)kw)

y las condiciones de contorno correspondientes son

z=-1— uM=uw® =g,00) =1 =g (5.19a)

z=h" =  u®=uw® =9,w? =¢@ =0 (5.19b)
D =u®@ 9,0 =8,w?, v =uw® =0 (5.19¢)

6 = 0@ 5,00 = x*9,0?, n*9,u® — 9,uV) = ik, Mad™

n* 0w — 2w = Mak?9®W)

z=0— ul

Este problema de autovalores se resuelve con un método espectral de tipo tau, aproximando las
autofunciones con polinomios de Chebyshev de orden 16. Tomamos este orden porque hemos com-
probado que es suficiente para asegurar la convergencia de los autovalores. Las curvas marginales se
encuentran buscando el conjunto de valores k;, ky, Ma para los que la tasa de crecimiento temporal es
nula.

5.4.1 Resultados del andlisis de estabilidad

Existen tres mecanismos capaces de desestabilizar la bicapa. Los perfiles de temperatura del estado
base (Fig. 5.4(b)) tienen regiones estratificadas de forma estable e inestable; las regiones estratificadas
con un gradiente de temperaturas adverso son susceptibles de sufrir inestabilidades de tipo Rayleigh-
Bénard. Un segundo mecanismo es la inestabilidad de Bénard-Marangoni que se da cuando la interfase
es mas fria que el fluido adyacente. Finalmente, surge un tercer mecanismo desestabilizante incluso
cuando el interior de los liquidos es maés frio que la interfase, con tal de que la velocidad en la
interfase sea lo suficientemente alta como para superar el campo de temperatura estabilizante vertical,
lo denominamos inestabilidad de Smith-Davis [89].

Debido al gran ntimero de pardametros en las configuraciones bicapa, discutiremos los resultados
escogiendo pares de liquidos usados en experimentos con calentamiento vertical. Hemos efectuado los
célculos para aceite de silicona de 5¢St (liquido superior) y perfluorinato HT-70 (liquido inferior),
pero posteriormente también nos referiremos a otras combinaciones: agua (liquido superior) con el
perfluorinato Fc-75 (liquido inferior), n-hexano (liquido superior) con acetonitrilo (liquido inferior), y
triéxido de boro (liquido superior) con arseniuro de galio (liquido inferior). Las propiedades fisicas de
estos liquidos se recogen en la Tab. 5.1.

La deformabilidad se cuantifica generalmente a través del llamado numero de crispacion, definido
por
pM (1) (1)

ooh(M

Como se muestra en la Tab. 5.1, el valor de Cr es muy pequeno para los pares de liquidos y espesores

Cr = (5.20)

examinados en el presente trabajo. Por tanto, la hipdtesis de indeformabilidad de la interfase es
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Figura 5.5: Marangoni (izquierda) y nimeros de onda (derecha) criticos para perturbaciones bidimen-
sionales (k; = 0) en funcién de la razén de profundidades, para tres valores diferentes de la profundidad
total. Los resultados corresponden al sistema formado por HT-70 (liquido inferior) y aceite de silicona
de 5¢St (liquido superior).

razonable tal como se mostré en trabajos anteriores [136, 137]. Ademds, no le prestaremos atencién a
valores de hi préximos a 0% o 100% ya que en esos casos surgirian movimientos tipicos de peliculas
delgadas, fuera del alcance de nuestro estudio.

Rollos estacionarios longitudinales

Consideremos perturbaciones bidimensionales caracterizadas por k; = 0 y w = 0 (rollos estacionarios
longitudinales), de forma similar a como han hecho Gershuni et al. [91] en el caso de una capa liquida
limitada por paredes rigido-libre térmicamente conductoras y Mercier y Normand et al. [93] modelando
la transferencia de calor en la superficie superior con un niimero de Biot.

La Fig. 5.5 muestra el Marangoni critico y el nimero de onda transversal al flujo para los rollos
estacionarios con respecto a By para tres valores diferentes de la profundidad total hy (3,6 y 9 mm).
Para hr = 3, 6 mm se observan tres ramas estacionarias, mientras que para hy = 9 mm aparece
una rama critica adicional para pequenos hi. Se ve en la Fig. 5.5(a) que el nimero de Marangoni
critico decrece con la profundidad total, esto es debido al efecto desestabilizante del aumento de la
profundidad en las inestabilidades de Rayleigh-Bénard. El sistema es més estable en torno a hi =~ 60%
para todas las hr. El salto entre ramas se aprecia mejor en las discontinuidades de ky en la Fig. 5.5(b),
donde cada discontinuidad separa un par de ramas. El nimero de onda k, correspondiente a 3 y 6 mm
aumenta con b en la primera rama (la de menores ﬁl), pero decrece en la segunda como la de 9 mm, en
la tercera rama la dependencia con la razén de profundidades es mas complicada para las tres hp. Las
ramas se cruzan en puntos de codimensién dos, en los que se pueden producir diversas bifurcaciones
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Figura 5.6: Isotermas (arriba) y campos de velocidad (abajo) en el plano z-y en los umbrales criticos
para la pareja aceite de silicona 5 ¢St/HT-70, los dos casos se corresponden con dos ramas estacionarias
diferentes: hy = 14% (izquierda), h; = 80% (derecha).

asociadas con la interaccién entre modos [119]. La discontinuidad en el ntimero de onda se debe a que
la curva marginal de estabilidad es bimodal en su proximidad, y el minimo absoluto cambia de un
minimo local a otro con niimero de onda distinto al variar h;. Este cambio de modo critico da lugar
a nuevos estados en la bicapa liquida.

En la Fig. 5.6 se representan las isotermas y los campos de velocidad observados en el umbral
de inestabilidad. Para la rama estacionaria de by = 14% (izquierda de la Fig. 5.6) aparecen unos
gradientes intensos de temperatura en el seno del liquido 1, y se concentran en la interfase en el liquido
2, donde son més débiles. Los campos de velocidad de las perturbaciones se comportan igual. Los rollos
rotan en distintas direcciones en cada capa, por lo que estdn acoplados mecdnicamente [123, 124, 125].
También mostramos un estado correspondiente a una rama de mayores nimeros de onda (7L1 = 80%
derecha de la Fig. 5.6). Los gradientes de temperatura se concentran cerca de la interfase en el liquido
1, y no llegan a penetrar en el seno del liquido. El campo de velocidad es también mayor en el liquido
inferior y alcanza, aproximadamente, la misma profundidad que los gradientes de temperatura. El
acoplamiento en esta rama también es mecanico. Vale la pena resaltar que la profundidad de la regién
de gradientes de temperatura mas intensos es aproximadamente la misma en ambas ramas ~0.014 mm.
Las otras ramas estacionarias tienen sus propios tipos de comportamiento. Por ejemplo, la rama a la
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izquierda del maximo Marangoni critico (en torno a hy ~ 60%) tiene los gradientes mds intensos de
temperatura y velocidad en el liquido superior, mientras que la que se encuentra a su derecha estd
caracterizada por gradientes adyacentes a la pared inferior. Sin embargo, estas ultimas ramas no son
criticas debido a que el sistema se desestabiliza antes a través de un modo oscilatorio, como veremos
a continuacion.

Perturbaciones tridimensionales

Hasta ahora hemos analizado las perturbaciones bidimensionales, pero no se puede excluir que las mas
inestables sean tridimensionales. Para encontrar los pardmetros criticos se requiere una minimizacién
con respecto a k; y ky.

Un gradiente horizontal de temperatura rompe la simetria de reflexién en la direccién aplicada.
Por tanto, la superficie marginal es sélo simétrica bajo la transformacién ky, — —ky. La superficie
marginal presenta, en general, una topologia complicada debido a que se pueden mezclar varias ramas.
En la Fig. 5.7 se muestran superficies marginales de estabilidad tipicas, con uno y dos minimos locales.
El umbral critico es funcién de las componentes k, y ky del vector de onda critico, que determinan la
direccién de propagacién ¢ en caso de inestabilidad oscilatoria. El eje positivo z estd dirigido de la
pared fria hacia la caliente, segtn el criterio que tomamos en la Ec. (5.11). Las ondas hidrotermales
se propagan desde el lado frio al caliente para ¢ € [0°,90°], y para ¢ € [90°,180°] la direccién de
propagacion es la opuesta. Vale la pena senalar que la simetria (y — —y) del problema lineal hace
que las ondas con ntimeros de onda (k;, +ky) se desestabilicen simultdneamente, razén por la cual en
lo sucesivo nos restringiremos a ¢ € [0°,180°], sin pérdida de generalidad.

En la Fig. 5.8(a) se representan el nimero de Marangoni, frecuencia, d4ngulo, y médulo del niimero
de onda criticos para el sistema HT-70 (liquido inferior) y aceite de silicona de 5 ¢St con hy = 9 mm.
La curva del Marangoni critico posee un méaximo local en M1 y un minimo local situado en hi = 31%.
El ntimero de Marangoni alcanza su maximo valor en M2, un punto en el que se cruzan dos ramas
diferentes. A la derecha de M2 el comportamiento del Marangoni critico es el mismo que en sistemas
monocapa formados por el liquido inferior. En ellos decrece también el nimero de Marangoni y k,
aumenta con la profundidad [91].

La caida de Ma bajo M2 no se puede explicar por una desestabilizacién de tipo Bénard-Marangoni
del liquido 2, debido a que la temperatura en la interfase en M2 es mayor que en el interior del liquido
2 (como puede verse en la regién (I) de la Fig. 5.4(b)). En el liquido 1, existen dos subcapas adyacentes
a la interfase y a la pared inferior estratificadas de forma inestable, pero al disminuir h1 decrece su
extensién. Por tanto, sélo existen tres posibles mecanismos que pueden desestabilizar el sistema en M2
y provocar la disminucién del Marangoni critico: 1) el liquido 2 es susceptible de desestabilizarse pues
estd estratificado de forma inestable y los efectos de empuje aumentan en él cuando hy disminuye, 2) la
subcapa del liquido 1 adyacente a la interfase puede sufrir inestabilidades de tipo Bénard-Marangoni,
3) si observamos la velocidad del flujo base en la interfase (Fig. 5.9) se ve que alcanza su mayor
valor absoluto en M2, con lo cual el flujo en torno a la interfase podria vencer el efecto estabilizante
de la tension interfacial en el liquido superior y dar lugar a un inestabilidad de Smith-Davis. Estos
mecanismos de inestabilidad actiian conjuntamente, y no es posible decir, antes de efectuar el analisis
lineal de estabilidad, cual va a ser la posicion de M2.

La posicion de M2 depende de las propiedades fisicas de ambos liquidos, las cuales afectan al
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Figura 5.7: Superficies marginales de estabilidad para perturbaciones tridimensionales. (a) superficie
marginal del par B203 / Ga As para hy = 6 mm, hi = 10%; (b) superficie marginal del par aceite de
silicona de 5 ¢St / HT-70 para hy = 3 mm, hi = 71%. En el dltimo caso se observan dos minimos
locales. La rotura de la simetria k, <— k, se aprecia claramente en ambas figuras.
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Figura 5.8: Pardmetros criticos para el sistema formado por aceite de silicona de 5 ¢St (liquido
superior) y HT-70 (liquido inferior) con una profundidad total hr = 9 mm. (a) Ntimero de Marangoni,
(b) frecuencia critica, (c¢) dngulo del vector de onda critico, (d) médulo del nimero de onda critico.
Linea continua: régimen oscilatorio, linea a tramos: régimen estacionario. En los puntos donde hay
una interaccién entre dos ramas se muestra la extensién de éstas en la curva del Marangoni critico.
Se obtienen distintos patrones caracteristicos en la regiones A, B, y C, como se explica en el texto.
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campo de velocidades y temperatura de cada capa y por tanto a los mecanismos de inestabilidad.
Para estudiar el efecto de los coeficientes de transporte -la viscosidad v y la difusividad térmica k-
sobre la posicién de M2, hemos considerado un sistema ideal formado por dos capas de aceite de
silicona de 5 ¢St en las que se han modificado los valores de v y k. En la Tab. 5.2 se da la posicién
de M2 para distintos valores de los coeficientes de transporte. Al aumentar la difusividad térmica y
la viscosidad del liquido inferior, M2 se desplaza hacia valores mayores de ill; por el contrario, si se
incrementa v* y k* en el liquido superior el desplazamiento es hacia valores menores de hi. La posicién
de M2 también depende de la geometria del sistema: un aumento de hy produce un desplazamiento
hacia mayores valores de hi. Sin embargo, para hr elevados el desplazamiento se satura, como se ve
en las curvas del nimero de Marangoni de las Figs. 5.8 y 5.10.

Un examen del perfil vertical de temperatura nos da la pista para entender la posicién del maximo
local M1 en h; = 21%. En la Fig. 5.4(b) tenemos el perfil vertical de temperatura; si nos fijamos en
la profundidad total hy = 9 mm, y disminuimos h; desde la regién (I) hasta llegar a hy = 31%, el
perfil vertical inestable del liquido superior se divide en dos subcapas inestables y una tercera estable
en el medio. La forma del perfil de temperatura permanece inalterada en el liquido 1. En (IIT) hay
una mayor extensién de las regiones estables que en (I), asi en (III) nos encontramos con un aumento
de Ma cuando hy disminuye debido a la estabilizacién progresiva del liquido 2. La frontera entre las
regiones (I) y (III) da la posicién del minimo local de la Fig. 5.8(a) en h; = 31%. Cuando se alcanza
la region (IV), la estratificacién de temperatura del liquido 1 se hace inestable y el sistema completo

Tabla 5.2: Posicién de M2 en funcién de la relacion de

*

h1 K* h1

0.1 | 84% 0.1 | 90%
1 | 81% 1 | 81%
10 | 68% 10 | 62%

viscosidades (izquierda) y difusividades térmicas (de-

recha) de los dos liquidos. El caso v* =1, k* =1 co-
rresponde a una configuracién ideal formada por dos
capas del mismo liquido (aceite de silicona de 5 ¢St).
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Figura 5.10: Pardmetros criticos para la combinacién formada por HT-70 (liquido inferior) y aceite
de silicona de 5 ¢St (liquido superior), con una profundidad total de 6 mm (a) y 3 mm (b). Linea
continua: comportamiento oscilatorio, linea a trazos: comportamiento estacionario.

se desestabiliza méas y més, con una disminucién de Ma. Esto sucede porque los dos mecanismos
que operan en el liquido 1 (termocapilaridad y empuje) son desestabilizantes y cooperativos. Por
tanto, la frontera entre (III) y (IV) de la Fig. 5.4(b) da la posicién de M 1. En el interior de (IV), la
disminucién de Ma cuando h; disminuye refleja la mayor importancia del efecto desestabilizante de la
tension interfacial. La posiciéon de M1 queda predicha por el perfil vertical de temperatura del estado
base y no se ve influida por el ntimero de Prandtl, de acuerdo a las Ecs. (D.1- D.4).

Una observacién detenida a las Figs. 5.8 y 5.10 nos permite discernir tres regiones distintas.

region A

La primera regién (A) (ver la Fig. 5.8) se extiende desde los valores mis pequenos de h1 hasta M2.
El niimero de Marangoni aumenta al disminuir la, profundidad del liquido 2, debido a que en éste los
efectos de empuje decrecen, indicando que el liquido superior domina la dindmica en (A). El patrén en
esta regién consiste en ondas hidrotermales con dngulos de propagacién nulos o pequenos. Se propagan
desde el lado frio al caliente paralelas al flujo para hr = 6,9 mm, desvidndose hacia dngulos mayores
cuando los efectos termocapilares son mas importantes, como sucede para hy = 3 mm. El dngulo de
propagacion de los modos oscilatorios en este rango es similar al que se obtiene en sistemas de un solo
liquido con valores altos de Pr [89]. Como se observa en la Fig. 5.8(d), la regién (A) se caracteriza
también por un aumento de |k| con h1, con una pequefia dependencia de |k| con hr. Para hr = 9 mm,
en que los efectos de empuje son dominantes, la curva presenta una ventana de razones de profundidad
(6% < hy < 16%) en la que los modos criticos son rollos estacionarios. Este intervalo estd limitado
por puntos de codimension 2, formados por la interaccion de un modo Hopf con uno estacionario con

numeros de onda diferentes. Este tipo de puntos también se encuentran en bicapas calentadas por
debajo [115, 119].
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regién B

El inicio de la regién (B) se caracteriza por un gran salto en la frecuencia en M2 para hy = 6,9 mm,
y ligeramente desplazado por Ahy = 4% para hy = 3 mm. Para hy = 6,9 mm, M2 estd formado por
la interaccion de un par de modos Hopf con diferentes niimeros de onda y frecuencias. En este punto
de codimension 2 el sistema, logra su configuracién mas estable con el mayor Ma. La diferencia entre
los nimeros de onda de los dos modos Hopf se debe a la aparicién de una componente grande k, para
h = 9 mm, mientras que para hr = 6 mm se da solamente un salto en la componente k, del niimero
de onda. Hasta donde nosotros sabemos este tipo de interaccién entre dos modos oscilatorios no se
ha encontrado en problemas de Bénard-Marangoni. Para hy = 3 mm, una pequefia rama estacionaria
cerca de M2 evita la aparicién de este tipo de interaccién, generdndose un punto de codimensioén 2 por
la interaccién entre un modo Hopf y un modo estacionario. La direccién de propagacién de las ondas
hidrotermales en esta regién se invierte con respecto a (A), propagidndose desde el lado caliente al frio.
La anchura de la regién (B) disminuye con hr, desde Ahy = 18% para hr = 9 mm a Ahy = 14% para
hrt = 3 mm. El médulo del niimero de onda varia de forma mdas complicada que en la regién (A),
y es mds sensible a la profundidad total. En la regién (B), la fuerte competicién entre las dos capas
liquidas se refleja en mayores frecuencias de oscilacién.

regién C

La transicién desde la zona (B) a la (C) es suave, con un decrecimiento monétono de la frecuencia
hasta desaparecer. Esta region se caracteriza por los rollos longitudinales estacionarios, y se extiende
hasta los valores més altos de h;. A su vez alcanza valores menores de by cuando disminuye hr. El
liquido inferior gobierna la dindmica en la region (C). El comportamiento cualitativo del modulo del
vector de onda critico se ve poco afectado por la profundidad total.

En la Fig. 5.11(a) se muestran los pardmetros criticos para la bicapa formada por el fluorinato
Fc-75 (liquido inferior) y agua (liquido superior), en la Fig. 5.11(b) se reproducen los resultados para
el par acetonitrilo (liquido inferior) y n-hexano (liquido superior). Los umbrales de estabilidad se han
evaluado para una profundidad total de 6 mm en ambas configuraciones. Las curvas del Marangoni
critico presentan también los méximos M1y M2, con las caracteristicas que hemos discutido anterior-
mente. En el caso de Fc-75/agua se predicen ondas hidrotermales propagdndose desde el lado frio al
caliente en la region localizada entre M1 y M2, para los otros valores de la razén de profundidades se
encuentran rollos estacionarios longitudinales. En la bicapa acetonitrilo/n-hexano se dan las mismas
caracteristicas que en aceite de silicona 5 ¢St/HT-70, con un punto de codimension 2 creado por la
interaccién de dos modos Hopf. Las caracteristicas generales discutidas en esta seccién son validas
para todos los casos que hemos examinado.

De lo anterior, vemos que al variar la relacién de profundidades en una bicapa es posible obtener:
rollos longitudinales estacionarios, y ondas hidrotermales propagéndose con pequefios dngulos (como
en sistemas monocapa con un Prandtl elevado) y dngulos grandes (como en sistemas monocapa con
pequenos nimeros de Prandtl). Por tanto, una vez elegidos un par de liquidos, predecimos que es
posible obtener todos los patrones observados en el umbral que se hallan con distintos liquidos en
monocapas.
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Figura 5.11: Pardmetros criticos para el par: Fc-75 (liquido inferior) y agua (liquido superior) (a), y
para la configuracién formada por acetonitrilo (liquido inferior) y n-hexano (liquido superior) (b). La
profundidad total para ambas combinaciones es hr = 6 mm.

5.5 Influencia de las condiciones de contorno térmicas

La conveccién en bicapas liquidas calentadas lateralmente tiene una aplicacién de gran interés tecno-
16gico en la técnica de encapsulado liquido, usada para minimizar la evaporacién de un componente
volatil -por ejemplo el arsénico cuando se desea obtener arseniuro de galio Ga As- durante la fase
de crecimiento cristalino de algunos materiales [138]. Esta técnica consiste en encapsular el fundente
con un material de bajo punto de fusién como, por ejemplo, el triéxido de boro Be O3. Es importan-
te estudiar la dindmica de este sistema bicapa para evitar efectos indeseados en las propiedades del
cristal.

A diferencia de los sistemas estudiados en las secciones previas, ahora estudiamos la situacion de
un par de liquidos encerrados entre paredes no completamente conductoras. De este modo podemos
conocer la influencia de las condiciones de contorno en el flujo de base y estabilidad de la bicapa. El
flujo de calor entre los liquidos y las paredes superior e inferior, a temperatura T,,(z), se aproxima a
través de la relacién 0T /9z + BZ@ [T®) — T, (x)] = 0, donde Bi(l) es el nimero de Biot en la pared

inferior y Bz@)

en la superior.

Las propiedades fisicas del As Ga y del By O3 se enumeran en la Tab. 5.1. Si suponemos que las
paredes horizontales tienen la misma conductividad (es ficil imaginar que sean del mismo material),
podemos fijar BZ-(I) =01y Bi(Q) = 1 debido a que la relacién de conductividades entre este par de
fluidos es aproximadamente 10. En la Fig. 5.12 se observan cuatro regiones para los flujos basicos de
velocidad (Fig. 5.12(a)) y cinco perfiles de temperatura distintos (Fig. 5.12(b)). A pesar de la muy
distinta naturaleza de estos fluidos con respecto a los estudiados anteriormente se observa la misma

forma de las regiones del estado base. La tnica diferencia significativa es la aparicién de un nuevo perfil
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Figura 5.12: Perfiles de velocidad (izquierda) y temperatura (derecha) del estado base para una sistema
compuesto por By O3 (liquido superior) y Ga As (liquido inferior).

de temperatura (regién I en la Fig.5.12(b)) localizado a altas relaciones de profundidad (hy > 92%), e
independiente de la profundidad total A7. El perfil de temperatura en (I) es casi lineal en cada capa y
se aproxima al que tendria una bicapa calentada por abajo, en el estado conductivo del problema de
Bénard-Marangoni [139]. Cuanto més aislantes son las paredes la frontera de la regién (I) se desplaza
hacia menores iLl, mientras que el resto de regiones permanecen pricticamente inalteradas [140].

En la Fig. 5.13 se representa el Marangoni critico Ma, frecuencia de oscilacién w, dngulo de
propagacion ¢ y médulo del nimero de onda k en funciéon de hi para una profundidad total de hr =
6 mm. El punto méas estable M es, de nuevo, un punto de codimensién 2 resultante de la interaccién
entre dos modos Hopf con diferentes ntimeros de onda propagdndose en direcciones opuestas (ver las
Figs. 5.13(c), 5.13(d)). En M el componente encapsulado Ga As tiene un perfil de temperatura estable,
mientras que el encapsulante posee tres subcapas: una regién intermedia inestablemente estratificada
y dos estables, una en contacto con la pared superior y otra con la interfase. También se distinguen
aqui los tres comportamientos citados anteriormente. En (A), las ondas hidrotermales se propagan con
un dngulo préximo a 90°. La diferencia entre las regiones (A) y (B) se debe principalmente al modo y
frecuencia de los modos criticos, siendo ambos mds pequehos en (A). En (C), las ondas hidrotermales
se propagan desde el lado caliente al frio para 31% < hy < 58% y 88% < h; < 100%, y del lado
frio al caliente cuando 59% < hy < 87%. Sin embargo, para hy > 58% la frecuencia de las ondas es
muy pequefa (de orden O(10~2)), por tanto serdn vistas como rollos estacionarios transversales en un
experimento.

5.6 Conclusiones

Hemos investigado el comienzo de la conveccién en sistemas constituidos por dos capas liquidas su-
perpuestas e inmiscibles, calentadas lateralmente [140, 141]. El sistema estd limitado por dos paredes
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Figura 5.13: Valores criticos de la configuracién formada por By O3 (liquido superior) y Ga As (liquido
inferior) para una profundidad total hr = 6 mm. (a) Marangoni critico, (b) frecuencia critica, (c)
dngulo del nimero de onda critico, y (d) médulo del niimero de onda critico.

rigidas horizontales, y se supone que la interfase es indeformable. Las fuerzas que actian son la tensiéon
interfacial y la gravedad, que son cooperativas en la capa inferior y competitivas en la superior. El
ndmero de pardmetros es mucho mayor que en sistemas monocapa. Hemos considerado cuatro com-
binaciones diferentes de liquidos: perfluorinato HT-70 con aceite de silicona de 5¢St, perfluorinato
Fc-75 con agua, acetonitrilo con n-hexano y triéxido de boro con arseniuro de galio. Las tres primeras
combinaciones se han elegido porque ya han sido usadas en experimentos de Bénard-Marangoni con
calentamiento vertical, y esperamos que los resultados motiven a otros investigadores a repetir los
experimentos con un calentamiento lateral.

Se han obtenido y discutido los campos de velocidad y temperatura del estado base. Para una
configuracién experimental y un calentamiento dados, los dos parametros de control son la profundidad
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total y la profundidad relativa entre los liquidos. En un diagrama usando esos dos paridmetros, se
distinguen cuatro regiones para los perfiles de velocidad y temperatura para paredes térmicamente
conductoras. La interaccién entre la tensién interfacial y el empuje puede dar lugar a: 1) una celda
contra-rotante en cada capa, 2) dos celdas contra-rotantes en la capa superior y una celda en la
inferior, en ambos casos existe alrededor de la interfase un flujo desde el lado caliente al frio; 3) dos
celdas contra-rotantes en el liquido inferior y una celda en el superior, 4) una celda contra-rotante en
cada liquido, pero con el fluido moviéndose en la interfase desde el lado frio al caliente en los dltimos
dos casos. Hemos determinado también los perfiles de temperatura que resultan de la interaccién
de la difusividad térmica y el movimiento del fluido. Cuando se consideran paredes horizontales no
conductoras surge un quinto perfil de temperatura, independiente de la profundidad total.

Se han obtenido las ecuaciones de evolucién para las perturbaciones del estado base y resuelto
el problema de autovalores asociado. Hemos llevado a cabo también el estudio de perturbaciones
bidimensionales, hallado las ramas estacionarias y discutido el comportamiento fisico asociado a ellas
cuando son criticas. A continuacién, el andlisis de estabilidad se ha extendido a perturbaciones tridi-
mensionales. La topologia de la superficie marginal de estabilidad puede ser bastante complicada con
varios minimos locales. El sistema posee una amplia variedad de regimenes en funciéon de la natura-
leza de los liquidos, su profundidad total, y profundidad relativa. Sin embargo, se pueden destacar
varias caracteristicas generales. La posiciéon del maximo local M1 se explica en términos del perfil de
temperatura del estado base del liquido inferior, mientras que el Marangoni critico més elevado M2 se
corresponde a un punto de codimensién 2 resultante de la interaccién de dos modos Hopf de diferente
frecuencia y niimero de onda. Ademds se observan tres patrones distintos: 1) ondas hidrotermales que
se propagan desde el lado frio al caliente con un dngulo pequeno, tipico de calentamiento lateral en
sistemas monocapa con elevado Prandtl, 2) ondas hidrotermales que se propagan desde el lado caliente
al frio, y 3) rollos estacionarios longitudinales.

La variedad de resultados confirma que el problema, del calentamiento lateral en sistemas bicapa es
una, area de investigacién prometedora, tanto desde el punto de vista tedrico como del experimental,
de los fenémenos oscilatorios en conveccién termocapilar. Como desarrollo futuro de este trabajo
proponemos la simulacién numérica de las ecuaciones de las perturbaciones en torno al punto M2,
donde se espera una dindmica rica. También falta por desarrollar las ecuaciones de tipo de Ginzbug-
Landau para el estudio de la inestabilidades oscilatorias en el régimen no lineal. Tratar el caso de
interfase deformable es una tarea complicada, pero su estudio resultaria también de interés.
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Conclusiones generales

Hemos recogido los resultados principales y su discusién en las conclusiones de cada capitulo, no
obstante los resumimos ahora de forma, sintética.

Se ha abordado en esta tesis el estudio de inestabilidades termoconvectivas en dos situaciones: en
conveccién con rotacién en condiciones no-Boussinesq y en capas liquidas calentadas lateralmente.

En la primera parte de la tesis se ha tratado la estabilidad de un fluido no-Boussinesq en conveccién
con rotacién. Para ello hemos utilizado en primer lugar un modelo hidrodinamico simplificado que
nos ha permitido ver las caracteristicas béasicas de la conveccién NB. Después hemos estudiado el caso
de un fluido cuya viscosidad depende de la temperatura, a partir de las ecuaciones hidrodindmicas
fundamentales. Podemos destacar los siguientes resultados:

e Hemos corroborado que las correcciones NB hacen que la bifurcacién primaria del estado con-
ductivo sea subcritica.

e Los efectos NB son responsables de los términos cuadraticos de las ecuaciones de amplitud,
incluidos los espaciales. Estos ultimos aumentan el rango de estabilidad de hexagonos con
numeros de onda distintos al critico.

e Hemos obtenido por primera vez expresiones analiticas de los coeficientes de las ecuaciones de
amplitud para un fluido NB en conveccién con rotacién. Los nuevos coeficientes que surgen con
la rotaciéon aumentan monétonamente con ésta.

e Nuestros resultados concuerdan con los de Busse [31] y Palm et al. [35] para el caso de conveccién
NB sin rotacién.

e Los rangos de estabilidad de rollos, hexdgonos, y el umbral de los hexdgonos oscilantes con
respecto a perturbaciones homogéneas dependen fuertemente de la tasa de rotacién.

e Dentro de un intervalo de tasas de rotacién, los hexagonos se transforman directamente en
hexdgonos oscilantes, lo cual permite acceder directamente a ese estado sin los efectos espurios
que conlleva la coexistencia con rollos.

e A partir de la ecuacién de la fase en presencia de rotacién, se ha determinado la estabilidad de
los hexagonos con respecto a perturbaciones de fase de larga longitud de onda, y hallado que
la rotacién aumenta el rango de nimero de onda préximos al critico en que los hexagonos son
estables frente a este tipo de perturbaciones.
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e Hemos estudiado la estabilidad de los hexdgonos con respecto a perturbaciones de fase arbitrarias,
viendo que influyen mas que las perturbaciones de larga longitud de onda a medida que aumenta
la tasa de rotacidn.

e Las simulaciones numéricas de las ecuaciones de amplitud estan de acuerdo con el umbral de
estabilidad y frecuencia predichos para los hexdgonos oscilantes.

En la segunda parte de la tesis hemos abordado el problema de la estabilidad de capas liquidas
sometidas a un gradiente de temperatura a lo largo de su interfase. Para el caso de una sola capa
liquida abierta al aire, se ha estudiado la aparicién y caracteristicas de las ondas hidrotermales como
fruto de una inestabilidad absoluta. Para ello hemos considerado nimeros de onda complejos en la
direccién del flujo y determinado la relacién de dispersion numéricamente. Aunque hemos centrado
nuestros calculos en un liquido de Pr = 10.3 se esperan que sean validos también para otros Prandtl

intermedios. Destacamos las siguientes conclusiones:

e Se obtiene el mismo comportamiento cualitativo para los parametros criticos de la inestabilidad
absoluta con independencia de las condiciones de contorno.

e Se encuentran dos regimenes distintos en los pardmetros criticos de la inestabilidad absoluta que
se corresponden con dos ramas marginales absolutas diferentes.

e Nuestros resultados para la inestabilidad absoluta concuerdan con los experimentos de Pelacho
et al. [101, 102] y Burguete et al. [100] tanto cualitativa como cuantitativamente. También se
aproximan mads a los datos experimentales que los resultados para la inestabilidad convectiva de
Smith y Davis [17] para el caso puramente termocapilar, y de Mercier y Normand [93] cuando
se considera ademads el empuje.

e Hemos identificado las ramas absolutas obtenidas con las ondas de tipo OH1 y OH2 halladas
en los experimentos, y explicamos la distinta forma de propagacién entre las ondas OH1 y OH2
como un salto de ramas absolutas.

Se ha estudiado también la estabilidad de dos liquidos superpuestos e inmiscibles sometidos a
calentamiento lateral. Para ellos hemos llevado a cabo un estudio completo de los distintos estados
base que caracterizan este sistema, teniendo en cuenta la influencia de la tensién interfacial y la
gravedad. Hemos investigado la estabilidad con respecto a perturbaciones en dos y tres dimensiones
en varios pares de liquidos de interés experimental y tecnolégico. Citamos las siguientes conclusiones:

e Hemos hallado cuatro tipos de flujo y hasta cinco perfiles de temperatura que caracterizan el
estado de base.

e Las ramas estacionarias asociadas a distintas relaciones de profundidad se corresponden con
gradientes de velocidad y temperatura localizados en distintas regiones de la bicapa.

o Este sistema muestra tres tipos de patrones: ondas hidrotermales propagandose desde el lado frio
al caliente con un pequeno angulo, ondas propagandose del caliente al frio, y rollos estacionarios
longitudinales.
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e Para determinados espesores de los liquidos, surgen puntos de codimensién dos formados por
la interaccién entre un modo Hopf y uno estacionario, y entre dos modos Hopf con distinta
frecuencia y nimero de onda. Este ultimo tipo de punto es la primera vez que lo encontramos
en problemas de inestabilidades termocapilares.

e La forma de los diagramas de flujos de base, y de los umbrales con respecto a la razén de
espesores, no dependen de la pareja de liquidos considerados en la bicapa.






Apéndice A

Modelo de Segel

A continuacién realizamos el andlisis de escalas del modelo de Segel (2.11) hasta tercer orden, para
determinar su ecuacién de amplitud.

Orden ¢!: El andlisis de escalas a este orden nos lleva a la ecuacién del problema lineal

Low®M =0 — —VSW(U + RacV%OW(l) — 2T cos W =0 (A.1)

que como hemos visto en el andlisis lineal de estabilidad del capitulo segundo tiene por solucién

3
W = (sinmz 4+ YK sin 2nz) Z(Aj expik;-x + c.c.)

j=1
donde
k2 4+ 72)3
Rac = % (A3)

y

K = ! (A.4)

(k2 4 472)3 — (k2 4 72)3 '

Orden €2:

LoW® + Liw® = —g,,(WOw D) (A.5)

Al haber combinaciones cuadriticas de W (1) despreciaremos los términos de O(Y?) por ser de menor
magnitud que el resto.
La alternativa de Fredholm afirma que una ecuacion de la forma

MX =N (A.6)

donde M es un operador lineal, X las incégnitas y N términos no lineales, tiene solucion si y sélo si el
kernel del problema homogéneo adjunto
MIX =0 (A.7)

113



114 APENDICE A

es ortogonal a la parte no homogénea de la ecuacién original, es decir
<X\N> =0 (A.8)
donde el adjunto del operador lineal estd definido por

<X’|MX> - <X|MTX> (A.9)

En la ecuacién (A.5) la parte lineal LoW® es autoadjunta, con lo que la alternativa de Fredholm
se escribe

(WO = o, (wOWD) - LOWD) =g (A.10)

La condicién resolutoria anterior da lugar a una restriccién, separando la parte real de la imaginaria
tenemos que se han de verificar las dos relaciones

Parte Real: Ra(Vk2A, + %71'3TK2 Zﬁ) Zﬁ) +0(Y?) =0 (A.11)
Parte Imaginaria: 6k(k®> +72)2 —2Ra.k +O(Y?) =0 .
De la tltima expresiéon obtenemos
Ra. = 3(k* + %)% + O(T?) (A.12)

este valor junto con (A.3) permite hallar el ntimero de onda critico en el contexto del andlisis de
maultiples escalas

7.[.2
ke =5+ 0(1?) (A.13)

La forma general de la solucién de (A.5) es la suma de una solucién particular no trivial de la
ecuacién completa méas la solucién del problema homogéneo

w® — W(Q) + W(Q) (A.14)

La solucién del problema homogéneo es la misma que la del problema, lineal W,E2) = WO, Podemos

buscar una solucién particular de la forma

3
WIEZ) = (psin27z + a1 Ysinmz + a2 Y sin 37rz)(2:(A%1 expik; - x + c.c.)
j=1
3
+ (o' sin27mz + a1/ T sinmz + ay'Y sin37z)( Z 9o €xp 2ik; - x + c.c.)
7j=1

3
+ (ag sin2mz 4+ o, Ysinmz + agTsin37rz Z A%Q expi(k; —k;) -x + c.c.)
Jj=1
+ (04’(;, sin2mz + OzlluT sinmz + 04’2”'1‘ sin 37z) Agg
3 3
+ Tl sin 272 Z(Aj expik;jx + c.c.)+ TaV sin 27TZZ(VA]' expik;-x + c.c.)
Jj=1 j=1
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Los términos espaciales en ng2) aparecen como consecuencia de las correcciones NB. Ademds
los términos NB hacen que los modos verticales dependan de los médulos de los vectores de onda
horizontales.

Si se sustituye W y W) en (A.5), después de igualar los coeficientes de los distintos arménicos y
aplicar la alternativa de Fredholm obtenemos los coeficientes de W;,EQ) relevantes para nuestros cdlculos

ag AL —4mK ALy ASY 3K AD A®)

alA%I = k272 k2Ra; aoA%I = R2+4r°)3 _k’Rae (A.15)
Ra® _ Ra® k2K V _ —2i RackK+i6kK (k>+4n?)?
Q = & +4n%)®—k?Ra.’ a’ = (k?+412)°—k? Rao
Order €3:
Low® + Liw® + Low® = -0, (W) — 0, (WHWD + w@w) (A.16)

La derivada temporal a segundo orden O, aparece por primera vez en el andlisis de escalas. Por
tanto, es el orden méas bajo en el que es posible obtener una ecuacién de evolucién para la amplitud.
Sustituyendo W® y W) en el lado derecho y aplicando la alternativa de Fredholm (despreciando
correcciones cuadréticas) se llega después de algunos cdlculos a la ecuacién de evolucién a tercer orden

8, ALY = iTK6ka, (k2 + 472)2 (A1 - V1) ALY + i6k (k2 + 72)2(1y - V1) ALY
+ iT6ka, (K + 72)2(Ay - V1) AL + 1262 (K2 + 72)2(fy - V1)24E)
+ 3(k2 +72)2(hy - V1)2 AW 4+ RaPr2AY — ivK2ka, (7y - V1) ALY (A.17)
— iRa2k(h1 - V1) AY — iTRa2ka, (71 - V1)AY — Rac(ny - v1)240
+ TRaWKayk®(#n - V1) AR + RaWk?AY + YRaWa, k2 ALY — i RaMW2k(sy - v1)240)

3 J—
— (A Al) + A AY + A AT + AQ AY + 457 A7 + 450 AD)

3
+ 20w rE2Al) A - 2T v AR A

3 P P PR PR
— STaV(@L (e - VAL + A7) (g - V1) ALY






Apéndice B

Ecuacion de la fase para hexagonos en
presencia de rotacion

Partimos de una ecuaciéon de amplitud general para el caso de conveccién con rotaciéon en presencia
de efectos NB. Anadimos un término ay a la Ec. (3.43).

AT = pAi 464245 — g1 |A1]P A1 — (g2 + @) | Ao | A1 — (g2 — w) | A3 | A
+§§8§1 A+ [ZQ (93;3 Z3 + Zg am ZQ] ~+ 152 [ZQ 8z3 Zg — Z3 am ZQ]
+ia2 [Z2 87-3 Zg + Zg (97-2 Zg] + z'oq [ZQ (97-3 Zg - Zg 87-2 Zg] (B.l)

Para obtener la parte lineal de la ecuacién de la fase en un patrén hexagonal introducimos perturba-

ciones no homogéneas en la solucién hexagonal estacionaria
Aj=H(l+r;+ip)expiq; -x, j=1,2,3 (B.2)

Si sustituimos esta expresién en (B.1), separando las partes real e imaginaria y linealizando obtenemos

1 = wpr1+0H(ro+13) — 3g1H%*rq — (g2 + I/)H2(’l“1 +2r9) — (g2 — I/)HQ(m + 2r3) — q2§§r1
+E50,2m1 — 296502, d1 + BrH (8zy b3 + Oy b2 + 24(72 + 13)) + BoH (Ouy b3 — Ory 62)
+aoH(Ory¢3 + Ory¢2) + a1 H(Ory b3 — Or, ¢2) (B.3)

b1 = pd—SH($o+ ds) — nH*$1 — (g2 + V)H¢1 — (92 — v)H*$1 — ¢*€5
50,291 + 246805, 71 + B1H (Bugrs + Onyra — 24(¢2 + ¢3)) + BoH (Oryrs — r,72)
+agH (07,73 + Ory72) + @1 H(Oryr3 — Ory72) (B.4)

La ecuaciones de evolucién para los otros indices se obtienen por permutacion ciclica. Teniendo en
cuenta que las amplitudes del patrén hexagonal verifican

0=uH+6H? — g1 H® — (g2 + @)H® — (92 — w)H’ — §5¢°H + 29B1 H? (B.5)
llegamos a
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1 = (6+2B1q)H(re +r3 —r1) — 291 H*ry — 290 H*(ro + r3) + 2w H*(r3 — 12)
+E30,271 — 20600y 1 + BrH (Ory$30a, 62 + 2q(r +13))
+BoH (Ozy 3 — Oy ¢2) + 1t H(Oryd3 — Ory $2) + a2 H (0733 + O, $2) (B.6)
b1 = —(6+2B19)H(do+ b3+ ¢1) +£50,21 + 296305,m1 +
+P1H (01373 + Ogyr2 — 2q(d2 + ¢3)) + P2 H (Opy73 — Or,12) +
+a1H(0rym3 — Ory12) + o H (01,13 + Ory72) (B.7)

Las variaciones en la amplitud son més rapidas que las de la fase, asi su evolucién esta regida por esta
ultima. Eliminando adiabaticamente r; y teniendo en cuenta que los términos de la forma (')giri son
despreciables (por generar derivadas de orden 832. ¢;) reescribimos el sistema anterior como

fi(é1, ¢2, ¢3) a b c 1
fo(go,¢3,¢1) | =| ¢ a b T2 (B.8)
f3(3, ¢1, o) b ¢ a 3
donde los elementos de matriz son
a = —(0+2Biq+2g1H) (B.9)
= 0+ 2p1qg—2g9oH — 2wH (B.10)
¢ = 0+201q—2¢9H+2wH (B.11)

y las funciones f; estdn dadas por

2
f1(d1, d2, ¢3) %{ﬂ — (B +52+%(042+051))3z3¢3
(61— B + = (01 — 22))Buy (B.12)

V3
_%(QZ + a1)8m2¢3 - %(al - a2)8m3¢2

el resto se obtiene por permutacion ciclica de los subindices de las variables. Resolviendo el sistema
lineal de ecuaciones hallamos la expresién de las amplitudes r; en funcién de las fases ¢;

ry = Jawl o1+ K8$2¢2 + M8$3¢3 — BawlngQ + B'8z2¢1 + C’le b3 — C’&xsq&l (B.13)
—A0y, ¢3 + A'Bwsqﬁg (B14)

Los coeficientes son

1 £52 1
T BT+ S 3abe { (}Iq(a2 —be) — (¢ — ab)(B1 + B2 + %(0‘2 + a1))



ECUACION DE LA FASE PARA HEXAGONOS EN PRESENCIA DE ROTACION 119

- (0~ a0) (B~ B+ lon — )} (B.15)
_ 1 §§2q 2 2 1
a3+ b3+ — 3abe { H (" —ab) = (" —ac)(r + o + \/?—)(042 + 1))
1
_ (a2 — bC)(,Bl - ,82 + %(al — 042))} (B16)
1 532(] 2 2 1
M = — — — i
a3 4+ b3 + ¢3 — 3abe { H (0" —ac) — (a” —be)(B1 + B2 + \/3(042 + 1))
1
2
—(c"—ab B+ —=(1 —« B.17
( )(B1 = B2 \/?—)( 1 2))} (B.17)
b — ac 2 b? — ac 2
B = S B = il _
a3+b3—l-c3—3abc\/?_,(a2+a1) a3+b3+c3—3abc\/§(a2 al)
¢® —ab 2 p c? —ab 2
= —= (g — = = B.1
¢ a3+b3+c3—3abc\/§(a2 ) © a3+b3+c3—3abc\/§(a2+a1) (B-18)
a’? — be 2 a’? — be 2
A = = Al = il _
a3 + b3+ ¢ — 3abe \/§(a2+a1) a3 4+ b3 4¢3 —3abc\/§(a2 O‘1)
sustituyendo en la ecuacién de amplitud (B.7) se obtiene
SE30,201 + 2063 (JO,2 91 + K Oy Oy b2 + MO, Oy 63) (B.19)

+2Q€§(_Ba:c§ ¢2 + Blawl 8182 ¢1 + Caw% ¢3 - 01656189539151 - Aaﬁvl aw2 ¢3 + Alazh aw3¢2)
—(6+29P1) (1 + b2 + ¢3)

1
+H(ﬁ1 + B2 + _(al + a2))(Jaw§¢3 =+ Kaz1amg¢1 + M8m28z3¢2)

V3
1
+H (B + B2 + %(m + a2))(—B(9$§¢1 + B'0y, 0py 3 + Cawgqﬁg O 04,00, b5 — ADy Oy by + A'D, Dy 1)
+H(B1 — B2 + %(m - CMQ))(Jawgng + K0y, 0py 3 + MOy, Oy 1)
1
TH B = B+ (on = 02)) (=B s + B'0r,Ony b + OOy bt = C'00, Ors b2 = A0ra Doy $1 + A0, 00 6s)
+H%(a2 + 1) (J Oz, Opy ¢3 + KO, O3, 1 + MO,3¢2)
2
2
+H%(a1 — @2)(J O, Oy b2 + K3 b3 + MOy, 8y 1)

2
+H%(a1 - 042)(_365628:63(?53 + Blaz§¢2 + C0yy Oy — Claz16w3¢2 - Aaz§¢1 + Alawl 8:63(?53)
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las otras dos fases q§2 y ¢§3 se obtienen de manera similar.
Definiendo la fase total como ® = ¢1 + ¢ + ¢3 se determina su ecuaciéon de evolucién

b = Di(By¢1 + 0y3¢0 + 0,263) + Do(0y260 + 02 + 02 1) (B.20)
+D3(0,203 + Op2¢1 + Op262) + Da(0p) Oy $2 + 02,03 $3 + O3 Oy 61)
+D5(85L‘1 a$3¢3 + awza:cl ¢1 + 82:38w2¢2) + DG(aiL‘l a$2¢3 + aw26w3¢1 + 8.2‘38561 d’?) - 3(’0 + 2q161)¢)

donde los coeficientes vienen dados por

Dy = €427+ H(Bi + o+ %(al )T+ H(BL— By + %(al ~a))J (B.21)
+H%(a2 +a)M 4+ H%(al —w)K

Dy = —2B—H(Bi+Pr+ (o +00)) B~ H(Br — fo+ —=(on — 02))B (B.22)
—H%(ag +an)C — H%(al _ )4

Dy = 2C+H(B+ o+ —lor + o))+ H(Br = fo + —=lon — 2))C (B.23)
+H%(a2 +an)A + H%(al ~ ) B’

Dy = 2q8K —2¢€3C" + H(By + Ba + %(a1 +a2))K + H(B1 — Bo + %(al —a9))K (B.24)
—H(B -+ P+ —z(on + )’ = H(By = o+ —=(on = 2))C
+H%(a2 +on)d — H%(@ +an)A+ H%(al )M — H%(al _w)B

Ds = 2q&M +2q¢3B' + H(By + B2 + %(a1 +g))M + H(By — 2 + %(a1 — )M (B.25)
HH(B+ o+ —(oa + 02) B+ H(Br — fo+ (o = 02)) B
—l—H%(ag oK + H%(ag +an)C + H%(al — )+ H%(al o)Al

Do = (A~ A)+ H(Bi + fot el + ) (A = 4) & H(By = o+ —ps(en — o) (~A -+ 4)
+H%(a2 toan)(—B+B)+ H%(al —an)(C — ) (B.26)

La fase total ® es un modo répido con lo que se puede eliminar adiabdticamente en (B.20), 0;® =0

1

+D3(052¢3 + 0201 + Op2¢2) + D (O Oz, b2 + O, Oy b3 + 02300, 1)



ECUACION DE LA FASE PARA HEXAGONOS EN PRESENCIA DE ROTACION 121

+D5(8w18z3¢3 + 3:828301 ¢1 + 8x38w2 ¢2) + D6(8w18$2¢3 + 3w28z3¢1 + amsam ¢2) }

Sustituyendo esta expresién en (B.19) obtenemos una nueva expresién para ¢.1, y por permutacién
ciclica de los indices obtenemos ecuaciones andlogas para ¢§2 y ¢§3. La aproximacién adiabética de la
fase 0® = 0 implica una ligadura para las fases de los tres modos, de forma que sélo dos de ellas son
libres. Teniendo en cuenta lo anterior podemos definir

¢ = —(d2+ ¢3) (B.28)
by = %(@—453) (B.29)

y después de algunos calculos llegamos a la ecuacién de evolucién de ¢,

—(f2 + 3) = (B.30)
bo = D1V?¢y + (D) — D1)(02¢s + 020y $y) + Dx1V2y — D2(0L ¢y + 020y $a)

Siguiendo un procedimiento similar se obtiene ¢,

%(fﬁ.z - <53) = (B-31)
¢y = D1V2¢y + (D — D1)(0;¢y + 0:0y¢s) — Dx1 Vs + Dx2(03¢s + 000y dy)
donde
1 d>H? d H? 2
Da = pis {_ 02(V3e + B1) + ©— a302 (20T + e +2481)83 (B:32)
5
P 0 (H (V3o + 1) — 24€2) + V3d Hapt]
+iH2f((a2 +v362)2 + (1 — V3a1)?) — fgP&; }
p., _ Y355 —qHE) + aa(i’;Qf%’H —2H?B) — V3H?ay) (B.33)
2 2 B 2
D, = %0 -4 a2(042e Vo) p2 Jlr 12 {H4d((a2 +V3B2)% + (B1 — V3a1)?) — ¢*&3d
—H fq¢i(az + \/552)} (B-34)
2 2¢4 2 2
Dy -D, = 50 - @ - H?(& (B + V3a1) — aa(o2 — V362)) + %q(?)ﬁl +V3a1)  (B.35)
con
d = 2H*(g1 —g2) +2(6+2¢B1)H (B-36)

e = 2H’(g1+2g0) — (§+29B1)H (B.37)
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f = 2V3H*w (B.38)

8+ 2qB1 + /(6 + 29B1)? + 4 — €4%) (g1 + 292) (B.39)
2(g1 + 292) '

H =

Finalmente, agrupando las ecuaciones anteriores y expresando todo en notacién vectorial, escribi-
mos la ecuacién de la fase de una estructura hexagonal en rotacién de forma mas compacta como:

d¢ = DiV?¢+ (D)~ DL)V(V-¢) — Dyi(i x V2¢) + Dya(a x V)(V-¢)  (B.40)



Apéndice C

Fluido no—Boussinesq en conveccion
con rotacion

Realizamos un andlisis perturbativo de las ecuaciones para un fluido en conveccién con rotacién con
una, viscosidad linealmente dependiente con la temperatura. Para ello partimos de las ecuaciones
(3.29)

Orden €': Las contribuciones NB producen correcciones de segundo orden en los pardmetros criticos
de la conveccién, como vimos en el capitulo dedicado a los fenémenos NB, despreciandolas tenemos
que el problema lineal aproximado es

LoxM =0 (C.1)
0 equivalentemente en forma matricial
-vi T, -V w® 0
~Ti%0z -V: 0 ¢ =10 (C2)
Ra, 0 V2 o) 0
cuyas soluciones son
3
(w®, ¢W oMy = (cos 7z, ¢y sinmz, ag cos wz)(z Ajexpik;-x + c.c.), (C.3)
7j=1
donde se ha definido
Ra
ayg = Wcﬂa (048,)
T2
G = 3 jﬁ (C.4b)
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El operador lineal adjunto Lg se determina a través de la relacién < X - LoX >=< X - LI)X' >
en la que el producto escalar < | > se define de forma usual < a|b >= fv abdV. Después de algunas
integraciones se encuentra que

~-Vi Ts/*02 Ra,
Lh=| -1 -vz o |, (C.5)
V20 V2

y el problema homogéneo LI)X * = ( tiene soluciones de la forma
X* = (W, ¢, g¥) = (wu), ¢, %9(1))

Orden ¢2: A este orden se ha de verificar la relacién

LoX® + 10, XM = N, (C.6)

La condicién resolutoria la obtenemos proyectando las autofunciones del problema adjunto sobre
los términos lineales espaciales y sobre los no lineales

< (w(l)*’c(l)*,g(l)*) Ny — LX) >=0 (C.7)
donde
—4V3(VoVy) 0 —2(VoV1)
Ly = 0 —2(VoV1) 0 (C.8)
Ra® 0 2(VoV1)
y

_P[_VI%,O 66, z + 8Z(aﬂfo 66, T + ayow(l)(%, y)]
Ny = T (8z0¢éé, g~ 8y01ﬁ63, w) (C.9)
(u® . Vo)oM)

La ecuacién (C.7) da lugar a una ligadura, que después de separar la parte real de la imaginaria
permite obtener las relaciones

Parte Real: —Ra(MA; + FS?’R% (k4 + 7t + # + (g(% - 7r2)) Zf? Zﬁ)

(C.10)
Parte Imaginaria: —4k(k? + 7?)3 + 2kn?(Ra. + T,) =0

La tltima relacién junto con el valor que obtenemos para Ra. a orden €' nos proporciona el niimero
de onda critico k. que deducimos en el primer capitulo.

Teniendo en cuenta las relaciones anteriores las soluciones del problema no homogéneo a segundo
orden son las siguientes:
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¢

3 3
cos 2mz Z ¢ expikj-x + ce.+ ZC% expi(k; — ki) -x + c.c (C.11)
3
+¢Vsinmz Z (- V) Ajexpikj-x — cc. | + ¢ sin2rz (AgAgexpiky - x + ...)
=1
3 . 3 ..
sin 27z Z Al expikj-x + cec. + ZA;ZQ expi(k; —k;)-x + cc. (C.12)
j=1 j=1
3
+wY cosz Z (j-V)Ajexpikj-x — c.c. | +Tw' cos2mz (A2Asexpiky - x +...)
j=1
3 . 3 ..
sin27z | 20 + Z 02, expik;-x + cc. + Z 0 expi(k; —k;)-x + cc. (C.13)

3
+6Y cosmz Z (j- V) Ajexpik;-x — cc. | +T0" cos2rmz (AsAzexpiky - x + ...)
j=1

Donde los coeficientes son

9V
CV
b
A3
01

21

. S8 Rac — ag(k? + 7*)(1 + F) V_ 9 ag + G§
21k 5 T wY = -2k 5
Ra* + (k? + 72)2(1 + ¢§) ag Ra. + (k% + 72)(1 + (@)
24 k(o i
U = ——-
aoRac + (k% + 72)(1 + ¢2)’ 20 = 27
3mk” ag () (k)
ALY k= -k —k
2((k2 + 4n2)3 + 472 T, — Ra k%) 't 7117 (ki i~ k),
m k2 ag (1) 7(9) a k* 2 2 2
A =
2((3K2 1 4n?)° 1 42T, — 3Ra, k7)1 A G0 =00 (10" 14l + 45

(k2 4 472)% + 472 T, (3Kk2 4+ 4n%)3 + 472 T,

]

ij _ 4tj
922 - A22

21 k2 + 472 ’ 3k2 + 4r2 ’
_ 20o(k? +72) A}, ij _ _ 260(k* + 1) A3,
k2 + 472 22 3k2 + 472

ao(k? + 72)(k? + 472)2 + 2 ag(k? + 72) (—k? + 272) (3
a 2(k? + 472)3 — 2k2Ra, + 82T,
aoRac(k? + %) (k? + 47%)? + 2(k? — 272) (3
© 2(K? +4n?) (k2 + 472)3 — k2Ra, + 4n2T,
—apCy  2(k? + 72)?(k? + 47%)? + k%(k? — 27?)Ra. — (k% — 27?)(k? + 47?)3
2 (k? + 472?) (k% 4+ 47?)3 — k?Ra, + 47?1,

Hemos despreciado correcciones en I' de los términos cibicos. Por ultimo, hacemos referencia a

que la solucién particular de la ecuacién
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0
LoX, paw) = 0 (C.14)
Ra® cos nz (Z?Zl Ajexpik;-x + c.c.)

no existe. Sin embargo, es posible encontrar soluciones aproximadas de la forma

Ra

ai
w = R, COS Tz jZIA jexpik;-x + c.c. (C.15a)
¢ =0 (C.15b)
9 = 0 (C.15¢)

(C.6). Estas correc-

ciones son mucho menores que el resto de los términos que aparecen si la expansion en potencias de €

Ra(D)
que introducen correcciones del orden £ R
es adecuada, ya que entonces Ra(!) << Rae,.

Orden €3: A este orden tenemos la ecuacién

LoX®) + L X® 4 1,x1 = Ny (C.16)
donde
—QV%V% —4(VoV1)? 0 -V?
Ly = 0 -2 0 (C.17)
Ra() 0 Vi-0r

y el término no lineal a tercer orden es

00 »t zo%o 2+ Oyt 4

—I' (=5, 9:( )

T (- V 002 020z, OOz+ Yo OO,y))
F( v127,0 10 z ( Zo 10 T + ayo"plo, y))
F( V%LO 01, z ( o 01 w +6y0"p01 y))
-T (- 2(VOVI)%O 2+ 02 (0¥, & + Oyu %00, )
N3 - ( w0¢00 y y0¢00 w) - (0'18)

( $0¢00,y yo"pOO w)
+F (awolb%(%, Y yOIl/)lO w)
( $0,(/)(1J% y ?/01/101 T

)
( z1¢00 y yl"pOO z)
\ w® - V)o® + (V. V)o@ + (u@ . v1)g®)

sustituimos las soluciones particulares a primer y segundo orden, X; y X3, en el término no lineal
N3. A continuacion se aplica la alternativa de Fredholm y deducimos la ecuacién de evolucion de la
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amplitud a este orden. Esta, junto con la condicién resolutoria a segundo orden nos da las ecuaciones
de tipo Ginzburg-Landau buscadas

A1 = pAi+64yA5—gi |A1]? Al — (92 + @) | A2 [P A1 — (92 — @) | A3 |* Aa
+E302, A1 + i1 [Ag Oy, A3 + Ag Oy, Ao] + iPa[Ag Oyy Ay — A3 0y, Ao (C.19)
+io [ZQ Ors Zg, — Zg Or, ZQ],

las ecuaciones para las otras dos amplitudes se obtienen por permutaciones ciclicas. Los coeficientes
vienen dados por las siguientes expresiones

_ ARa
B = Ra, >
9 12 (k2-+72)
& = Ra.

21,2 2
§ = Tbs (Frt B G - ), (c.20)
g1 %k2_|1_7r27 .
2

0 = i (9 + im0+ 10n)
vV = i %%1@—?922@4'%’“2“0421_§k2a0@2>’

4(aok®—Rac)0'T  8(K*+4n®)WIT  gerre, 267 (—1+2,%22)F<o _2(K27®)WVTI¢®

pr = - 37aok Rag - 3rwaok 3mwagk 3mi 3ik2
20V T (2k* 4272 (n2—(02)+k2 (n24+¢0?)) 2T (272 (x2—(o?)+k2 (472 +3 (o))
+ 3maotk? - 3mk3 ’
2V (k2—2x)T 2(=Tk2+47?)T ¢ 4(k2—272)0V D¢ 2(—k*>+272) WV T (o (C.21)
P = V3ik? - V3 K3 - V3aoik? - V3ik2 ) ’
_ 4(aok®—Ra.) 6"l 8(k*+4x?)WTD  g(Tp¢, 20 (8k*+k2r2427%—27%(o?)
a1 = - V3ao 7k Rac o V3aomk \/§a07rk_ V37mk3

2WVT (2k*+27° (72 —(0?) +k2 (72+¢0?))
V3mik? :







Apéndice D

Perfiles de velocidad y temperatura del

estado base de una bicapa calentada

lateralmente

(2)

Las expresiones para los perfiles de velocidad u,’ y temperatura 7 del estado base de un sistema

formado por dos liquidos inmiscibles superpuestos son:

1
48 (h* + p*) v*
+Ra{(h*)® o p* — h*v* +4p* () +v*) 2+ 3 ((B*)? o p* + 3" v* +4p* v¥) 27
+8 (h* + u*) v2%}]

1
48 h* (h* + p*) v*
+Ra{ (h*) o* p* — ()2 v* + 40" ((B*)*o* +v*) 2 =3 (4 (B*)® o + 3 (R*)? o p* + 1) 22
+8h* o (h* + u*) 2%}
1
2880 (h* + A*) (h* +n*) v* Kk*
60 Ma { (h*)?v* (R* X* 4+ K*) + B* X*v* (h*)? — k) 2 — 6 B* (B* + \*) v* K* 22
—8h* (h* + X*) v* k" 2% — 3h* (B + X)) v* K" 2*}
+Ra {h*v* (5(h*)2 X +9h* 6" +4n* k") — (B*) o (4(h*)2 X+ 9h* X n* + 50 ¥)
— (W (=5 (WP IR K A )+t (4 () +9(h") 0" —5(h*)3 0" KT)) A 2
+30R* (B* +X*) ((B*)? & n* —v*) £* 2% +40 (h* + X*) n* ((h*)? * +v*) K* 2°
+15 (B* + X*) ((R*)® @ n* + 3Rh* v* +4n*v*) 6% 2 + 24 (B* + X%) (B* +10*) v* k" 2° }]
1 :

2880 h* (h* + X*) (h* 4+ n*) v* k*
60Ma {— (h*)* v* (R* X* +K*) + (B*)*v* (—(R*)* 4+ K*) 24 6 (R*)? (R* + X*) v* 2
—8h* (B* + X)) v* 22 +3 (W + X)) v* 2!
+Ra (h*)? (= (v* (5(R*)*X* +9h* k" +4n* k%)) + (B*)3 a* (4 (R*)* A" + 9R* X' n* + 50" £*))

[~12h* Mav* (1 + 42+ 32%) (D.1)

[—12 Mav* (h*)? — 41" 2 + 3 27) (D.2)

[ (D.3)

(D.4)
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+h* (v* (=5 (R*)® +9h* k* +4n* k*) + o (4(R*)® +9(R*)°n* — 5 (h*)*n*K*)) 2

=30 (h*)? (B* + X*) ((R*)2a* n* —v*) 22—40R* (B* + X*) ((h*)* a* + v*) 2°

+15 (h* + X*) ((h*)? «* (4h* +37") + ) 2" — 24h* o* (h* + X*) (" +7") 2° }]
El fluido inferior (superindice 1) est4 definido en el dominio z € [—1, 0] y el fluido superior (superindice
2) en el intervalo z € [0, h*], de acuerdo a las definiciones dadas en la seccién 5.2.



Apéndice E
Inestabilidades absolutas y convectivas

Habitualmente se realizan dos tipos de andlisis de estabilidad lineal. En unos casos, como en el
problema de la conveccién de Rayleigh-Bénard o el flujo de Taylor-Couette, las perturbaciones del
flujo béasico evolucionan en el tiempo partiendo de una configuracién espacial inicial, de forma que
los nimeros de onda k son reales mientras que la frecuencia es una funcién compleja de los niimeros
de onda w = wr(ky, k;) + iw;(kr, k;). Los casos w; > 0, w; = 0y w; < 0, corresponden a modos
temporalmente amplificados, neutros, y amortiguados, respectivamente. En otros casos, como en los
problemas de capa limite o flujos con cizalladura, las perturbaciones del flujo evolucionan en el espacio
desde una configuracién temporal local, de forma que la frecuencia es real w = w,, mientras que
los nimeros de onda son funciones complejas de la frecuencia k = k.(w, + iw;) + @ ki (wr,w;). Los
casos k; < 0, k; =0y k; > 0 corresponden a modos o ramas espacialmente amplificados, neutros y
amortiguados, respectivamente.

Las inestabilidades de tipo absoluto han recibido mucha menos atencién. En este apéndice nos
ocupamos sucintamente de su descripcién matematica y relacién con las inestabilidades convectivas.

Seguimos a Bers [142], Huerre y Monkewitz [110], y Huerre y Rossi [143] para describir las inesta-
bilidades absolutas y convectivas. Estos autores se basan en la respuesta a un impulso, definido por
una, funcién § de Dirac en el espacio y el tiempo, ejercido sobre el sistema.

Si las inestabilidades crecen desde pequenas perturbaciones, basta con determinar la respuesta al
impulso espacio-temporal, es decir, la funcién de Green del problema. A continuacién se muestran los
pasos generales de la teoria analitica en el caso unidimensional para medios homogéneos en el espacio
y en el tiempo, sin necesidad de hacer referencia a ningiin modelo en particular.

La ecuacién diferencial parcial que gobierna el problema lineal se expresa como

D(—i0/0z,i0/0t; R)t(z,t) = 0 (E.1)

Si el estado bdsico se perturba con una forzante S(z,t), el nuevo estado satisface la ecuacién diferencial
forzada

D(-10/0z,i0/0t; R)¢(z,t) = S(z,t) (E.2)

Para resolver la ecuacion diferencial anterior se utiliza el método de las funciones de Green. La
funcién de Green asociada con el operador lineal D satisface la ecuacién

D(—i8/81,i0/8t; R)G (z, t) = §(2)d (%) (E.3)
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Figura E.1: Tipos de respuestas a una perturbacién inicial localizada en un punto del espacio: (a)
flujo estable, (b) flujo convectivamente inestable y (c) flujo absolutamente inestable.

con las correspondientes condiciones de contorno. La respuesta 9(x, t) a la forzante S(z,t) viene dada
por la convolucién de S(z,t) y la funcién de Green G(z,t). Como se muestra en la Fig. E.1, hay tres
tipos posibles de respuestas a un estado inicial localizado.

Si la amplitud decae asintéticamente con el tiempo en el dominio espacial entero, la funcién de
Green asociada satisface

tl_i)m G(z,t) =0  alo largo de todos los rayos z/t = const. (E.4)
o0

entonces el estado base estudiado es linealmente estable. Por otra parte, cuando la funcién de Green
verifica

tl_i)m G(z,t) = o0  alo largo de al menos un rayo z/t = const. (E.5)
o

el estado base es linealmente inestable. En esta situacién se pueden distinguir dos subtipos de inesta-
bilidades. Si la perturbacién inicial es arrastrada fuera de la posicién de la fuente, el estado base es
convectivamente inestable

lim G(z,t) =0 a lo largo del rayo =/t = 0. (E.6)
t—o0
si la perturbacién inicial es amplificada en la posicion de la fuente y se extiende al sistema entero, la
inestabilidad es absolutamente inestable

lim G(z,t) = o0  alolargo del rayo z/t = 0. (E.7)

t—o0

De esta forma, en los sistemas convectivamente inestables las perturbaciones que se amplifican
sobre cualquier punto son arrastradas alejandose de él, con lo que la respuesta sobre cualquier punto
acaba decreciendo y finalmente desapareciendo. Si la inestabilidad es de tipo absoluto, siempre habra
alguna perturbacién que aumenta en magnitud en cualquier punto del espacio.

Es necesario establecer un criterio para discriminar entre flujos estables, convectivamente inesta-
bles, y absolutamente inestables. Para ello buscamos soluciones particulares de la ecuacién (E.1) en
forma de modos normales 1 (z,t) = Aexpi(kz — wt). Introduciendo esta expresion en (E.1) se obtiene
una ecuacién algebraica en k y w que es la relacién de dispersion D(k,w; R) = 0. Ahora es necesario
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X k+(w)

ot o

Wi Wy (k) Wi X k(w)

Figura E.2: Contornos de integracién en el plano complejo de w (izquierda) y de k (derecha). Las
curvas en el plano de w representan los modos temporales cuando k viaja a lo largo del contorno F.

hallar los ceros de esta ecuacién, que se pueden encontrar tanto en forma de modos temporales como
de ramas espaciales.

Para ver la relevancia de las ramas espaciales y temporales, veamos como surgen de la solucién
general de la Ec. (E.2). El campo de perturbaciones 1(z,t) se puede expresar como una suma de
modos de Fourier

D(@,t) = ﬁ /L | ik e (s~ wBlak do (E.8)

Los contornos de integracién son la trayectoria Fy en el plano complejo (k;, k;) y Ly, en el plano (w,, w;),
como se esquematiza en la Fig. E.2. Para garantizar el principio de causalidad ha de verificarse la
condicién 9(z,t) = 0 para t < 0. Se supone que la solucién 9 (z,t) decae exponencialmente cuando
T — 00, de forma que la transformada de Fourier

Wik, 1) = /_ " (@ t) exp (—ikz)dz (E.9)

esté bien definida en una banda del plano complejo k que incluye el eje real. Se escoge el contorno Fj en
este dominio para asegurar la convergencia (ver la Fig. E.2). Como contorno de integracién en el plano
complejo w, se toma una linea paralela a w, situada por encima de las tasas de crecimiento de todas las
posibles fluctuaciones, que se suponen acotadas por un limite superior vy tal que | (z,t)| < Ky exp(vyt).
~ debe ser mayor o igual que las tasas de crecimiento de todos los modos temporales. Asi, la integral
Y(k,w) = [%_t(z,t)exp (iwt)dt estd bien definida para ¢ — oo, y para ¢ — —oo el principio de
causalidad asegura que v (z,t) = 0 para t < 0.
La ecuacién diferencial parcial E.2 se reduce en el espacio de Fourier a la ecuacién algebraica

D(k,w)yp(k,w) = S(k,w) (E.10)

donde S(k,w) es la transformada de Fourier de S(z,t). Por tanto, en el espacio de Fourier tenemos

que ¥ (k,w) = g((’fc’z)) Volviendo al espacio fisico con la transformada de Fourier inversa, el campo de
perturbaciones linealizado viene dado por

1 S(k,w) .
P(z,t) = 22 /w . D(k,w) exp[i(kz —wt)]dk dw (E.11)
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las tinicas posibles singularidades del integrando de (E.11) son los polos de 9 (z, t), es decir las soluciones
de la relacién de dispersién D(k,w) = 0. Por la eleccién del contorno de integracién, Fj, yace sobre el
eje real y las singularidades del integrando coinciden con los modos temporales w;(k). Como vimos,
el contorno L, estd situado sobre las ramas w;(k) cuando k viaja a través de F}. Sise supone que los
polos son simples, el teorema de residuos asegura que

i /°° S(k,w;(k)) exp [i(k z — w;(k)t)] dk (E.12)

b(z,t) = —5— oo 0D [dw(k, w;(k))

La expresién (E.12) estd formada por un paquete de ondas compuesto por modos temporales evolu-
cionando libremente, generados por la forzante S(x,t). Segtin (E.12), el menor limite superior v estd
dado por la maxima tasa de crecimiento temporal

Y = Wimae = max{w;;(k)}, para todos los k reales e indices j (E.13)

De la expresién (E.12), se deducen los siguientes criterios de evolucién temporal del campo de
perturbaciones ¥(z,t) :

(1) Si wj maz < 0 el estado base es linealmente estable.
(2) Si wjmaz > 0 el estado base es linealmente inestable.
(3) Si wj maz = 0 el estado base es neutro.

Las ramas temporales y espaciales se han definido para valores reales de k y w respectivamente.
Se pueden introducir modos espaciales y temporales generalizados, como soluciones de la relacién de
dispersion D(k,w) = 0 en que los contornos de integracién no yacen sobre los ejes reales.

Supongamos que L, estd situado sobre v = w; 4, en el plano complejo w. Una importante propie-
dad de los modos espaciales generalizados, es que pueden ser divididos en dos conjuntos desconectados
kT (w) y k™ (w) localizados respectivamente sobre y bajo el eje k, en el plano complejo k. Ademds, la
separacion de estos conjuntos se preserva cuando el contorno de integracién L, se desplaza gradual-
mente hacia valores menores de w;. Siempre es posible deformar el contorno Fj, de manera que sigan
desconectadas las dos ramas k1 (w) y & (w). Si en el proceso de deformacioén los dos conjuntos k& (w)
y k~ (w) llegan a coincidir en un punto kg del espacio complejo k se producird un pinzamiento (o punto
cispide) en el contorno Fj, de las dos ramas espaciales generalizadas (ver la Fig. E.3). Denotaremos
por wy el valor w(ky).

Respuesta asintética a un impulso. El proceso de pinzamiento esta relacionado con la naturaleza
convectiva/absoluta de la inestabilidad, para verlo debemos examinar el comportamiento asintético
de la respuesta G(z,t) al impulso S(z,t) = §(z)d(t). Segun la ecuacién (E.12), tenemos

i exp [i(kz — w(k)t)]

Gle,t) = -5 r 0D/0w(k,w(k))

dk (E.14)

la funcién de Green se evaliia ahora en un lugar fijo z cuando t — co. Supongamos que Fj en (E.14)
sea uno de los contornos con pinzamiento Fj,. Por definicién, el punto de pinzamiento ky es un cero
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Figura E.3: Contorno de pinzamiento F, en el plano complejo de k (izquierda) y modos temporales

asociados en el plano complejo de w. Los puntos de pinzamiento (kg, wp) son el inicio de la inestabilidad
absoluta.

doble de la relacién de dispersién D(k,w) = 0 en w = wp, lo cual implica

oD
D(ko,wo) =0 y %(ko,wo) =0 (E.15)
0 equivalentemente
Ow
Wy = w(k()) y %(k)o) =0 (Elﬁ)

La expresion anterior puede servir como método analitico para buscar la transicién convectiva/absoluta,
aunque puede proporcionar valores espurios (kg,wp). Para garantizar que los valores obtenidos son
correctos solo se debe considerar el nimero de onda complejo kg con mayor tasa de crecimiento wo;,
ya que corresponde a un punto de pinzamiento para las dos ramas espaciales kT y k™.

Por construccién, los modos temporales w(k) yacen bajo L, (definida como w = iwp;) cuando k
se mueve a lo largo de F, (Fig. E.3), y tocan L, en un solo punto wp. El punto kg es, por tanto, un
méaximo global de la funcién w;(k) cuando k viaja a lo largo de Fj,. Se demuestra [143] que ko es un
punto de silla. La respuesta asintética a un impulso a lo largo de un rayo z/t = 0 viene dada por la
expresion (después de algunos célculos):

G(z,t) ~

exp[E +i(kr — w 2w —1/2
1 exp[f +i(k (k)t)] (ta (ko)) (E.17)

Vo 8D/8w(k0,w0) 0k?

La respuesta al impulso esta dominada por el niimero de onda absoluto complejo ky y por la fre-
cuencia absoluta compleja wp de velocidad de grupo cero en el sistema de referencia del laboratorio (el
rayo z/t = 0). La tasa de crecimiento absoluta wy; caracteriza el crecimiento asintético de las pertur-
baciones en el sistema de referencia del laboratorio. La evolucién temporal de G(z,t) nos proporciona
finalmente un criterio para distinguir las inestabilidades absolutas de las convectivas:

(1) Si el estado base es inestable (wjmaz > 0), ¥ wo; < 0, el sistema retornara al estado inicial de
reposo en cualquier punto fijo con respecto al sistema de referencia del laboratorio. Se da cuando
el paquete de ondas inestable es arrastrado mientras incrementa su amplitud. La inestabilidad es
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convectiva.

(2) Si el estado base es inestable (w;maz > 0), ¥y wo; > 0, las perturbaciones crecerdn exponencial-
mente en el tiempo en cualquier punto fijo con respecto al sistema de referencia del laboratorio. La
inestabilidad es absoluta.
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Summary of the work

This tesis is a contribution to the theoretical study of thermoconvective instabilities in liquid layers.
The first part is devoted to stationary and oscillatory patterns and the second one mainly to propa-
gative waves.

In part I convection under rotation in a fluid with temperature-dependent properties (non-Boussinesq),
high Prandt]l number and idealized boundary conditions is investigated. We perform a weakly non-
linear analysis to find out explicitly the coefficients of the amplitude equations as functions of the
rotation rate. With NB effects and no rotation, stationary hexagonal patterns are obtained, while
rotation terms lead to a Kiippers-Lortz instability, which develops into oscillating hexagons. The-
se amplitude equations describe stationary and oscillating hexagons near threshold, and include the
Busse-Heikes model as a particular case. The threshold for oscillating hexagons is determined and the
sideband instabilities as well as short wave-length instabilities of stationary hexagonal patterns are
discussed.

In part IT two different problems are studied. In order to understand the distinct regimes encoun-
tered in experiments in single liquid layers subjected to lateral heating it is important to distinguish
between absolute and convective instabilities. We show the existence of two absolute branches which
allow to explain some of the features found in experiments. We find a better agreement between the
theoretical predictions for the hydrothermal waves and the experiments than found until now using
the more conventional convective theory.

The stability of two superposed horizontal liquid layers subjected to a horizontal temperature
gradient is also studied. The liquids are supposed to be immiscible with a nondeformable interface.
The forces acting on the system are buoyancy and interfacial tension. Four different flow patterns and
until five temperature profiles are found for the basic state. A linear perturbative analysis with respect
to two and three dimensional perturbations reveals the existence of three kind of patterns. Depending
on the relative height of both liquids several situations are predicted: either wave propagation from
cold to hot regions, or waves propagating in the opposite direction or still stationary longitudinal rolls.
The behavior of some pairs of liquids which have been used in experiments on bilayers in the case of
vertical heating by other authors have been examined. The instability mechanisms are discussed and
a qualitative interpretation of the different behaviors exhibited by the system is provided. In some
configurations it is possible to find a codimension-two point created by the interaction of two Hopf
modes with different frequencies and wavenumbers.



