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Capitulo 1

Introduccion

Hasta hace relativamente poco, se tenia en fisica la engafnosa idea de que el todo es igual
a la suma de las partes. Por ello, la fisica y las matematicas se centraban en resolver la
parte lineal de los problemas, suponiendo que las no linealidades tan solo producirian pequenas
correcciones en la solucién. Sin embargo, a principios de este siglo H. Poincaré [1] advirtié que
al incluir términos no lineales en los modelos se producian cambios cualitativos en las soluciones.
También hizo notar que, en ciertos sistemas, la sensibilidad a las condiciones iniciales podia
conducir a la impredecibilidad de las trayectorias, ain tratandose de sistemas deterministas.
Hubo que esperar a que en 1963 E. Lorenz [2] demostrara dicha impredecibilidad en un modelo
simplificado de sélo tres ecuaciones no lineales acopladas, con el que describia la formacién de
rollos de conveccién en la atmosfera.

También en otros sistemas fuera del equilibrio se encontraron comportamientos no explicados
a partir de teorias lineales. La termodinamica describe la evolucion de un sistema préximo al
equilibrio y el estado final que alcanza, con unas pocas variables, las funciones de estado. Sin
embargo, cuando el sistema se halla lejos del equilibrio deja de ser valida, pues las interacciones
no lineales ya no son despreciables y dominan la dindmica. En un sistema aislado fuera del
equilibrio pueden darse situaciones interesantes -coexistencia de fases, estados metaestables,
fenémenos de histéresis-, pero se trata de estados transitorios que decaen hacia el estado de
equilibrio. Por el contrario en un sistema abierto, que intercambia materia y/o energia con
su entorno, el comportamiento cambia drasticamente dependiendo del forzado que lo mantiene
fuera de equilibio.

El primer estudio sistematico sobre problemas de este tipo se debe a Bénard [3], que observd
la formacién de estructuras hexagonales estacionarias en una capa de fluido calentada por
debajo y abierta a la atmédsfera. Cuando no hay calentamiento la temperatura permanece
constante en todos los puntos del sistema y cualquier fluctuacién se amortigua exponencialmente
de acuerdo con la teoria lineal de procesos irreversibles. Con un calentamiento débil se establece
un gradiente lineal de temperaturas a través de la capa de fluido. Las simetrias de este nuevo
estado (excepto en la direccién del gradiente) se mantienen idénticas a las de equilibrio y el
calor se transmite exclusivamente por conduccion, de manera que la respuesta del sistema es
simplemente una funcion lineal del calentamiento externo. La termodindmica permite resolver
esta situacién lineal, por lo que se dice que el estado conductivo es la solucion de la rama
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termodinamica, y al igual que en equilibrio las fluctuaciones se amortiguan exponencialmente.
La respuesta del sistema cambia radicalmente al aumentar atin mas el forzado (el calentamiento
en este caso). El fluido no es capaz de transportar el calor con suficiente rapidez por conduccion
y aparece la conveccion. Las simetrias del estado inicial se rompen definitivamente y surgen
soluciones cualitativamente distintas del estado de equilibrio.

Se han observado comportamientos andlogos en sistemas quimicos y 6pticos, en los que al
variar un parametro de control -concentracion de algin reactivo o excitacion luminosa-, el estado
de referencia se desestabiliza y se producen roturas de simetria espaciales o temporales hasta
que, para un forzado suficientemente alto, se llega a un estado turbulento. Los mecanismos
desestabilizantes en cada sistema se basan en principios fisicos bien distintos (autocatélisis més
difusién en el primer caso; acoplamiento entre la difusién y la difraccién en el segundo). Sin
embargo, como ocurria en el fluido, pasamos de un estado homogéneo, sin correlaciones entre
las distintas partes del sistema, a comportamientos colectivos que, finalmente, desembocan en
la turbulencia.

Desde el punto de vista matemaético, estos sistemas se describen mediante un conjunto de
ecuaciones no lineales acopladas en derivadas parciales, de las que, en general, no se conoce
solucién analitica. No existe todavia ningin formalismo general que permita resolver problemas
no lineales, pero en los ultimos anos se han desarrollado diferentes técnicas, tal como la teoria
de bifurcaciones, para tratar de forma unificada problemas de areas tan distintas como la fisica,
la economia, la biologia o la quimica.

La teoria de bifurcaciones estudia las inestabilidades que sufren los sistemas dinamicos.
Al variar de forma continua alguno de los pardmetros que intervienen (pardmetro de control),
aparecen nuevas ramas de soluciones como consecuencia de la rotura de alguna simetria; se dice
entonces que el sistema sufre una bifurcacion, concepto matematico asociado al de inestabilidad.
Una solucion inicialmente estable puede perder su estabilidad tras la bifurcacion, y a su vez las
nuevas estructuras se desestabilizan en favor de otras (inestabilidades secundarias, terciarias,
etc).

En particular, en el trabajo que aqui se presenta, se aplican estas técnicas al caso de un
sistema de reaccién—difusion. Cuando el sistema esta aislado, el estado de equilibrio viene dado
por la ley de accién de masas:

I1; C;

I1; ¢
donde []; C; representa el producto de las concentraciones de los reactivos y []; C; el de los
productos.

De forma similar al problema de Bénard, si se mantene el sistema fuera del equilibrio suminis-
trando reactivos continuamente -parametro de control- la situacién puede complicarse. Cuando
el aporte es muy pequeno el sistema se encuentra en la rama termodinamica y la solucién es
un estado estacionario y homogéneo en el que la razén entre las concentraciones (1.1) sigue
siendo constante, aunque diferente de la de equilibrio. Sin embargo, si se aumenta el parametro
de control el sistema puede sufrir una rotura espacial de simetria. Esto es posible si existe un
mecanismo que hace crecer las fluctuaciones en la concentracion de alguna especie, desestabi-
lizando el estado anterior y haciendo aparecer otra solucién con menor simetria. El ejemplo
mas claro es la autocatalisis, ya que la especie que la sufre estimula su propia producciéon. Otro

= cte (11)
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Figura 1.1: Representacion de un proceso exotérmico en el que el desprendimiento de energia
produce una reaccién en cadena.

ejemplo es la catdlisis exotérmica, que conlleva la emision de energia en forma de calor. Si esta
reaccion necesita superar un cierto umbral, el sistema tiene un bucle de realimentacion positiva,
ya que cualquier fluctuacién que provoque la reaccion, supone un aumento de la temperatura
y por tanto un aumento en la velocidad de reaccion. Esta es la situacién representada en el
esquema 1.1.

En nuestro trabajo hemos considerado un modelo sencillo, el Bruselator, que como vere-
mos, es representativo de las inestabilidades de los sistemas reaccion—difusién: inestabilidad
oscilatoria o de Hopf (asociada a la rotura de simetria temporal) y la inestabilidad de Turing
(consecuencia de la rotura de la simetria espacial). En el capitulo siguiente se explican con
detalle los mecanismos de la inestabilidad de Turing y las condiciones en las que ésta tiene
lugar, asi como los dispositivos experimentales mas utilizados y sus caracteristicas mas rele-
vantes. En el capitulo 3 se introduce el modelo Bruselator y se realiza un andlisis lineal de
las ecuaciones, encontrando los puntos de bifurcacién. A continuacion se realiza el andlisis no
lineal cerca de la inestabilidad de Turing, con la obtencién mediante métodos perturbativos,
de las ecuaciones de amplitud y fase que describen la dindmica cerca del umbral. A partir de
éstas se estudian las inestabilidades frente a perturbaciones homogéneas en el cuarto capitulo
y frente a perturbaciones de gran longitud de onda en el quinto.
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Capitulo 2

Sistemas de reaccion—difusion

En algunos sistemas quimicos fuera del equilibrio puede producirse una rotura espacial de la
simetria, dando lugar a estructuras estacionarias (ver figura 2.1). Este hecho fue predicho por
Turing en 1952 [4], aunque tuvieron que pasar casi 40 anos para observar dichas estructuras en
la reaccion CIMA (chlorite-iodide-malonic acid reaction) [5]. Turing demostré que un sistema
de reactivos uniformemente distribuidos puede sufrir una inestabilidad debida al acoplamiento
entre la difusion y la reaccién para ciertas concentraciones de los reactivos, dando lugar a una
estructura estacionaria y periddica en el espacio (ver figura 2.1), con una longitud de onda
independiente de la geometria del reactor utilizado en el experimento. Esta caracteristica hace
que estos sistemas tengan particular interés, no sélo en cinética quimica, sino también por sus
aplicaciones a sistemas biolégicos. De hecho, se ha propuesto multitud de modelos basados
en la idea de Turing para describir la formacién de estructuras en organismos vivos [6],[7].
Por ejemplo, la diferenciacion celular a partir de un estado homogéneo se puede explicar por
la distribuciéon inhomogénea de un morfogén que contiene informacién sobre la funcionalidad
futura de las células.

Figura 2.1: Patrones de Turing observados experimentalmente. [18]
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Sin embargo no es éste el 1inico motivo por el que resulta interesante estudiar los sistemas
quimicos. En éstos las estructuras sobreviven en condiciones de fuerte no linealidad, a dife-
rencia de lo que sucede en los sistemas hidrodindmicos, en los que las interacciones no lineales
conducen rapidamente a un estado turbulento. De esta forma, se pueden estudiar inestabili-
dades secundarias, competicion de estructuras, modos mixtos, etc. Por otro lado, en algunos
casos el sistema sufre una bifurcacion de Hopf, produciendo la transicién directa de un patrén
estacionario a uno oscilatorio [8]. Cuando ambas bifurcaciones se producen a la vez (punto de
codimension dos), las dos inestabilidades quedan acopladas, dando lugar a estructuras mixtas,
y a veces conduciendo al caos espacio-temporal no muy lejos del umbral [9], [10].

También se ha observado la formacién de espirales, ondas viajeras, etc, en la reaccién de
Belousov-Zhabotinskii [11]. Por eso los sistemas quimicos son un buen banco de pruebas para
estudiar el comportamiento dindmico de sistemas no lineales. Sin embargo, presentan el serio
inconveniente de que su modelizacion, incluso en los casos mas elementales, no esta tan clara
como para los sistemas hidrodindmicos, para los cuales las ecuaciones que gobiernan la dindmica
estan determinadas desde primeros principios.

2.1 Mecanismos de inestabilidad

Tal como se explica en el Apéndice A, un sistema de reaccién—difusion de N componentes se
describe mediante un sistema de N ecuaciones no lineales acopladas en derivadas parciales:

601-
ot

= DZ'VQCZ' + fz'(Cl, ...CN,X,t), 1= ]_, N (21)

donde f; son funciones de las concentraciones c¢;, que representan la cinética de reaccion, y D;
son los coeficientes de difusién.

Resulta trivial demostrar que el estado estacionario y homogéneo estable de un sistema
formado por una sola especie no puede sufrir bifurcacién alguna [12]. Para que se produzca algin
tipo de inestabilidad se precisan, al menos, dos variables dindmicas asociadas a mecanismos
contrapuestos: una a la activacién, responsable del crecimiento de las perturbaciones, y otra
asociada a un mecanismo de inhibicion que hace posible su saturacion. En el apéndice A se
estudian con detalle las posibles bifurcaciones del estado de referencia en un sistema de dos
componentes, obteniéndose las dos inestabilidades observadas experimentalmente:

e [nestabilidad oscilatoria o de Hopf, cuyas condiciones de aparicién son intrinsecas de la
reaccién y totamente independientes de la difusion.

e Inestabilidad de Turing: como sugirié Turing [4], para que ésta se produzca, el sistema
debe satisfacer dos condiciones: que el activador estimule su propia produccién en un
proceso de autocatalisis y que su coeficiente de difusion sea menor que el del inhibidor.
Por tanto, al contrario de lo que seria légico pensar, la difusién actia como mecanismo
desestabilizante y determina la aparicién de un estado inhomogéneo. Se distinguen dos
tipos de modelos dependiendo del mecanismo que controla la inhibicidn:
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Figura 2.2: Mecanismos de la inestabilidad de Turing. En trazo grueso se ha representado la
concentracién del activador y en trazo més fino la de la especie que controla la inhibicién. (a)
Modelo activador-inhibidor [13]. (b) Modelo de agotamiento del sustrato.

Modelos activador-inhibidor:

En ellos la especie activadora genera como producto su propio inhibidor. Este mecanismo
se esquematiza en la figura 2.2a: si una perturbaciéon produce un maximo local, el bucle de
autocatdlisis hace que contintien aumentando las concentraciones de ambos componentes; sin
embargo, si el inhibidor difunde mas rapidamente que el activador, aparece una region en torno
al maximo en la que predomina la inhibicién, dando lugar a minimos de concentracién de la
especie autocatalitica. De esta forma la rotura de la simetria da lugar a un estado inhomogéneo
en el que los médximos y minimos de ambos componentes estan en fase.

Modelos de agotamiento del sustrato:

En este segundo caso (figura 2.2b), cuando una fluctuacién produce un maximo local en la
concentracion del activador, se consume sustrato en el bucle de autocatdlisis (especie con la que
reacciona el activador para producirse a si mismo), de manera que su concentracién disminuye
a medida que aumenta la del activador. Se crea por tanto un maximo local de activador
y un minimo de sustrato. Si éste difunde mas rapidamente que aquél, esta situacion puede
automantenerse, dando lugar a un estado inhomogéneo estable en el que las concentraciones de
dichos componentes estan desfasadas en 7.

En ambos casos la longitud de onda de las estructuras que aparecen queda determinada
por los coeficientes difusivos y por la velocidad de produccién de ambas especies (constantes
de reaccién), siendo totalmente independiente de las condiciones de contorno.
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Figura 2.3: Dispositivo experimental

2.2 Dispositivos experimentales

Desde el punto de vista experimental los sistemas de reaccion—difusién son particularmente
interesantes para el estudio de formacion de estructuras por varias razones: por un lado se puede
conseguir sistemas extensos con facilidad, de manera que los bordes no influyan demasiado en
la region central del reactor; es posible conseguir condiciones iniciales arbitrarias, ya que la
reaccion CIMA en particular es fotosensible y se pueden inducir patrones con las simetrias y
las longitudes de onda deseadas mediante un proyector en el que se inserta una diapositiva con
el patrén correspondiente; ademéds, cambiando el tamano de la cdmara, se pueden conseguir
estructuras en 1D, 2D o 3D.

Pero, no todo son ventajas en estos sistemas, ya que aparecen algunas dificultades a la hora
de conseguir las estructuras de Turing. El problema fundamental estriba en que los procesos
difusivos, fuente del mecanismo desestabilizante, deben estar preservados de la indeseada per-
turbacién inducida por la conveccién. Un segundo problema es que, para que se presenten las
estructuras, los coeficientes de difusion del activador y del inhibidor deben diferir sustancial-
mente, cosa que no ocurre para las reacciones en disoluciones normales. Estos problemas se
han superado con la construccién de reactores abiertos en los que se impiden los movimientos
convectivos.

Generalmente el reactor propiamente dicho es un bloque de hidrogel en contacto con dos
depdsitos quimicos continuamente renovados, que alimentan el sistema y mantienen separados
los reactivos [14]. Las demads caras suelen ser impermeables. Se utiliza un gel transparente e
inerte —aunque como mostraron Agladze et al. [15] no es imprescindible su presencia— en el que
los reactivos son un poco solubles para facilitar su difusion, al cual se anade un indicador de
color, que permite visualizar las estructuras. Normalmente consiste un polisacarido de cadena
larga (almidén) cuyo coeficiente de difusién es menor en més de un orden de magnitud que el
correspondiente al resto de las especies quimicas. La presencia del indicador es fundamental,
no solo para verlos, sino para la propia formacion de los patrones de Turing, ya que dismin-
uye notablemente la velocidad difusién del activador al formar con él un compuesto que es
propiamente el que cambia de color [16].

Puesto que los reactivos difunden desde los bordes, dentro del gel se establecen gradientes en
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las concentraciones de éstos, de manera que en ausencia de inestabilidades las concentraciones
de las dos especies dinamicas —activador e inhibidor— son constantes en planos paralelos a las
caras desde las que se alimenta el sistema. Para los gradientes adecuados sin embargo, existe
una region del reactor en la que este estado se desestabiliza, apareciendo un patrén de Turing.

Las estructuras de Turing mas claras han sido observadas en la reaccién CIMA y en sus
variantes. En ellas también se producen fenémenos de biestabilidad, oscilaciones, formacion de
frentes [17] y caos espacio—temporal [18].
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Capitulo 3

El1 Bruselator

El Bruselator fue propuesto por Prigogine et al. [21] en 1968 como modelo sencillo, pero
representativo, de los sistemas reaccién—difusion, ya que presenta las inestabilidades observadas
experimentalmente: Turing y Hopf. Su esquema de reaccién es:

A% X
B+X% vibD
2X+Y 58 3Xx

X% F

produccion X)

producciéon Y) (3.1)

autocatalisis)

(
(
(
(destruccion X)

donde A y B son los reactivos iniciales, X e Y son las especies intermedias cuyas concentra-
ciones son responsables de las estructuras espacio-temporales y £ y D son productos que no
intervienen en la formacion de los patrones y que son retirados continuamente. El paso trimo-
lecular es poco realista, pero resulta imprescindible, ya que con reacciones uni o bimoleculares
no es posible tener un ciclo limite [22], ni, por tanto, una bifurcacién de Hopf.

Las ecuaciones de evolucién de cada especie son:

O, [A] = —K[A]+ D,V?[A]

0;[B] = —K;[B|[X]+ DV (B

0, X] = K [A] — Ky[B][X] + K3[X?[YV] — K4[X] + D, V?[X]
0,[Y] = K[B|[X] - K3[XP[Y]+ D,V2[Y]

donde K son las constantes cinéticas de reaccién de cada paso y D, es el coeficiente de difusion
de la especie a. Tomaremos como variables adimensionales:

t = K4T
D, -
VQ — _Iv2
K,y

Puesto que X, Y son las variables dindmicas que nos interesan, eliminamos las constantes de

13
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reaccion en las dos ultimas ecuaciones, renormalizando las concentraciones:

K2K5\ ' K
a= (B0 m -
Ky Ky (3.2)
KS 1/2 ¥ v KS 1/2 v
X: e — — E—
() W v=(z)
con lo que queda:
A = —KjsA+D,V?A
atB = —KBBX+DBV2B
X = A-(B+1)X+X?Y +V*X

0,Y = BX - X?Y + DV?Y

donde las constantes son:

Dag D
D = ~’ D:,.,—y
A,B Dm . 2
K, K
Ki=— 2 — 2
47Ky BT KK,

Las concentraciones de los reactivos y de los productos son controlados externamente, de
manera que permanecen constantes en el transcurso del experimento. Ademads, aunque al
inyectar reactivos desde los bordes se establecen gradientes de concentracién, las estructuras de
Turing aparecen en una regién estrecha entre dos planos de concentracion constante, de forma
que podemos suponer A y B constantes en ella. El sistema queda entonces reducido a dos
ecuaciones diferenciales:

X = A—(B+1)X + X?Y + VX

9Y = BX — X%V + DV2Y (3.3)

3.1 Analisis del problema lineal

Veamos cémo analizar el sistema de ecuaciones (3.3), que tiene 3 pardmetros independientes
A, By D, de los cuales elegimos como parametro de control la concentracién renormalizada
B. Un sencillo estudio del problema lineal (anédlogo al realizado en el apéndice A), muestra
que el estado estacionario y homogéneo dado por uy, = (X, Y;) = (A, B/A), puede sufrir
una inestabilidad de Turing o de Hopf, dependiendo de los valores de los parametros. Este
modelo es del tipo activador-agotamiento del sustrato, lo que significa que en las estructuras
espacio-temporales que aparecen las concentraciones de X e Y presentan un “desfase en 7”.
Para analizar la estabilidad lineal del estado de referencia lo perturbamos ligeramente:

X=X,+2, Y=Y +y (3.4)
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y estudiamos las ecuaciones de evoluciéon temporal para las perturbaciones:

B
Ox = (B—1)z+ A%y + Z:UQ + 2Azy + 2%y + Vz

B
oy = —Bx-— AQy — ZxQ — 2Axy — ny + DV?y (3.5)

que en forma matricial quedan:

2

B 2
5 T B B—1+V2 A2 T . %x +2Axzy+ 2y (36)
"\ N -B —A*+DV? Y —— 22 —2Axy— 2%y .
A

o de forma m&s compacta:

B
8tu:£u+<zx2+2Axy+x2y>(_11> (37)

donde u = (z,4)T es el vector de perturbaciones y £ es el operador lineal. La parte lineal,

J;u = £u tiene como solucién :

u, = ug e” ik (3.8)

donde o(k) es parametro de crecimiento de la perturbacién de nimero de onda k. Sustituyendo
nos queda un problema de autovalores:

1 1.2 2
B—-1—k A )uk (3.9

o (k)us = ( ~B A2 D}

La condicién de solucién no trivial viene dada por: det(£ — o(k) I) = 0, que nos conduce a la
ecuacion caracteristica o relacion de dispersion:

o(k)> —o(k)T+A =0 (3.10)
donde 7 es la traza y A es el determinante de la matriz £:

7 = B—1—(14D)k>— A

A = A2+ 2[A2— (B—1)D]+ Dk' (3.11)
En general, esa ecuacion tiene dos raices:
+ V72 —4A
o(k) = Z=YT (3.12)

2

El estado de referencia se desestabiliza cuando la parte real de o se hace positiva para algin
modo k. La condicién R(k) = 0 determina la llamada curva marginal, B = B(k), que da el
valor del parametro de control para el cual el modo k pasa a ser inestable. El minimo de esta
curva es el punto critico B., y el modo (o modos) correspondientes es el modo marginal con
k = k.. Podemos distinguir dos casos:
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Figura 3.1: Curvas marginales para las bifurcaciones de Turing y Hopf, en los diferentes casos.
(a) Inestabilidad de Turing (B > BI). (b) Inestabilidad de Hopf (BY < BT). (c) Punto de
codimensién dos (BX = BT).

Raices complejas conjugadas: bifurcacién de Hopf

Cuando las raices de la eq. (3.10) son complejas conjugadas, la curva marginal viene dada por
la condicién (o) = 0, equivalente a anular el coeficiente del término lineal en o de la ecuacién
(3.12):

BT =14 A%+ (1 + D)k? (3.13)

El punto critico es: BY = 1+ A% k. = 0, que corresponde a la condicién (A.8) encontrada
para un sistema general en el apéndice A.

Cuando B = B,, el estado estacionario y homogéneo deja de ser estable, en favor de un
estado homogéneo oscilante de frecuencia: o =i A. Se dice que el sistema sufre una bifurcacion
de Hopf. Hay que hacer notar que esta inestabilidad es intrinseca del sistema, independiente
de los fenémenos de difusion.

Raices reales: bifurcacion de Turing

La bifurcacién se produce cuando una de las raices de la ecuacion caracteristica se anula, o lo
que es lo mismo, cuando el término independiente se hace cero. Entonces la curva marginal
entonces viene dada por:

BT A* + E*(A* + D) + DK"Y (3.14)

1
= piel

cuyo minimo corresponde al punto critico condicién (A.11):

2w
Bl'=(1+An)?  kl=An= (A—T)2 (3.15)

donde hemos definido n = 1/1/D. (Estos valores corresponden a la condicién (A.9)).
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Figura 3.2: Curva en que ambas bifurcaciones se producen a la vez (ec. (3.17)).

La otra raiz es negativa, (o < 0), puesto que de lo contrario, ya estariamos més alla de la
bifurcacién. Se ve claramente si se escribe en la forma:

c=B-1-A*-(1+D)k*=B~- B (k) <0

funcién negativa por estar suficientemente cerca del umbral B ~ BT < B (ya que de lo
contrario el sistema sufriria primero la inestabilidad de Hopf). El nuevo estado es una estructura
de Turing, consecuencia de la rotura de simetria espacial. Cerca del umbral tan solo los modos
criticos tienen tasas de crecimiento préximas a cero, mientras que el resto de los modos se
amortiguan rapidamente y quedan esclavizados. Por tanto, la solucién al orden lineal es una
superposicion de los modos marginales, que son los vectores propios del problema lineal con

autovalor cero:
1

N

u; = Z ( —Q(l + An) ) (W;e™™ + c.c.) (3.16)
j=1 A

donde k;| = k. = /An.

El nimero de modos que contribuyen a la suma depende de la dimensién del espacio.
Serd N = 2 si estamos en 1-D, un continuo cuando estamos en 2-D o un continuo con dos
parametros en el caso 3-D. En este trabajo vamos a estudiar estructuras en el plano, por tanto,
tendremos en general un nimero infinito de grados de libertad. Sin embargo, nos limitaremos
a las estructuras regulares observadas experimentalmente: N = 1 para bandas y N = 3 para
hexagonos.

El tipo de bifurcacién que sufre el sistema dependera del valor de los parametros. En la
figura 3.1 se muestran las curvas marginales de cada bifurcacién para diferentes casos. En
particular las dos inestabilidades se producen a la vez cuando B/ = BT es decir, si:

V9I+AZ -1

N=—— (3.17)

Esta curva, representada en la figura 3.2, separa en dos al espacio de pardmetros: por encima de
ella se produce la bifurcacion de Hopf y por debajo se tiene el espacio de Turing, que siempre
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Figura 3.3: Tasa de crecimiento para diferentes valores del parametro de control B. Por encima
del punto critico existe una banda de niimeros de onda con o > 0.

permanece por debajo de n = 1, es decir, que el inhibidor difunde mds rapidamente que el
activador.

3.1.1 Calculo de los coeficiente lineales para la bifurcacién de Turing

Tomemos el vector de onda en la direccion del eje x. Cerca del punto de bifurcacion existe una
banda de modos marginalmente estables alrededor del nimero de onda critico (figura 3.3) con
tasas de crecimiento proximas a cero. En estas condiciones el sistema admite como solucién
lineal una superposicion de esos modos:

u= Zukeik- Zueat ik-x _ Zueatzk kcxikc-x

keAk keAk keAk

siendo Ak el rango de valores con ¢ > 0. Definimos la amplitud:

= Y ugetellthhe) (3.18)
keAk

La evolucién de esa amplitud viene dada por la llamada ecuacion de amplitud [23]:

U =tne®® = 3 o(k)uzet? (3.19)
keAk

Veamos como podemos obtener la derivada temporal de la amplitud. Desarrollando la tasa de
crecimiento alrededor de (B, k.), se tiene:

0o 0o 1 0%

o(B,k) =~ o(Be, k) + (k — ko) + (B-B.)+ = =— (k — k.)?
ok ke,Be oB ke,Be 2 Ok? ke,Be
1 0% 0%c
- — B—-B)?+ —— B-B — 2
toom  BoBP4gpnl  (BoByk-k)+ (320)
donde sabemos que o(B., k.) = 0, por ser precisamente la condicién de bifurcacién y que

do /0k|, g =0 (el punto critico es un maximo de o). Por otro lado, la relacién entre By k se
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Figura 3.4: (a) Curva B=B(k) y su aproximacién dada por (3.21) en linea discontinua. Se ve
que ambas coinciden cerca del punto critico. (b) Curva o = o(k) y la aproximacion (3.22).

halla a partir de un desarrollo andlogo de la curva marginal (3.14):

0B 1 9’°B

B~B,+ — i —k,)? 3
e+ % 5 B (k — ke)” + o(0k7)

(k — k) +
ke

ke

La primera derivada es cero en el punto critico, al ser éste un minimo de la curva, por tanto
hasta orden cuadratico:

’B

k?

(o5}

B - B, ~ (k —k.)* = 4(k — k.)? (3.21)

ke

DO | —

Sustituyendo esta relacién en la ecuacién (3.20), hasta orden (k — k.)? queda:

do 1 0%
o(B, k) o5 (B - B,) + 5 352 (k — ko) + o(6k?)

ke,Be ke,Bec

que de forma mas compacta puede escribirse como:

o(B,k) ~ oo[p — & (k — k.)? (3.22)
donde se ha definido:
JOZBa_U :M 2:__182_0 :B_BC
‘0B R n? 0 20y Ok2 ke Be a B.

El cédlculo directo de & a partir de la expresiéon de o dada por la eq.(3.12) es bastante
complicado. Sin embargo, en torno caso marginal o ~ 0 se tiene:

o= gg(k - kc)2 — B — Bc = Bcfg (k - kc)2
Utilizando la ecuaciéon B — B, = 4(k — k.)? obtenemos la expresién exacta para &y, que es la

misma que si utilizdsemos la forma completa de o:

4

2N7
(e
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La derivada temporal de cada modo viene dada por la ecuacién (3.22), que toma la forma:

Uy = Y oolp — & (k — k) Juge!=F (3.23)
ke Ak
Por otro lado se tiene que:
Puy, =— > uge” (k — k.)?eitk—he)w (3.24)
ke Ak

de donde se obtiene la ecuacion de amplitud lineal:

1004, = pu,, + 0%, (3.25)
con: 5_n L )
- De¢ -n 2
- = _ = 3.26
H="g EiTay, 9T Ty Ay (3:26)

siendo g la supercriticalidad, 7 el tiempo caracteristico de relajacién de las perturbaciones

(adimensionalizado por K; 1) y £ la longitud de correlacién (adimensionalizada por /D, /K}),
que nos da la longitud caracteristica de ‘influencia’ de las perturbaciones.

De este andlisis se deduce que las escalas lentas de espacio y tiempo de la dindmica de
amplitud son de distinto orden, ya que si los términos espaciales intervienen hasta un cierto
orden, las temporales no intervienen hasta el siguiente:

0, A~ 02A (3.27)

(Podriamos haber deducido este mismo resultado a partir de la ecuacién caracteristica (3.22),
va que o(k) ~ (k — k.)?).



Capitulo 4

Ecuaciones de amplitud

En el andlisis lineal hemos introducido la amplitud como parametro de orden, nulo antes de la
bifurcacién y que caracteriza el nuevo estado que aparece tras la inestabilidad. Mediante este
andlisis hemos obtenido el umbral para la bifurcacion de Turing y la ecuacion lineal que satisface
esta amplitud. Sin embargo esa ecuacion es incompleta, ya que, para que las perturbaciones
no crezcan indefinidamente, son necesarios términos no lineales que saturen su crecimiento.
Ademads, este andlisis no permite predecir el tipo de estructura que aparece después de la
bifurcacion. Por tanto, resulta necesario hacer un estudio no lineal del problema.

En un sistema pequeno, cuya dimensién caracteristica (L) es del mismo orden que la longitud
de onda de la estructura que aparece (\), los modos estan aislados, de manera que tan solo
unos pocos se excitan (variedad central) y el problema puede ser descrito con unos pocos grados
de libertad. Llamemos A; al conjunto de modos marginalmente inestables y A, a los modos
amortiguados, de forma que sus ecuaciones de evolucién pueden representarse mediante las
ecuaciones:

dA

d—tl = oA+ fi(Ar, Ag)

dA

d—t2 = 02A2+f2(A1,A2) (41)

donde 71 = 1/01 y 75 = |1/03| son los tiempos caracteristicos de evolucién de esos modos, que
verifican: 7 >> 75. Entonces, para fluctuaciones con tiempos 7y se tiene que:

dA
d—tl ~ |0'1‘A2 << |0'2‘A2
y por tanto se puede suponer:
-1
AQ ~ _fl(AI;AQ) (42)
()

de manera que el segundo modo queda esclavizado por la dindmica del primero y puede elim-
inarse adiabaticamente de las ecuaciones [24]. Al introducir la expresién (4.2) en la ecuacién

21
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(4.1) se obtiene:

dA,

W 0'1A1 + F(Al) (43)

que nos dara la forma normal de la bifurcacion.

No incluimos por el momento ninguna modulacion espacial, pues como primer paso supo-
nemos que la estructura tiene una longitud de onda constante a lo largo del patrén, A.. Sin
embargo, en un sistema extenso (L >> ) se tiene una banda continua de modos inestables
(figura 3.3), con lo que, en principio, la variedad central tendria dimensién infinita. Para tratar
este tipo de sistemas se toman como parametros de orden las envolventes de las amplitudes
de los modos inestables. Ahora estas nuevas amplitudes no son constantes, sino que varian en
escalas lentas de espacio y tiempo, y el niimero de onda, a su vez, cambia de un punto a otro del
patrén. Como hemos visto en el andlisis lineal 9,4 ~ 92 A, por tanto, la ecuacién de evolucién:
en 1-D resulta:

atAl == 0'1141 + F(Al) + 5382141 (44)

Estas son las llamadas ecuaciones de amplitud que se pueden encontrar utilizando diferentes
métodos perturbativos. Los mdas comunes son el método de Galerkin-Eckhaus y el de las
muiltiples escalas. El primero consiste en desarrollar la solucién en modos de Galerkin para
encontrar las ecuaciones que satisfacen las amplitudes que los acompanan. Se pueden obtener
perturbativamente considerando que cerca del punto critico las amplitudes son pequenas y que
la contribucion de los términos con potencias altas es despreciable. Ademas la dinamica de los
modos no marginales (de tiempos de relajacion cortos) esta esclavizada por los modos criticos,
de manera que se eliminan adiabaticamente. El nimero de grados de libertad queda reducido
entonces a la dimension de la variedad central formada por los modos criticos.

En el método de las miiltiples escalas se desarrollan las soluciones cerca del umbral y los
operadores diferenciales en serie de potencias de un pardmetro pequeno, €, que mide la distancia
al umbral y que estara directamente relacionado con la supercriticalidad. De esta forma se
separan las distintas escalas espacio—temporales y las ecuaciones de amplitud se encuentran
procediendo orden por orden en €. Este es el método utilizado a continuacion para el Bruselator
por tener una interpretacién fisica mas clara.

4.1 Analisis débilmente no lineal

Partimos de las ecuaciones de evolucién para las perturbaciones (3.7):

B
8tu:£u+<zx2+2Aa:y+g;2y>(_11> (45)

donde u = (z,y)" es el vector de perturbaciones y £ es el operador lineal:

B -1+ V? A?
L= ( -B —A2+ DV? > (4.6)
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Al igual que en el analisis lineal elegimos como parametro de control la concentracién renor-
malizada B. Se toma como solucion un desarrollo perturbativo en términos de potencias de
€

B = B.+¢B +¢eBy+ ...

u = eu1+62u2+e3u3+...

Cuando B; = 0, como ocurre en el caso de bandas, la bifurcacién es supercritica, mientras
) 3 J

que de lo contrario, -por ejemplo para los hexdgonos-, se tiene una bifurcacién subcritica, mas

dificil de tratar. Analizemos cada caso por separado.

4.1.1 Caso de bandas

En este caso podemos considerar inicamente la direccién del patréon de bandas para simplificar
el desarrollo. Teniendo en cuenta la relacién 9, A ~ 92A encontrada en el andlisis lineal, las
escalas lentas de espacio y tiempo se pueden desarrollar en funciéon de € en la forma:

0, = Oy +€dx
8,5 = 67-+626T

Introduciendo estos desarrollos en el operador lineal de la ecuacién (4.6), éste se expresa también
como una serie de potencias de e:

£ = fg + 6£1 + 62£2 + 63£3 + ...

donde:

o B, — 1+ 0,,> A2
0= -B, — A2+ Da,,”

o [ Bi+20u,0x 0
L= -B 2D0,,0x

r— By+9% 0
> -B, D&%

Para obtener las ecuaciones de amplitud basta ir orden por orden en e:

Orden ¢: Se recupera el problema lineal:
(8’7' - £0)111 =0

cuyas soluciones son las encontradas en el capitulo anterior (ecuacién (3.16)). El caso de bandas
corresponde a N = 1:

u; = ( ; > (Wie™" + c.c.) (4.7)
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donde: o = —n(1 + An)/A y c.c representa el complejo conjugado, que se incluye para obtener
una solucion real.
Son necesarios también los autovectores del operador adjunto £¢, dados por:

An
1+ An

£Iv=0=v=(1,3)e*", p=

que cumplen la relacién de ortogonalidad:
< v(k)|uk') >= e (1 — 1?)

Para encontrar las ecuaciones de evolucién de las amplitudes, debemos ir al orden siguiente.

Orden €2: Se tiene:
BC 1 [ T
(87—0 — .fg)ll2 = £1111 + (—ZE% + 2141‘1 yl) = 2 (48)
A —1 I,
de modo que, a orden 2 y superiores, se obtienen ecuaciones lineales inhomogéneas de la forma:

Lolli = (67 - .fg)lli = Ii (49)

La matriz Ly no es invertible, ya que tiene un autovalor cero, el correspondiente al modo critico.
Por tanto, el sistema tiene soluciéon tinicamente cuando nos restringimos al subespacio en que
el problema es invertible, es decir, cuando I;—Ker(Lg), que es lo se conoce como condicidn
alternativa de Fredholm [24]:

<v|; >=0 (4.10)

a la que sélo contribuyen los términos resonantes con los modos criticos debido a la ortogona-
lidad de los modos de Fourier. Habitualmente no se obtiene nada de ella a este orden, ya que
se cumple de manera trivial, pero aplicada a nuestro caso, para e**<” queda:

B\W, + 2ik 0x W, — n*(=ByW, + 2ik,DoxW;) =0 = B; = 0 (4.11)

Esto significa que €2 = (B — B,)/B., es decir, que la bifurcacién es supercritica, y que la forma
normal es:

A = A — gA®

La solucién a orden 2 es suma de la solucién general del problema homogéneo y una solucién
particular del sistema completo. Teniendo en cuenta que la parte no lineal de I,; contiene
términos cuadraticos en xy, 31, la solucion toma la forma:

= (oo ey (o) () (G2 )enrea] i

Podemos encontrar los coeficientes de la solucién particular sustituyéndola en la ecuacién (4.8)
y recordando la ortogonalidad de las ondas planas:
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e e%: Se obtienen los coeficientes del modo k& = 0:

a = 0 (4.13)
-2
by = —5(1— A% Wl (4.14)
e e'ke': A pesar de aplicar la condicién alternativa de Fredholm, sobreviven términos reso-

nantes debido a los términos espaciales. Se obtiene la relacién:

Aby —2i
= k.0x W, (4.15)
n(1+An)  An(1 + An)

Para calcular los coeficientes explicitamente deberiamos exigir también que la solucion
particular sea ortogonal a la solucién general del problema homogéneo; sin embargo para
nuestro andlisis nos basta con esta relacion.

a; +

e eiZkeT: [ o5 coeficientes del modo k = 2k, resultan:
4(1 — A%np?
0 = (T%U)Wl? (4.16)
—(1+4An)(1 — A%p?
b, — & ;71)42 1 )Wf (4.17)

Para llegar a las ecuaciones de amplitud debemos analizar el orden siguiente:

(4)

Orden ¢*: La ecuacién a este orden queda:

B.
(87— — £0)113 = £1U2 + (—8T + fg) ug; + 122511‘2 + 2A(y11‘2 + ygl‘l) + LE%yl

o (7)=(1)

De nuevo aplicando la condicion alternativa de Fredholm:

o en forma més compacta:

< V|13 >=0
se tiene:
—(1 + aﬁ)@mwl + (1 — ﬁ)BQWl + (1 + Dozﬁ)a?(Wl + 2ikc[6X(a1 + WQ) + ﬁDax(bl + OtWQ)]

2B, —
+ A as + 2A(b2 + CLQO&) + 304W12 (1 - 6)W1 + 2Ab0(1 - ﬁ)Wl =0

Sustituyendo v y 3, y recordando la relacién (4.15) se llega a:

B, 4 1
1—02o W, = wWi+—m 2w, — ———
(1=n")0rs 1+ An 1+1+A778X b 943y

(—8A%)? +5A%2+-38An—8) W, |*W, (4.18)
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. e

_____________

Figura 4.1: (a) Bifurcacién subcritica. (b) Bifurcacién supercritica.

3

Si multiplicamos esta expresion por € se recuperan los operadores espacio—temporales y recon-

struir la solucién:
0, + €20p = 0, Opo + €0x = 0,

€By=B—B, W, +Wy=T (4.19)
llegandose a la ecuacién de amplitud:
100, A = uA — g|lA?A+ DTH2 A (4.20)
donde:
1—n? B - B,
7'0 —= /[(/ =
84 38An+5A%7 — 843P I (4.21)
7= 9437 (1+ An) )

Los coeficientes lineales D', 7y v 11 coinciden con los hallados en el capitulo anterior, como era
de esperar. Ademas comprobamos que, efectivamente, la ecuaciéon de amplitud, sin la difusién,
corresponde a la forma normal de una bifurcacién pitchfork (de horquilla) supercritica (figura
4.1):

100 A = pA — g|APA
Si tomamos como solucién T = Re'® y separamos las partes real e imaginaria:

OR = uR—gR? (4.22)
09 = 0= ¢ =cte (4.23)

La segunda ecuacién indica que la fase es un modo marginal, de manera que la ecuacion queda
invariante bajo una traslacién de fase, equivalente a una traslacion espacial ©+ — =+ Ax. Esta
simetria de la ecuacion de amplitud se rompe en la direccion del vector de ondas del patrén,
ya que las soluciénes no son invariantes bajo traslaciones.

Por otro lado, la ecuacién para la amplitud tiene dos soluciones estacionarias:

e R, = 0, la solucion estacionaria y homogénea que, como comprobaremos mas adelante, es
estable cuando p < 0, es decir, por debajo del punto critico;

e Rp = y/11/g, solucién no trivial, que es estable por encima del umbral B..
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\qx
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Figura 4.2: Dominio de vectores de onda que intervienen en la modulacién espacial de un patron
de bandas en 2-D.

La ecuacién (4.20) rige la evolucién espacio-temporal de la amplitud més alld del punto de
bifurcacion. Su forma es la misma para cualquier sistema unidimensional que sufra una ruptura
espacial de la simetria. Sin embargo, en sistemas bidimensionales debemos tener en cuenta las
modulaciones de la amplitud no sélo en la direccion del nimero de onda, sino también en la
perpendicular a él. La generalizacion de esta ecuacién no puede hacerse de manera trivial,
ya que los operadores diferenciales dependen de distinta forma del pardmetro e [24] segiin las
direcciones:

8, = Oy + €0y (4.24)
Oy = 0y +e0y (4.25)

Esto se debe a que si tomamos % en la direccién del nimero de onda de las bandas, y lo
perturbamos ligeramente (figura 4.2):

el operador laplaciano al orden més bajo queda:

V? ~ k2 4 2¢.ke + g (4.26)

Por tanto, ¢, ~ ¢; y entonces:
OrA~ 07A ~ 0,A (4.27)

Si realizamos el mismo desarrollo teniendo en cuenta la modulaciones de la amplitud en la
direccién ¢, se obtiene la ecuacién (4.20) pero con el cambio 20,,0x — 20,,0x + 0% (que se
deduce de la ecuacién (4.26)), que es la llamada ecuacidn de Newell-Whitehead—Segel (NWS):

1
o 05 )* A (4.28)

100, A = pA — g|A|*A+ DT (0x +
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Las caracteristicas del sistema concreto solo afectan a los coeficientes, ya que la forma de esta
ecuacion es general para el caso de un patrén de bandas (o rollos para conveccién R-B [25]): el
término lineal corresponde al crecimiento exponencial ya obtenido del andlisis lineal, el ciibico es
el responsable de la saturacion de las perturbaciones y el difusivo da cuenta de las modulaciones
espaciales de la amplitud de las bandas, esencial para estudiar defectos e inestabilidades de fase.

4.1.2 Solucién hexagonal

En un patrén hexagonal se tiene simetria quiral (r — —z,y — —y), y por tanto no hay
diferencia entre las direcciones &, 7. Los operadores espaciales en este caso se pueden tratar
conjuntamente, ya que se desarrollan en la misma escala:

V = VO + 6V1 (429)
El operador temporal, teniendo en cuenta el andlisis lineal, se toma al igual que antes como:
0, = 0, + *0p (4.30)

Introduciendo estos desarrollos en el operador lineal de la ecuacién (4.6), se tiene al igual que
en el caso de bandas:

£ = .fg +€£1 +€2£2 +€3£3 + ...

donde ahora:

o B, — 1+ V,? A?
o = —B. —A2 4+ DV,?

P By +2V,V, 0
= — B, 2DV,V,

P By+V:Z 0
2T ~By, DV?

Orden ¢e: Se recupera de nuevo el orden lineal y la solucién corresponde al caso N = 3 de la
ecuacion (3.16):

1)< 4

u; = ( N ) (W™ +ce), |k =k, (4.31)
7=1

donde o = —n(1 + An)/A y con la condicién de resonancia k; + ko + k3 = 0, es decir, son tres

sistemas de bandas a 120°.

Al igual que en el caso anterior, para obtener las ecuaciones de amplitud debemos llegar
hasta orden €.
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2k,
[ ) ’ Y [ ] [ ]

Figura 4.3: Modos que intervienen en el desarrollo.

Orden ¢%: La ecuacién queda:

. — Lo)ug = Lyug + | —x] + 24z = 4.32
0, — £ £ Be 294 1 I
A -1 ]2y

De nuevo la condicién resolutiva viene dada por la alternativa de Fredholm, en la que los
términos no lineales intervienen debido a la condicion de cierre. Se tiene una para cada modo;
en particular para ky:

<[l >= 0= v, I5) + v, I5) =0 (4.33)

donde Ig(il) son las proyecciones de la parte inhomogénea sobre el modo 1:
B. o
D = B + ik, (- Vi)W +2 (Z + 2Aa> W, 77,

1
Y

) = _BW, + 2iDak, (i - V1) Wy — 2 (% + 2Aa> W, 77,
Recordando que v, =1y v, = 3, la condicién resolutiva queda:

(1—5) <31W1 + %(1 — AQnQ)W2W3) + 2ik.(1 + Daf) + D(ny - V1)W1 =0
y dado que la parte imaginaria se anula, se tiene:

B\W; + %(1 — AW,y W3 =0 (4.34)

Las otras dos condiciones se obtienen mediante permutacién ciclica de los subindices. De aqui

vemos que B; # 0, de modo que la bifurcaciéon es subcritica, y por tanto no es tan facil de
analizar como la supercritica.

Pero a este orden la ecuacion de amplitud no satura y debemos ir al siguiente orden, para

lo cual es necesaria la solucién a segundo orden. Puesto que en la ecuacién (4.32) hay términos
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hasta orden cuadratico en x, ¥, la soluciéon general es:

Z2 _ 1)< (1) ikjr ag
(3/2) N (Oé>j§1(Wj R Hee) bo

3 3 3
aj ik;r @jj i2k;-r @i—j i(ki—k;j)r
+ [Z(bj>e +j§1<bjj>e +Z<bij>e + c.c.

j=1 i<j

(4.35)

donde el primer sumando corresponde a la solucién del problema homogéneo. En la figura 4.3
se muestran los modos resonantes con los modos criticos.
Sustituyéndola en la ecuacién (4.32) encontramos los coeficientes de la solucién particular:

e €% son los mismos que para las bandas:
apg = 0
-9 4.36
bo = (U= AMP)(WAP + Wl 4 W) (30
e eZkiT: ge tiene:
41— A%,
i = 5 a2 Vi
I 4.37
—1n(1+ 4An) (4.37)
bjj T 4
ik;-r.

e e aligual que en el caso de bandas, también sobreviven términos resonantes, obteniéndose
la misma relacion entre los coeficientes:
Aby B —2i
n(1+An)  An(1+ An)

ko VW (4.38)

a; +

En este caso vamos a necesitar las expresiones completas de estos coeficientes. Imponemos
la condicién de que la solucién particular sea ortogonal a la solucion de la ecuacion
homogénea, es decir, a los autovectores del problema lineal, de modo que se llega a:

—2ik.n(14+ An) .
VW,
Af$+mW+A#m s (4.39)

@

b = —— 4
! n(1+ An) ™

Orden €3: TLa ecuacién a este orden:
B, 9 1
(67 — .fg)llg = £1112 + [—aT + fg] u; + (12251252 + 2A(y1$2 + ygxl) + xlyl) 1 (440)

que solo se utiliza para aplicar la condicién resolutiva. Para el modo k;:

< VI >= 0= v,I{}) + v, I}) =0 (4.41)
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donde ahora:

L) = —0;Wi + (By+ VOW, + [By + 2ike(fy - V1) (ay + W)
+ 2%W2 Wa + 24(bg Wy + bW + by_oWa + by Wy + boTWa + 53 W + TV Ty
+ oW T,) + a(3[Wi |2 + 6|Wal2 + 6]W52) Wy + 2 (% + Aa) (a1 W1 + a1_o W,
oW+ GV s + T3V + Wy Ws + W)

L) = —adW, + (—By + aDVAW, - By(a; + W) + 2ik.D(iy - V1) (by + aWV)

Bi— — — - (1) —
— QZIWQ W3 — 2A(boW1 + b11W1 + ()1,2W2 + b1,3W3 + bgWg + b3W2 + onél) W3

) B, _
+ aW;(),U WQ) - @(3‘W1‘2 + 6|W2‘2 + 6‘W3|2)W1 -2 <Z + A()t) (CLUWl + al_QWQ
(1)

b oa_a W+ @WWa + G Wo + WO W5 + WS T,)

Sustituyendo las expresiones de los coeficientes de la solucién a orden € y agrupando los
términos, la condicién resolutiva a este orden queda:

2 1 (1) B, — — 1- A2772 (> (1)
(1 —-n )aTl/Vl = 1 n An BlWl + BQWl + QIWQ W3 + 2T(W2 W3 + W3 WQ)

— GWAPWy = B (W] + [W5]") W7 | +

4ik,. — . —_ —
+ M[WQ(H?) : vl)Wg + W3(n2 . Vl)WQ]
diken(1 — A%n?) . — _
T (g 2 VO E Wil VI (4.42)

4
14+ An

(R - V1) W)

Para obtener las ecuaciones de amplitud debemos mezclar los érdenes, lo cual es légico si
recordamos que la solucién no es una funcién homogénea del parametro €. Sumando la ecuacion
(4.34) multiplicada por €* y (4.42) por €® y tras reconstruir los operadores y la solucién como
en el caso de bandas:

67+€26T = at V0+6V1 =V

4.43
6282 e B — BC GWZ' + GQWZ'(I) = Ai; ( )

se tiene:

oA = MA1jUZQZ3—_9|é|2 Al—h_(‘A2|2+|A3‘2)A1
+ i1 [A2 (R3- V) Az + A3 (2 - V) Ay (4.44)
+ As

i By [Ag (g - V) Ay + Ay (g - V) As] + DT (g - V)? A4

(Mediante la rotacién de los subindices se obtienen las ecuaciones de evolucién para las ampli-
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tudes Ay y A3z). Los coeficientes estan dados por:

_ 1= _ B-B,
o= 1+ An r= B,
4 1—Ap 1
DT - - 29— 2 —
B, ! A(1x4n) 2ak
5 = 4k, B, = —4k.n(1— An)
"7 AB, 2T AA2 42 (14 An)Y
. 1—8+38A77+5A2772—8A3773 I —3+5An+TA?n? —3 A%}
77 9 Ay (1+An) - Ay (1+An)

(4.45)
Para que las amplitudes saturen a este orden es necesario que los coeficientes g y h sean po-
sitivos, ya que de lo contrario deberiamos llegar hasta 6rdenes mas altos para conseguir su
saturacion, dando lugar a otro tipo de bifurcacién. El coeficiente u es la distancia al umbral,
mientras que v, coeficiente del término cuadratico que rompe la simetria A — — A, esta rela-
cionado con la amplitud de los hexdgonos que aparecen tras la inestabilidad. Los términos
espaciales estabilizan patrones hexagonales con niimeros de onda distintos al critico y ligera-
mente distorsionados. Como era de esperar, el coeficiente del término lineal D’ es el mismo
que el obtenido para bandas, lo cual era de esperar ya que se deriva del andlisis lineal, que no
diferencia entre las distintas estructuras de Turing.

La forma de estas ecuaciones de amplitud es general para cualquier sistema en el que aparece
una solucién hexagonal (por ejemplo en conveccién de Bénard—Marangoni la derivacién de estas
ecuaciones puede encontrarse en las referencias [26], [27]). Para el Bruselator A. De Wit [13]
calcul6 los coeficientes espacialmente homogéneos. En esta seccién se han completado los
desarrollos con los términos espaciales: uno lineal y dos cuadraticos, que tienen interés en el
marco de la dindmica de fase, problema que sera objeto de estudio en el siguiente capitulo. Se
podria pensar que los términos espaciales no lineales son despreciables frente a los otros, sin
embargo, en el caso del Bruselator los coeficientes 3; y (35 son del mismo orden que los demas
coeficientes y no pueden considerarse despreciables.

Para encontrar la forma normal de la bifurcacion que corresponde a estas ecuaciones nos
olvidamos por un momento de las modulaciones espaciales:

T00 A = A +vAy Az — g | Ay ‘2 Ay —h(] Ay |2+ | A3 ‘Q)Al

Tomando como solucién A; = Tje? y separando la parte real de la imaginaria, se tiene:

Fase: Las fases cumplen:

T 1700101 = —vT5T3sen®
donde hemos definido la fase total ® = ¢; + ¢ + ¢3, cuya ecuacion de evolucién es:
ﬁﬁ+ﬁﬁ+ﬁﬁs

5,8 = —
0% v T.T,T,

en®
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Figura 4.4: Hexdgonos obtenidos en la reaccion CIMA [28]. Las zonas oscuras corresponden
a minimos en la concentracién de activador, mientras que las mas claras son méximos. (a)
Hexagonos de fase total cero, Hy (b) Hexdgonos de fase total 7, H,.

A diferencia del caso de bandas las fases no son constantes, sino que su evolucién estd ligada
por esta ecuacion. La traslacion de dos de los vectores de onda es libre, pero para mantener
la estructura hexagonal es necesario que el tercer vector siga el movimiento de los otros dos de
acuerdo a esta ecuacién. La fase total relaja mondétonamente hacia uno de los dos puntos fijos:
e siv>0= ®=0= H, estable (figura 4.4a).
e siv<0= & =7 = H, estable (ver foto 4.4b).

Moédulo:
700,11 = uT + || TyTy — gTy* — h(Ty + T)T)
Sus soluciones son:
e T, =0, es el estado estacionario y homogéneo.

o Ty =1/u/g, To = T3 = 0, corresponde a las bandas.

o Tv=|/(h—9),Ta=Ts= \/u — gT%/(g + h) es un modo mixto siempre inestable en el
Bruselator.

e Ty =T, =T; = H es la estructura hexagonal, aparece como solucién de la ecuacion:

10 H = —H |(g+ 2h)H? — i — |v|] = —H(H — H_)(H — H)

con dos soluciones estacionarias, H = H., cuya estabilidad estudiaremos en la seccion siguiente.
Esta ecuacién es la forma normal de una bifurcacién subcritica, mas dificil de tratar ya que el
analisis se hace alrededor de amplitud nula, cuando en realidad la amplitud pasa de cero a un
valor finito, no forzosamente infinitesimal (ver figura 4.1).
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Figura 4.5: Representacion de los vectores unitarios en las direcciones de los vectores de onda
n; y los ortogonales 7;.

En lo que sigue conviene expresar las derivadas espaciales en funcién de vectores correspon-
dientes al modo sobre el que actian. Para ello introducimos una base de vectores ortonormales
en cada direccién n; (ver Figura 4.5):

) 1. V3., 1. V3.
No = —5713 + 77’3 ns = —§n2 - 77—2 (446)

de manera que sustituyendo ésto en la ecuacion de amplitud, queda:

atAl = /,LA1+UZQZ3_Q‘A1|2 Al—h(|A2‘2+‘A3|2)A1
+ ia1 [ZQ azg Zg, —|—Z3 812 ZQ]
+ i()tg [ZQ 673 Z3 - Zg 672 ZQ] + 6%1 Al (447)

donde utilizamos la notacién estdndar para las derivadas direccionales: (n; - V) = 0,, v hemos
renormalizado el tiempo para eliminar 7y y el espacio para eliminar DT. Sélo se modifican los
coeficientes de los términos espaciales, que ahora son:

ap = \/%(ﬂl - %52) Qg = \/ﬁ 3 (4-48)

Se han representado en la figura 4.6, donde puede verse que «; es siempre positivo, mientras
que s puede cambiar de signo (cuando An = 1). Cuando ay = 0, se tiene también que vy = 0
y por tanto en tal caso v ~ pu. Ademds hay que hacer notar que oy >| ay |.
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Figura 4.6: Representacion de los coeficientes oy y ay para (a) A = 4.5, (b) A = 2.0. La
linea discontinua indica el rango de validez de estos coeficientes, ya que a la derecha de ésta se
produce antes la bifurcacién de Hopf (véase (3.2)).

4.2 Estabilidad de las soluciones

Para estudiar la competicién entre bandas y hexdgonos se parte de las ecuaciones de amplitud!:

aTAl = MA1+UZQZ3—Q|A1‘2A1—h(‘A2|2+‘A3‘2)A1
+ iOél [ZQ 8,63 Z3 +Z3 8,02 ZQ]
+ G [AyOry Ay — A3 0, Ap) + 07 Ay (4.49)

que son validas para ambas estructuras con A; = A3z = 0 para el caso de bandas; para un
patron hexagonal los otros dos modos cumplen ecuaciones analogas a ésta que resultan de la
permutacion ciclica de los indices (invariancia por rotacién 27/3).

En trabajos anteriores [13] se ha estudiado la estabilidad de las estructuras con nimero de
onda igual a k., obteniendo las ecuaciones de amplitud sin los términos espaciales y estudiando
la estabilidad relativa de estas soluciones. A continuacion se realiza un andlisis mds general,
teniendo en cuenta que los términos espaciales permiten la estabilidad para nimeros de onda
ligeramente distintos del critico.

4.2.1 Solucion de bandas

Tomemos como solucién una estructura de bandas con un nimero de onda que difiere en
q del critico: A = Be'". Al sustituir esta expresién en la ecuacién (4.49) se obtiene que

B = /(;n— ¢?)/g. Para estudiar la estabilidad relativa de las bandas frente a los hexdgonos,

tomamos perturbaciones que favorezcan la aparicion de éstos:

Al = B(l + Tl)eiqxl AQ = 7“26in2 A3 = T36iqx3 (450)

'Las modulaciones en la direccién de §, que para las bandas aparecian a través del término 85, quedan
incluidas en 831_, puesto que en esta seccion se trata de estudiar la estabilidad relativa de las bandas frente a
perturbaciones hexagonales. Sera diferente cuando se analicen en el capitulo siguiente las inestabilidades de fase
que sufre un patrén de bandas estable frente a perturbaciones de amplitud, caso en el que hay que partir de la
ecuacién NWS (4.28).
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donde x1, x5, x3 indican las direcciones de los vectores de onda correspondientes a los hexdgonos,
que cumplen z; + 5+ 23 = 0. En este caso no se anade una fase en la perturbacion, ya que tan
solo conduce a la invariancia traslacional en la direccion del vector de onda, tal como vimos en
(4.23). Para no complicar los desarrollos vamos a considerar los términos espaciales nulos en lo
que sigue: a3 = ay = 0.

Sustituyendo esta solucién en las ecuaciones de amplitud (4.49) y queddndonos tinicamente
con los términos lineales se tiene:

—2(u— ¢*) , 0 0
r1 g— 9 r1
' —h
T3 0 vB g ; (FL o (]2) s

Ademds, suponemos un crecimiento exponencial de las perturbaciones: r; = a;e*, de forma
que las bandas permanecen estables cuando los autovalores son negativos:

Moo= 2u—-4¢*)<0 (4.52)
M = (¢g—h)B*+|v|B<0 (4.53)

Se ve claramente que si ¢ — h > 0 las bandas son siempre inestables (An < 0.564). Nos
centraremos en el caso mas interesante en que g — h < 0, para el cual A_ < 0. La condicién
A, < 0 determina la curva de estabilidad de amplitud de las bandas frente a los hexagonos,
dada por:

2

2 qu
pn—q > ——-
(g—h)?

g—h)?
g

— h)?
— v2p? + (mm _ >u+ (9 p ) ¢ +uvg <0 (4.54)

cuyas raices son:

(oo~ ) & o g (2 )

2
201

KBt = (4.55)

que son reales si:
(g —h)?
9
El rango de ¢ en el que esto se cumple viene dado por:

Q — h)?
gs :iJU—l, a= % S (4.57)

e a<0(0.564 < An < 0.879): las raices son complejas conjugadas y por tanto las bandas
son inestables para cualquier valor del pardmetro de control (figura 4.11a).

> 4vy (vg + v1¢%) (4.56)

Se distinguen dos situaciones:
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e a> 0 (0.879 < An < 2.418): existe un rango pup_ < p < ppy en el que las bandas son
estables frente a perturbaciones homogéneas. Este caso se ha representado en las figuras
4.12a y 4.13a. Estas curvas son simétricas debido a su invariancia ¢ — —¢q. El rango de
estabilidad estd limitado por las raices (4.57).

Por otro lado, si consideramos los términos espaciales, el desarrollo es andlogo, solo que
sustituyendo vg — vg+2a;q. Esta correccion rompe la simetria ¢ — —¢q, de manera que ahora
las curvas se inclinan hacia la izquierda (por ser c; > 0 en el caso del Bruselator). Cuando
0.879 < An < 2.918 tanto los umbrales como el niimero de onda critico de la inestabilidad
cambian (figuras 4.12b y 4.13b). En el caso An < 0.879 (figura 4.11b), la introduccién de los
nuevos términos conlleva la aparicion de una regién de estabilidad de bandas con un nimero
de onda menor que k. delimitado por las raices de la ecuacién (4.56) modificada, que son:

—20, + \/4v% (vo — 517)
_ 4.58

4.2.2 Solucién hexagonal

La solucion hexagonal con un nimero de onda k = k. + ¢, viene dada por las ecuaciones:

Ay = He"®' | Ay, = He'1%, Ay = He'1% (4.59)
donde:
vt /2 +4(g+2h)(n — ¢?
HeH, = V (9 +2h) (1 = ¢?) (4.60)
2(g + 2h)
que satisface la ecuacion:
pn—q>+vH — (g4 2h)H? =0 (4.61)

(recordemos que se han tomado «; = a3 = 0 para simplificar las expresiones). Para ver en qué
condiciones es estable, introducimos perturbaciones homogéneas (9,r; = 9,¢; = 0):

Al = H(l +7r+ Z.¢1)€iqxl, AQ = H(l + 1o+ i¢2)6iqx2, A3 = H(l +r3+ Z.¢3)6’iqz3 (462)

Sustituyendo estas expresiones en la ecuacién (4.49) y separando la parte real de la imagi-
naria, el sistema de ecuaciones lineales para las perturbaciones resulta:

AN AT LA
2 > 1" b = vH—2hH?

T3 b b a r3

1 P

c d d
d) _ d ¢ d d) c = ﬂ_qQ_(g+2h)H2
2~ 21" d = —vH
d d c

o o



38 CAPITULO 4. ECUACIONES DE AMPLITUD

Figura 4.7: Hexdgonos reentrantes up (ascendentes por el centro) y down (el fluido desciende
por el centro) en conveccién Rayleigh—Bénard cerca del punto critico para e = 3.4y P = 4.5
[29].

De nuevo suponemos que: r; = a;e’t, ¢; = 1;e’", quedando un problema simple de autovalores,
dado por:

o1 = a+2b=vH —2(g+2h)H? (4.63)
oy = o3=a—b=—2vH —2(g— h)H’ (4.64)
of = c+2d=-3vH (4.65)
opp = opz=c—d=0 (4.66)

Dos de los autovalores de fase son cero, lo que significa fisicamente que existen dos direcciones
en las que se rompe la simetria traslacional a través de dos modos marginales. El tercer modo
de fase, que corresponde a la fase total, estd amortiguado y su dindmica estd esclavizada a la
de los otros dos. El signo de los autovalores de las amplitudes pueden cambiar dependiendo del
valor de los pardmetros. Los hexdgonos seran estables mientras oy y 09 sean negativos. Si nos
fijamos en la condicién (4.65) advertimos que:

e siv>0= H = H, >0, que son los hexdgonos de fase total cero, Hy. Los maximos en
la concentracién de activador estan en el centro de los hexdgonos, siendo analogos a los
hexdgonos up de conveccién, en los que el fluido asciende por el centro (ver figura 4.7).

e siv< 0= H=H_e"? <0, de fase total 7, H,. Son los minimos de activador los que
ocupan la parte central del hexdgono (equivalentes a los hexégonos down, en los que el
fluido desciende por el centro).

Ambos casos se pueden tratar conjuntamente tomando como amplitud hexagonal:

7o o] + /02 + 4(g + 20) (11 — ¢2)

2(g + 2h) (4.67)
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que es solucién de:
p—q*+|v|H — (g+2h)H* =0 (4.68)

Las condiciones (4.63) y (4.64) quedan:
u = (¢g—h)H*+|v|H >0 (4.69)
w = 2(g+2h)H*—|v|H >0 (4.70)
Podemos obtener de forma explicita el rango de estabilidad de los hexdgonos. Por un lado,
la primera condicion de estabilidad marginal equivale a:

-1 ?

o=0=ps—¢*= ——F— 4.71
! e e N PETy (4.71)
Sustituyendo v = vg + vy, las raices siempre reales de esta ecuacién, son:
=2 (vouy + 2(g + 2h)) £ \/4 (vovy + 2(g + 2h))2 — 4v? (v3 — 4(g + 2h)¢?) (4.72)
A = :

2
2v1

La raiz (+) corresponde a la curva marginal modificada por los términos espaciales (el minimo
se encuentra ligeramente por debajo de = 0, como corresponde a una bifurcacién subcritica),
que conserva la simetria ¢ — —¢q. Por debajo de este valor de p, los autovalores o; y 09 son
complejos con su parte real positiva, es decir, los hexagonos son inestables.

Por otro lado, cuando g — A > 0 siempre se satisface que 05 < 0. En caso contrario se
cumple cuando:

2 h — h)? — h)?
w—q* < %UQ =>vfu2+ <2v0v1 — %) u+v§+(2997+i)lq2 >0 (4.73)

Las raices de esta ecuacion nos dan los limites del rango en el que los hexdgonos son estables:

— (2001 — 525) = [ (2000 — S22)” — a0 (1 + S22 )

= 4.74
HH+ 207 ( )
que son reales a condicion de que:
(9 — h)2 2
— > 4.75
29+ h w1 (g + v1¢%) (4.75)
Esto se cumple entre los valores:
s (g —h)?
_ : — — 4.76
e (] ﬂ 4?)1(29 + h) 0 ( )

Surgen dos situaciones diferentes:
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Figura 4.8: Umbrales de estabilidad para las estructuras de Turing tomando ¢ = 0, en funcion de
An. Se distinguen tres regiones diferentes: (I) los hexdgonos son siempre estables por encima
de pa (regiéon sombreada); (II) los hexdgonos no se desestabilizan nunca y las bandas son
estables entre las curvas pp, (zona rayada); (III) existen dos regiones de estabilidad separadas
para la solucién hexagonal, estructura que coexiste con las bandas en dos rangos distintos del
pardmetro de control up_ < pu < pp_y ppy < i < pgy (ver seccién 4.3).

e si 3 <0(0.564 < An < 0.953) no existen raices reales con ¢ = 0 y por tanto los hexdgonos
con k = k. son siempre estables por encima de la curva marginal (figura 4.11a).

e si <0 (0.953 < An < 2.418) los hexdgonos son estables en dos regiones separadas: en
pa < p<pg-yen ugy < p(figuras 4.12a y 4.13a.

Si se tienen en cuenta los términos espaciales no lineales, el desarrollo es similar, cambiando
vg — vg + 2ay1q, de manera que, tal como ocurria en las bandas, las curvas dejan de ser
simétricas, y se modifican los umbrales y los niimeros de onda criticos. En las mismas figuras
pueden verse las curvas en las dos situaciones diferenciadas anteriormente.

4.3 Diagramas de estabilidad

Unificando las condiciones de estabilidad de hexdgonos y bandas del apartado anterior podemos
distinguir cuatro situaciones para ¢ = 0, representadas en la figura 4.9:

)2
Caso 1: % < v1vg.

Los hexdgonos son siempre estables en este caso, ya que la condicién (4.73) se cumple siempre;
por el contrario la condicién para la estabilidad de bandas (4.54) no se cumple nunca, con lo
que las bandas son siempre inestables. En el caso del Bruselator los hexdgonos que aparecen
son los Hy, por ser v > 0 por encima del punto de bifurcacién.
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Figura 4.9: Diferentes casos del Bruselator. En linea continua se representa la amplitud de la
solucion estable.
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Figura 4.10: Patrones de Turing transitorios obtenidos en un reactor abierto con alimentacién
en forma de rampa [30], es decir, que el pardmetro u crece de derecha a izquierda. Las zonas
blancas corresponden a maximos en la concentracién de activador (I7). A la derecha de la foto
aparecen el estado homogéneo, seguido de los hexdgonos H,. En la region central se tienen las
bandas y a la izquierda se tienen los reentrantes Hy. Corresponde al caso 3b.

Esto ocurre en la region An € (0.5642 — 0.8793). Ademds, no hay que olvidar que ha
de cumplirse de forma adicional la condicién (3.17) para que no se produzca la inestabilidad

oscilatoria.
Los diagramas de bifurcacion en el espacio (g, 1) se han recogido en la figura 4.11.

(g—=h)®
49 °

Caso 2: 4((’%% < vy <

Al igual que en el caso anterior, los hexdgonos son siempre estables, ya que (4.73) no tiene
raices reales. Ahora (4.54) tiene dos raices reales y las bandas coexisten con los hexdgonos en
la region definida por: pup < p < ppy. (figura 4.12).

Esto ocurre cuando An € (0.8793 — 0.9583).

Caso 3: vy < %.

En este caso tanto (4.54) como (4.73) tienen raices reales, de modo que las bandas son estables
si pup— < p < pps, mientras que los hexdgonos son inestables en la regién dada por pugy_ <
i < pgy. Existen dos regiones separadas de estabilidad, y aparecen los llamados hexigonos
reentrantes. Ademas, puesto que:

gv? (29 + h)v?

HB = m < pH = W (4.77)

se tiene que pup_ < pg- < pps < ppy, hecho que produce la coexistencia de ambas estructuras
y los fendmenos de histéresis en estas regiones. (figura 4.13)
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Puesto que ahora el producto vyv; puede ser positivo o negativo (esto no podia ocurrir en los
casos anteriores), cabe la posibilidad de que v cambie de signo al variar el parametro de control
p, produciéndose un cambio en la fase total de los hexdgonos (en p,). Se pueden distinguir dos
Casos:

(a) si wouy; > 0, no hay cambio en la fase total de los hexdgonos reentrantes, que se da en la
region del espacio de parametros An € (0.9583 — 1).

(b) si vou; < 0, existe un valor del parametro de control (u,) para el que v cambia de
signo. Puesto que ademads se cumple que pp- < i, < ftp4, los hexdgonos reentrantes tiene
fase contraria a la de los primarios. Esto sucede para An € (1 — 2.418). Este es el caso de
la fotografia mostrada en la figura 4.10, que ha sido obtenida inyectando los reactivos desde
planos no paralelos entre si, es decir, en forma de rampa. De esta forma el parametro de
control —concentracion de uno de los reactivos—, varia gradualmente en un plano con A = cte.
La banda oscura de la derecha corresponde al estado estacionario y homogéneo, tras el cual
aparecen los hexagonos H,. En la regién central se tienen las bandas y en la izquierda los
hexagonos reentrantes Hj.

Caso 4: caso particular en que vy =0 (y ay =0).

Se tiene que pp— = p, = pp— = 0. Los hexdgonos son, al igual que las bandas, supercriticos.
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Figura 4.11: Caso 1. Diagramas de inestabilidad de bandas (up+) y de hexdgonos (up+) para
An = 0.8 (a) suponiendo despreciable la contribucién de a; y g, (b) teniendo en cuenta los
coeficientes oy = 0.22, ap = —2.4-10~%. Estos producen la estabilidad de bandas en una regién

con k < k..
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04 q

Figura 4.12: Caso 2. Diagramas de estabilidad de amplitud para An = 0.92 (a) para a; = ay =
0, (b) teniendo en cuenta que oy = 0.22 y ay = —1.3-107*. Al incluir estos términos en el
andlisis, se producen modificaciones importantes en los umbrales de estabilidad.
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Figura 4.13: Caso 3b. Diagramas An = 1.59 (a) oy = as =0, (b) oy = 0.21, ap = —2.7-107%.
los términos espaciales no lineales dan lugar a importantes variaciones en los umbrales y en los
nimeros de onda criticos (ahora el nimero de onda critico es mayor que el obtenido del andlisis
lineal).



Capitulo 5

Ecuacion de la fase

5.1 Derivacion de las ecuaciones

En el capitulo 4 se ha estudiado la estabilidad de una estructura de bandas o de hexagonos
frente a perturbaciones homogéneas o de amplitud. Sin embargo, los patrones a menudo sélo
son regulares a pequena escala, mientras que a escalas espaciales mayores presentan defectos,
dislocaciones, fronteras de grano, etc. Las escalas temporales de la dinamica de fase son mucho
mas lentas que las que conducen a la saturacién de las amplitudes (pues son modos marginales
con 0 = 0). Derivamos aqui la ecuacién lineal de difusién para la fase mediante un analisis
perturbativo en torno a las soluciones que halladas en el capitulo anterior, introduciendo per-
turbaciones inhomogéneas de amplitud y fase.

5.1.1 Caso de bandas: inestabilidades de Eckhaus y zig—zag
Partimos de la ecuacién de amplitud obtenida en el capitulo anterior:

L62>2A (5.1)

_ o 2
B A = A — g|APA + <aX o

donde se ha renormalizado el tiempo y el espacio para eliminar 7, y D7
La solucion correspondiente a una estructura de bandas con un niimero de onda que difiere

en ¢ del critico es: A = Be', con B = ,/(u — ¢?)/g. Perturbando esta solucién con variaciones
dependientes del espacio:

A; = (B+ 7)€ P ~ B(1 41 + i¢)e'™® (5.2)

y separando la parte real de la imaginaria en la ecuacién de amplitud, se tiene:

q 1 Loy
1 1,

47
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Puesto que los tiempos de relajacion de las perturbaciones de amplitud son mucho mas
cortos que los correspondientes a la fase (son modos marginales o amortiguados), se puede
aplicar la aproximacion adiabatica 0;r = 0, de manera que, una vez que las amplitudes saturan,
su dindmica estd esclavizada por la de la fase. Por otro lado, puede suponerse 9r ~ 0 (nos
darfa términos del orden de 32¢) y lo mismo con todas las derivadas de r de ese mismo orden
(0,0, ~ 0, 9202¢ ~ 0). De la ecuacién para la parte real (5.3) se tiene:

r=——""0,¢

p=q
que ser sustituida en la ecuacién de la parte imaginaria (5.4) nos da:
O = Dy02¢ + D_02¢ — KO,¢

Esta es una ecuacion de difusion para la fase, donde los coeficientes vienen dados por:

1 — 3q° q 1
DZ(u—q2>’ AT

El tdltimo término puede considerarse despreciable frente al segundo (6;%5 << 8§¢), de modo
que la ecuacion lineal de la fase queda:

Oy = D”a§¢ + D,8§¢ (55)

Esta ecuacién ya fue obtenida para los rollos en conveccién de R—B.
Para estudiar la estabilidad lineal se supone ¢ = e!Q"* vy e] problema simple de autovalores
es:

A= —(D)Q; + D-Q;)¢ (5.6)

El sistema de bandas, por tanto es inestable cuando alguno de los coeficientes es negativo:

*Qy =0, D) < 0= Inestabilidad de Eckhaus, que tiene lugar para patrones con nimero
de onda suficientemente lejanos del critico. En este caso aparecen o desaparecen las bandas
necesarias para recuperar el nimero de onda critico (ver esquema 5.1a).

*Q, =0, D_ < 0= Inestabilidad zig-zag, que se da cuando la longitud de onda es mayor
que su valor critico; en este caso se produce una torsion en las bandas para aumentar el nimero
de onda efectivo (figura 5.1b).

Estos coeficientes se pueden obtener experimentalmente o mediante simulaciones numéricas
sin més que tomar como estado inicial una estructura de bandas con el nimero de onda adecuado
y medir el tiempo de relajacion del sistema. En la graficas 5.3, 5.4, 5.5 y 5.6 se muestran los
diagramas de estabilidad de las bandas, en la que se han incluido tanto las inestabilidades de
amplitud como las de fase. La curva de la inestabilidad de Eckhaus pu = 3¢?, simétrica en
cualquier caso, restringe la regién de estabilidad de las bandas. Por otro lado, aunque no se
indica en estas figuras, para ¢ < 0 se produce la inestabilidad zig-zag.
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Figura 5.1: Inestabilidades de fase para un patrén de bandas. (a) Inestabilidad de Eckhaus.
(b) Inestabilidad Zig-zag. [24]

5.1.2 Fase hexagonal

Partimos una vez mas de la ecuacién de amplitud:

KA = MA1+UZ2Z3—9‘A1‘2 Al—h(|A2|2+‘A3|2)A1
+ i()tl [ZQ 6:,,,3 Zg +Z3 8,;2 ZQ]
+ iCYQ [ZQ 87-3 Zg — Zg, 87-2 ZQ] + 851 Al (57)

Un patron completamente perfecto de hexdgonos, viene dado por:
Ay = He' ™ Ay = He'%2 Ay = He'd™s (5.8)

donde:

v+ 2gon] + /(v + 2900)? + 4(g + 2h) (1 — ¢?)
B 2(g +2h)

(5.9)

es la solucién de: p — ¢* + |v + 2qa|H — (g + 2h)H? = 0. (Se toma el médulo |v| para tratar
conjuntamente tanto la fase para los hexdgonos H, como para los Hy). Tomando perturbaciones
homogéneas, los autovalores que resultan son:

o = (v+2qa)H —2(g+ 2h)H?
oy = o03=—2(v+2qa1)H —2(g — h)H?
of = —3(v+2qaq)H

Of2 = O'f3:0
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Los vectores propios correspondientes son, tanto en el caso de la amplitud como en el de la fase:

1 1 0
i=1 1 Uy = | —1/2 3= | 3/2 (5.14)
1 —1/2 —V/3/2

El modo que corresponde a la fase total se amortigua, y por tanto sigue adiabaticamente a los
otros dos modos de fase, que son marginales -modos blandos o de Goldstone—, mediante los
cuales se rompe la simetria de traslacién de las soluciones. Veamoslo desde el punto de vista
fisico. Dada la solucién hexagonal: 1) = He*® 4 Heik(=2/24V3/2) | [l ¢ik(=2/2=V34/2) haio una
traslacion en la fase de las amplitudes en cualquiera de esas dos direcciones:

ol ¢1 1 0
¢ | =1 6o |+al| =172 | +b| V3/2 (5.15)
2 3 —1/2 —V/3/2

la nueva funcién obedece también a las ecuaciones de amplitud:
W = H ik i1 + Heik(frr/2+\/§/2y)ei¢f2 + Heik(fx/%ﬂpy)ewg (5.16)

Por tanto, el autovalor cero esta ahora infinitamente degenerado, es decir, que podemos mover-
nos de forma continua en el subespacio {#, 73} y obtendremos soluciones diferentes de las
ecuaciones de amplitud. Esto sucede porque al sistema no le “cuesta” cambiar de una solucién
a otra, ya que en esas direcciones el sistema se encuentra en el limite de la estabilidad. De esta
forma, la simetria traslacional de las ecuaciones se rompe, puesto que no se mantiene en las
soluciones.

Definiendo Az = a/k y Ay = b/k, puede verse que en realidad las traslaciones de la fase en
esas direcciones son equivalentes a traslaciones espaciales (v — x + Az y y — y + Ay), ya que
en la base de Fourier:

A,l Alez’kAac A, 1 0
Al | = | AgelkCAe/2ev320y) LAy | 4 ikHAz | —1/2 | +ikHAy | V/3/2
Aé A3eik(7AI/2*\/§/2Ay) A3 _1/2 _\/5/2

(5.17)
Las amplitudes quedan invariantes a lo largo de las direcciones de los modos marginales de fase
cuando:

Az = 2n\ (5.18)
2nA
Ay = — 5.19
y 75 (5.19)
tal y como puede verse en la figura 5.2.
Con esta argumentacion general, queda justificada la aproximacion adiabdatica que se utiliza
a continuacién para obtener la ecuacion de la fase. Para ello, como en el caso de bandas, se
toman perturbaciones inhomogéneas de amplitud y fase:

Ay =H( 47 +ig)e'™ =123 (5.20)
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Figura 5.2: Vectores de onda en un patron hexagonal k; y direcciones invariantes bajo trasla-
ciones (A denota la longitud de onda correspondiente).

Sustituyendo ésto en la ecuaciéon de amplitud y separando parte real e imaginaria :

orry = (p—q*)ri+ 8517“1 —2q 0,01+ |v+2qar | H(rg+13) —2h H? (ry + 19+ 13)
— 3gH2 T+ qu(@md)Q + 8,03@53) + OLQH(aT3d)3 — 872@)

Ordr = (n—q*)pr+ 02,01+ 2q 0y, — | v+ 2qay | H (2 + ¢3) — (9 + 2h)H? ¢,
+ ole(amrg + 8x37“3) + OLQH(87-3’I“3 - 87-27“2)

(se obtienen ecuaciones andlogas para 79,73, ¢o, 3, Sin méas que permutar ciclicamente los
subindices.)
Teniendo en cuenta que 1 — ¢*> = (g + 2h)H? — |v + 2a.1q|H y sustituyendo:

a’rg = i\/gaxg - gaxga a7’3 = 23£ g

- Oy, +

Oa, (5.21)

las ecuaciones anteriores quedan en la forma:

orry = 6%17“1 —2q0,, 01+ |v+2qo | H(ro4+73—11) —2hH?*(ry +13) —2gH* 1,

+ (041 + ?O‘Q)H(am@ + aﬂcgd)?)) + ?O‘?H(aﬂad)?’ - amd)?)

3
Oor¢1 = 8§1¢1 +2q 0,1 — |v+2qo1 | H(¢1+ ¢ + b3) + (o + %O@)H(azﬂﬁ + O, 73)

2V/3

+ TOLQH(GM’I“:), + 6:,337“2)
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Al igual que en el caso de bandas se aplica la reduccion a la variedad central para eliminar
las amplitudes, ya que tal como se ha demostrado anteriormente, sus variaciones son mucho
mas rapidas que las de la fase y pueden considerarse constantes durante una oscilacién de la
fase (Orr; = 0). Por otro lado, la fase total ® es un modo amortiguado (decae monétonamente
hacia 0 o 7) y por tanto también puede eliminarse de las ecuaciones, dr® = 0, de manera que
unicamente quedan dos fases independientes:

¢z = _(¢2+¢2)

1
¢y = ﬁ(%—%) (5.22)

que cumplen la ecuacion:

Or¢=DiV2g+ (Di— D)V (V) (5.23)

donde los coeficientes difusivos son:

1 ¢* H? 9
D = - -2 — — 3 5.24
g 4 2u+8u(a1 \/_a2) ( )
3 2(4u+w H? o H?
Dl = ——u+—(a1—\/§ag)2— ! (a1+\/§a2)
4 2uw 8u
H
+ %(30414-\/5042) (5.25)

u, w > 0 cuando los hexdgonos son estables frente a perturbaciones de amplitud y vienen dadas
por las expresiones:

u = (g—h)H?* + |v+2a,q| H >0 (5.26)
w = 2(g+2h)H? — v+ 2019/ H >0 (5.27)
En el apéndice B se puede encontrar el andlisis detallado para el caso en que a; = ay, =0
[31].
Para hacer el andlisis lineal de la estabilidad para la fase andlogo al de las amplitudes, se
parte de la ecuacion de la fase en forma matricial:

( $a ) B ( D,V? + (D, — D,)d> (Dy — D)0, ) ( Gu ) (5.28)
o, ) (Dy — D;)0h, D\V? + (D, — D,)o? by '

Suponiendo que la solucién es de la forma d_; = d;‘oeiQ'”‘”, se obtiene la relacién de dispersion:
o> +o(D;+ Dy)Q* + DiD,Q* = 0 (5.29)
cuyas raices, correspondientes a las tasas de crecimiento de las perturbaciones, son:

o=-D,Q* o=-D,Q? (5.30)
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Para que el sistema hexagonal sea estable frente a perturbaciones de fase, estos dos autovalores
deben ser negativos. Por tanto, las curvas D; = 0 y D; = 0 delimitan la estabilidad de la
estructura hexagonal frente a perturbaciones de fase.

Si ¢; y ¢; son los autovectores, éstos satisfacen las ecuaciones:

ddy = —DiV?¢ 9y, = —D, V3¢, (5.31)
y ademas:
Uxg =0 V-g =0 (5.32)

Se puede hacer una analogia entre la ecuacién de la fase de una estructura hexagonal (ec.(5.23))
y la ecuacién de ondas en un sélido elastico. La velocidad de las ondas longitudinales es
equivalente al coeficiente D; y la de las ondas trasversales corresponde a D, [32].

En las figuras que siguen a continuacién se muestran los diagramas de inestabilidad en
distintas situaciones. Las regiones de estabilidad para los hexdgonos corresponden a las zonas
sombreadas, mientras que las de bandas aparecen rayadas. En trazo continuo se dibujan las
curvas de inestabilidad de amplitud, ya obtenidas en el capitulo anterior, y en linea discontinua
las de fase. Para clarificar el papel que juegan los términos espaciales no lineales se han
representado las curvas tanto si suponemos que «q, p son cero, como si tenemos en cuenta su
contribucion. En el primer caso, todas las curvas son simétricas respecto al eje u, simetria que
pierden al considerarse los términos no lineales. Las regiones de estabilidad de los hexagonos
Hj se inclinan hacia el cuadrante ¢ > 0, a la vez que las correspondientes a bandas y hexdgonos
H, lo hacen hacia la parte negativa (por ser a; > 0 en el Bruselator). Distinguimos los casos
1, 2 y 3 del capitulo anterior (véase la figura 4.9):

Caso 1: Los términos en «; estabilizan bandas con un nimero de onda menor que el critico
(sufren inestabilidad zig—zag), a la vez que los hexdgonos Hy son estables para niimeros de onda
mayores que los que predice el analisis con a; = 0.

Caso 2: El rango en el que las bandas son estables aumenta considerablemente al tener en
cuenta los términos espaciales, a la vez que las curvas pierden su simetria ¢ — —q.

Caso 3a: Aparecen hexagonos reentrantes con fase total cero. La regién en que los H iniciales
son estables corresponde a un rango muy préximo al umbral, que no se aprecia en las graficas.
En este caso hay un claro predomio de los hexdgonos Hj, a pesar de que cerca del umbral
coexisten con la estructura de bandas.

Caso 3b: Es el caso en que aparecen los tres patrones: H,, bandas y Hy. Para los hexdgonos
iniciales H, y para bandas, las regiones de estabilidad se inclinan hacia ¢ < 0 al tener en cuenta
la contribucién de «;, mientras que para los reentrantes sucede lo contrario.
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-1.0

Figura 5.3: Caso 1. Diagramas An = 0.8 (a) suponiendo oy = ay = 0, (b) con ay = 0.22,
ay = —2.4-107%. Se aprecia que estos términos producen la estabilizacién de bandas con
nimeros de onda menores que el critico en una regién que no aparece en la figura (a).

Figura 5.4: Caso 2. Diagramas An = 0.92 (a) suponiendo oy = as = 0, (b) teniendo en
cuenta a; = 0.22, ap = —1.3 - 107%. Para a;, ay # 0, la regién de estabilidad de bandas se ve
drasticamente modificada, inclinandose hacia el cuadrante de ¢ < 0, y perdurando mas alla del
valor obtenido en la figura simétrica.
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(a) )

Figura 5.5: Caso 3a. Diagramas An = 0.98 (a) suponiendo oy = ay = 0, aunque en el diagrama
sea inapreciable, existe una regién muy préoxima al minimo de p4 en la que los hexdgonos son
estables; (b) teniendo en cuenta que a; = 0.22, ay = —4 - 1077, la regién de los hexdgonos
reentrantes se inclina hacia ¢ > 0 y la de bandas hacia ¢ < 0.

-1.0 0.5 0 05 q 1.0

(@)

Figura 5.6: Caso 3b. Diagramas An = 1.59 (a) suponiendo a; = ay = 0, (b) a; = 0.21,
ay; = —2.7-107%. El rango del pardmetro de control en el que las bandas son estables se
modifica considerablemente para a;, as # 0 al igual que en los casos anteriores.




56

CAPITULO 5. ECUACION DE LA FASE




Capitulo 6

Conclusiones

En este trabajo hemos realizado un andlisis exhaustivo de las inestabilidades de Turing que se
producen en el Bruselator. Hemos hallado las ecuaciones de amplitud para el caso hexagonal
y para la solucion de bandas. En ambos casos se han completado las ecuaciones obtenidas en
los trabajos de A. De Wit [13] con nuevos términos espaciales no lineales, que por razones de
simetria, pueden aparecer al mismo orden. A partir de ellas hemos estudiado la estabilidad
relativa de las soluciones para diferentes valores de los parametros del sistema, obteniendo en
algunos casos coexistencia de bandas con hexagonos y fenémenos de histéresis. El caso mas
interesante es aquél en el que aparecen los hexdgonos reentrantes, que han sido observados
experimentalmente en la reaccién CIMA.

Los términos espaciales permiten la estabilidad de patrones con nimeros de onda diferentes
del critico y hemos estudiado el rango en que las diferentes soluciones son estables. Los nuevos
términos no lineales producen una importante correccion en los umbrales de las inestabilidades
secundarias, asi como una modificaciéon del nimero de onda critico de las estructuras de Turing.
Incluso en algunos casos, estos términos hacen aparecer regiones de estabilidad para algunas
soluciones.

Se ha estudiado ademaés la estabilidad frente a perturbaciones inhomogéneas, hallandose la
ecuacion de difusion para la fase a partir de un analisis débilmente no lineal. Es ahi donde
tienen mayor relevancia los nuevos términos espaciales, responsables de las modulaciones en la
estructura. Dicha ecuacién es bien conocida para el caso de bandas, pero no ha sido discutida
con tanto detalle en el caso de hexagonos. Aunque la forma de esta ecuacion puede deducirse
también por argumentos de simetria [33], los coeficientes deben hallarse en cada sistema par-
ticular. A partir de ellos se han obtenido los diagramas de estabilidad de fase para distintos
valores de los pardmetros, en los que puede verse como las inestabilidades de fase restringen
las regiones de estabilidad. Aparecen pequenios dominios en los que una solucién —~bandas— que
es inestable para el niimero de onda critico presenta una region de estabilidad para k < k.,
cerrada e inmersa en la region en que otra solucién —hexagonos— es estable. De esta forma
podrian explicarse variaciones en los umbrales de estabilidad, asi como modificaciones en los
nimeros de onda en las diferentes estructuras observadas en los experimentos.

En definitiva, el resultado mas importante de este trabajo consiste en haber completado
las ecuaciones de amplitud y fase para la inestabilidad de Turing en el Bruselator y los corres-
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pondientes diagramas de estabilidad. Todos estos resultados permanecen a la espera de ser
comprobados mediante simulaciones numéricas, tanto de las ecuaciones del Bruselator como
de las ecuaciones de amplitud, con el fin de corroborar la eficacia de las técnicas analiticas
desarrolladas en este trabajo.

Queda pendiente también extender el andlisis a los hexdgonos no equilateros hallados ex-
perimentalmente, y a la dindmica de los defectos penta—hepta en patrones hexagonales.

También en un futuro abordaremos la extension de estos resultados a la inestabilidad de Hopf
para obtener los coeficientes de la ecuacién Ginzburg-Landau compleja y, lo que puede resultar
mas interesante, al acoplamiento Turing-Hopf, observado en algunos trabajos experimentales.



Apéndice A

Inestabilidades en un sistema
reaccion—difusion

A.1 Condiciones en un modelo general de dos variables

La evolucién espacio—temporal de un sistema reaccién—difusion se representa matematicamente
mediante un conjunto de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales acopladas. La cinética
de reaccion de los diferentes componentes puede incluirse en las ecuaciones como una funcién,
en general no lineal, de las concentraciones, mientras que la difusiéon aparece, como es natural,
en forma de término difusivo.

Puede obtenerse facilmente la forma general para un sistema quimico de un solo componente
que sufre reaccion y difusiéon. Consideremos un volumen V en el que se tiene el campo de
concentracion ¢(x,t) de dicho componente. La ecuacién de conservacién de la masa impone
que la variacion total de esta especie ha de ser igual al flujo de materia que atraviesa su superficie
S mas la cantidad que se genera en su interior, es decir:

%/Vc(x,t)dvz—/SJ-dS-i-/Vf(X,t)dU

donde J es el flujo de materia y f da cuenta de las fuentes o sumideros de la especie quimica en
el volumen, es decir, representa la cinética de reaccién. Aplicando el teorema de la divergencia
se obtiene la ecuacion —en forma diferencial- que gobierna la evolucién del sistema:

dc
E+V-J—f(c,x,t)

En procesos tipicos de difusion, el flujo viene dado por la ley de Fick:
J=-DVc¢

Si suponemos que el coeficiente D es constante, la ecuacién anterior se reduce a:
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Este esquema se generaliza facilmente a varias especies quimicas, de forma que un sistema
reaccién—difusion de N componentes queda descrito por un conjunto de N ecuaciones no lineales
en derivadas parciales acopladas:

8cz~
2 ) -
WzDiv ¢ + filcr, ..oy x,t), i=1,N
donde f; son, en general, funciones no lineales de las concentraciones que incluyen la cinética
de reaccion y D; son los coeficientes difusivos.

El modelo més simple que presenta estructuras de Turing lo constituye un sistema de ecua-
ciones para dos variables dindmicas [4], [34], cada una asociada a un mecanismo de activacién
o inhibicién:

X
oY .
5 = g(X,Y;ji)+ D,V*Y (A1)

donde ahora ji denota un conjunto de pardametros tales como constantes de reaccién y con-
centraciones de otras especies quimicas, en particular la concentracién de los reactivos que
mantienen al sistema fuera del equilibrio. Mediante una renormalizacién de las variables espa-
ciales se consigue simplificar el sistema, eliminando uno de los coeficientes de difusién. Entonces
se tiene:

X

aa—t = f(X.)Y;fi)+V?X

oY

5 = g(X,Y; i) + DV*Y (A.2)

donde sélo interviene el cociente D = D, /D,.
Bajo la hipétesis de ji = cte !, el estado estacionario y homogéneo us = (X, Y;)” para el
sistema (A.2), se obtiene como solucién de:

f(X,Y;ﬁ):g(X,Y;ﬁ):O (AS)

La variacién de alguno de los pardmetros del sistema puede producir una bifurcacion, de forma
que este estado deja de ser estable y es reemplazado por otra solucién. Se suele tomar como
parametro de control la concentracién de alguno de los reactivos que alimentan al sistema por
ser mas faciles de cambiar que los coeficientes de difusion.

INétese que los patrones de Turing son estructuras disipativas y que, por tanto, es necesario un aporte
continuo de energia para que no desaparezcan. En los experimentos actuales, el sistema es alimentado desde
los bordes de forma que se establecen gradientes en las concentraciones de estas especies, hecho por el que ji no
es constante, sino variable en la direccién del gradiente. En un trabajo recientemente publicado [35], se realiza
numéricamente el anglisis de estabilidad lineal en el caso realista en que i = fi(z). En el presente trabajo se
toma como primera aproximacién el caso en que esos parametros son constantes, teniendo en cuenta el hecho
de que los patrones son visibles en regiones muy estrechas del reactor en las que podemos suponer que sus
variaciones son despreciables.
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La estabilidad lineal de este estado se estudia a partir de un analisis de perturbaciones de
la forma:
u=—u,+ Z Suyeretkl (A.4)
k
donde u = (X,Y)7 es el vector de concentraciones, du, = (z,y)” es la perturbacién asociada
a un modo con nimero de onda k y que tiene una tasa de crecimiento \;. El problema lineal
de autovalores que resulta es:

(fxg_sz gy_nyDH)(z):Ak(Z) (A.5)

of of 9y
-z = L . Gy = (A.6)
0X oYy oY |,
Para que ese sistema tenga solucién no trivial, det(A— A\, I) = 0, donde A es la matriz jacobiana
que aparece en la ecuacién (A.5), para la cual, en general, existen dos raices:

)\i_TiVTQ—‘lA T = fo+g,— (1+ D)k
k A = fmgy_fygx_(Dfx+gy)k2+Dk4

2
Esta es, en realidad, la ecuacion de dispersién que liga el parametro de crecimiento de las
perturbaciones con su nimero de onda. De ella podemos obtener las condiciones para que el
estado estacionario y homogéneo sufra una inestabilidad de Turing:

donde:
_ 99

I gﬂ?_aX

S

fa >y

S

S

(A.7)

(i) El estado de referencia ha de ser estable frente a perturbaciones homogéneas (k = 0), es
decir, linealmente estable en ausencia de difusién. Esto se traduce en que Re(\;f) < 0. Cuando
los autovalores son imaginarios, la condicion es:

M+ =fat9,<0 (A.8)

Si son reales hay que anadir la condicién:

AN Ao = fuGy — fy92 >0 (A.9)

(ii) El estado de base debe ser inestable frente a perturbaciones inhomogéneas, para lo cual
al menos una de las raices ha de ser positiva para algin valor & # 0. Consideremos en primer
lugar la suma de los dos autovalores:

M+ = fot+g,— (1+ D)

que tiene signo negativo por la condicién (A.8), y por tanto al menos la parte real de una de
las raices debe ser negativa. Para que el sistema bifurque a un estado heterogéneo, la otra debe
ser positiva para algun valor de k y, por tanto, el producto de raices debe ser negativo:

NN = (fogy — f49:) — (Dfy + g,)k* + Dk = F(k?) < 0
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Puesto que por la condicién (A.9) el primer término es positivo, se debe cumplir:

(Dfe+gy) >0 (A.10)

Teniendo en cuenta (A.8), (A.9) y esta condicién, se deduce que f, y g, tienen signos opuestos,
lo que significa que sélo una de las especies, el activador, es autocatalitica. Igualmente se tiene
fy - 9= < 0. Ademds para que el estado estacionario y homogéneo sufra una inestabilidad es
necesario que los coeficientes de difusion sean distintos: D # 1. Si suponemos que f, > 0, es
decir, si X es el activador e Y el inhibidor, ha de cumplirse que D, > D,.

Por otro lado, se puede demostrar facilmente que F(k?) tiene un minimo y que ademaés:

F(O) - f:rgy - fygz >0

Por tanto, para que F(k?) < 0 en algiin rango de k, dicha funcién debe tener raices reales:

12 _ Dfy + g, % \/(Dfs +9,)° — AD(fog, — f,00)
= 2

lo que exige que:

(Dfs+9y)* = 4D(fu9y — fy92) > 0 (A.11)

En tal caso el estado de base es inestable frente a perturbaciones con nimeros de onda en el
rango k_ < k < k4, conduciendo a un estado estacionario heterogéneo, denominado estructura
de Turing. Como veremos en la seccion siguiente para un ejemplo concreto, las condiciones
(A.8), (A.9), (A.10) y (A.11) nos dan el punto de bifurcacién.

Por otro lado, a partir de un razonamiento similar, se obtienen las condiciones para la
inestabilidad oscilatoria o de Hopf:

(i) Las raices han de ser complejas conjugadas, entonces ha de cumplirse:

g(k*) =72 —4A = (D — 1)*k* + 26 (D = 1)(fo — g)) + (fo — 9,)* +4 9. f, <O

y puesto que, como se demuestra facilmente, esta funcién tiene un minimo en k£ = 0, la condicién
anterior se traduce en:

(fx_gy)2+4gacfy <0 (A.12)

(ii) La parte real ademéas debe ser positiva para algiin rango de k:

D+ 1)k = (fo+gy)
2

<0

R@()\k) = — (

que se cumple unicamente cuando:

(fs +9,) >0 (A.13)

Entonces, las condiciones (A.12) y (A.13) se cumplen cuando:

(fz + 9y)
D+1
Notese que para un sistema en 2D, la bifurcacion de Hopf siempre produce un estado

homogéneo (k = 0); sin embargo, en 3D ya puede dar lugar a estados heterogéneos oscilantes
(k # 0), es decir, ondas viajeras.

0<k?<
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A.2 Modelos reaccion—difusion

Para ver el significado fisico de estas condiciones, apliquémoslas a algunos modelos simples. En
primer lugar repasamos la forma general de los modelos que presentan inestabilidad de Turing.
Si linealizamos el sistema (A.2) en torno al estado estacionario y homogéneo, se tiene:

0

3_i = for+ fyy+ Vi
dy

T = GuT + gyy + DVQy

y ya que las condiciones (A.8) y (A.9) imponen que f,g, < 0y f,g, < 0 (tienen signos opuestos),
el problema lineal se puede escribir de forma mas clara:

15}

a—i = a1 T —napy + Vix

oy B 9

a - 77a21a? - a22y + DV y (A14)

donde y es la especie que controla el proceso inhibidor y z es el activador. Ahora a;; > 0y
n = +1 dependiendo del modelo:

Modelos activador—inhibidor: En este caso, el inhibidor es uno de los productos del acti-
vador, a la vez que inhibe su formacién. Corresponde, por tanto, al caso n = +1. Un ejemplo
estudiado por Dufiet et al. [36] es el que viene descrito por las ecuaciones:

g—? = u—av+yuw —u’ + Vu
% = u— v+ DV? (A.15)

La especie activadora es u y el inhibidor v. Este modelo no estd basado en ninguna reaccion
quimica real, sino que ha sido construido a partir de las ecuaciones lineales, anadiendo el
menor nimero de términos posible para obtener estructuras hexagonales: el término ciubico,
responsable de la saturacion de las perturbaciones de la especie activadora u, y el cuadratico
que rompe la simetria (u,v) — (—u, —v). Si hacemos un analisis de estabilidad lineal del estado
estacionario y homogéneo u = v = 0, el sistema resultante queda:

g—? = u—oav+Vu
% = u— v+ DV

de modo que: f, =1, f, = -, g, =1y g, = —0.
Las condiciones de inestabilidad de Turing encontradas para el caso general quedan para
este modelo de la forma:

1
D

, —0Ob+a > 0

-0 < 0
-8 > 0, (D-pB)?—4D(-B+a) > 0
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Figura A.1: Diagrama de bifurcaciones para D = 20. La regién (1) corresponde al espacio de
Turing. En la zona (2) el estado estacionario resulta estable (3 > 1). La curva AB senala el
limite de la bifurcacién de Turing (3 < 20) y CD el de la bifurcacién de Hopf (o > 1). [36]

de donde podemos obtener el punto de bifurcacion:

o B2 D
‘4D 7 " 2D
Analogamente, para la bifurcacién de Hopf se tiene:

(1+8)?—4a<0 1-8>0

Modelos de agotamiento del sustrato: En este caso las dos variables dindmicas son las
concentraciones del activador y del sustrato. Estos dos componentes reaccionan en el bucle de
autocatalisis. Es claro que n = —1, de manera que los maximos y minimos de ambas especies
van en contrafase.

Pertenece a este grupo el modelo de Schnackenberg, analizado por Dufiet et al. [37], cuya
secuencia de reaccién es:

A% x
x5 g
2X+vV 5 3x
BY v
Si suponemos que las concentraciones de A y B son aproximadamente constantes, la evolucién
del sistema puede describirse con un PDE de dos variables:
ox
ot
dy
ot

(A.16)

= v(a—x+2%y) + V2

= y(b—2%y) +dV?y (A.17)
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Figura A.2: Espacio de pardmetros (a,b) Region 1: estado estacionario y uniforme; region 2:
estado oscilatorio; regién 3: patrones de Turing. [37]

La especie activadora es de nuevo u, con un bucle de autocatdlisis dado por el término u?v. La
saturacion se produce por agotamiento de la especie v. También en este caso debe cumplirse
que D, > D, para que la estructura espacial sea estable.

Aplicando las condiciones generales a este modelo, se tiene la regién del espacio de parametros
para la que aparecen patrones de Turing, delimitada por:

0<b—a<(a+b)? Db-a)>(a+b)?

[D(b—a) = (a + b)*]> > 4D(a + b)* (A.18)

que estd representada en la figura A.2.
Este modelo es en realidad una variante simplificada del Bruselator, modelo en el que hemos
centrado el presente trabajo.

A.3 Modelo realista LRE

Lengyel, Epstein y Rabai [19], [20] propusieron un modelo teérico (LRE) para la reaccién
CDIMA (chlorine dioxide-iodine-malonic acid) mds cercano a su cinética de reaccién y, por
tanto, con un comportamiento dindmico més préximo al observado experimentalmente. Este
modelo consiste en reducir la cinética compleja a tan solo tres reacciones quimicas para las
especies I, ClOy, I7, ClO5, H* y el 4cido malénico (MA), més una cuarta para el indicador
SI;:

MA+I, — IMA+I1 +HT
ClOy+ 17 — 010;+%12
ClO; +41 +4HY — CI 2, +2H,0
S+I-+1, = SIj

Si los ritmos de estas reacciones son ry, 79, 73 ¥ 74 respectivamente, las ecuaciones de evolucién
para las concentraciones son:
O[M A]
ot

—11 4+ DpraV2[M A]
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0|1 1
% = —T1+§7’2+2T3—T4+D12V2[]2]
8[65?2] = —7r9+ D0l02v2[0l02]
% = Tl—’I“Q—4T3—’I“4+D[—V2[]7]
% = 12— 13+ Dy V?[CIO7]
oSIy] _ .
ot !
+
a[glt ] = 7 — 47‘3 + DH+V2[H+]

Lengyel et al. [19] simularon el comportamiento de las concentraciones [M A], [I5], [C1Os],
[I~]y [ClO4 ], demostrando que las concentraciones de las especies intermedias, [I~] y [C1O,],
varian en varios érdenes de magnitud durante una oscilacion de las otras tres. Ademds la
contribucién de [H*] es relativamente pequena y puede despreciarse, asi como las pequenas
variaciones que sufre la concentracién del indicador [ST;]. Todo esto permite reducir el pro-
blema a un sistema de dos ecuaciones para las especies dindmicas, el activador [I~] (reductor)
y el inhibidor [C1O5] (oxidante):

oz Akszy 9
dy kszy 2

Este modelo ha sido tratado por distintos autores. Destacamos el tltimo trbajo de Se-
tayeshgar y Cross [35], en el que realizaron el andlisis lineal teniendo en cuenta los gradientes
en las concentraciones y Mosekilde et al. [38] que estudiaron el acoplamiento Turing-Hopf y los
hexagonos reentrantes.



Apéndice B
Ecuacion de la fase hexagonal

Para encontrar la ecuacion lineal para la fase se aplica el método de la reduccién a la variedad
central a las ecuaciones de amplitud (5.7) obtenidas en el capitulo 4, introduciendo perturba-
ciones inhomogéneas en una solucién hexagonal [31], [27] (no se incluyen los términos espaciales
no lineales, para simplificar el desarrollo, aunque con éstos seria completamente anilogo):

Ay = H(L+7r+ig)e' ™ i=1,2,3 (B.1)
Sustituyendo en las ecuaciones de amplitud (5.7) y queddndonos con la parte lineal se tiene:

Orry +i0rgy = pry+iuds — ¢*r1 — iq>py + 2iq0y,m1 — 290y, b1 + 8317"1 + i8§1¢1
+ |v|H(ry +r3) —ilv|H(¢g + ¢3) — 3gH?*r, — igH?* ¢,

— 2H?(ry 4+ 79 +13) — 2ihH?¢; (B.2)
que puede separarse en parte real e imaginaria:
orry = (u— q2)7”1 + 3517"1 —2q0y;, 01+ |v| H(ro+13) — 39H2 1
— 2hH2 (7“1+T2+T3) (B3)
Or¢r = (b—q" ) + 6§1¢1 +2q 0y, — |v| H (2 + ¢3)
(g + 2h)H? (B.4)

Si tenemos en cuenta que pu — ¢*> + [v|H — (g + 2h)H? = 0 queda:
orry = 6£1r1—2q8x1¢1+|v\H(r2+r3—r1)—2hH2(r2+r3)—2gH2r1 (B.5)
6T¢1 = aﬁm + 2(]83;17"1 - ‘U| H (¢1 + ¢2 + ¢3) (BG)

Para eliminar las amplitudes de la ecuacién de la fase utilizamos la aproximacién adiabatica,
que tiene en cuenta que las variaciones en las amplitudes son mucho mas rapidas que las de
fase y, por tanto, aquéllas quedan esclavizadas por éstas. En tal caso, podemos suponer que
Orr; = 0y que los términos 9,,r; —que nos darfan derivadas 93¢, son despreciables. Las
ecuaciones se pueden escribir entonces como:

2 a:vl ¢1 a b b T
ﬁq Oy, 2 boab || r (B.7)
Ors 03 b b a T3

67
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donde a = —|v| —2¢gH y b= |v| — 2hH.
Invirtiendo la matriz se obtienen las amplitudes en funcion de las fases:

_2q 1

= T ot ba o (@ F )06t = b(Oa, 82 + Oz, 63)] (B.8)

T

que sustituidas en (B.4) dan:
Orgr = aildh — [v|H(p1 + ¢2 + ¢3)

4q? 1
H = [0+ 00,010 = b(0nias02 4 D1 ) (B9)
(Para las fases ¢ y ¢3 se tienen ecuaciones andlogas sin mas que permutar ciclicamente los
subindices. )

Definimos la fase total como ® = ¢ + ¢ + ¢3, cuya ecuacién de evolucién se obtiene
sumando las anteriores:

8T® — a§1¢1+8£2¢2+a§3¢3—3|v‘}[®
4q* 1 ) ) )
+ H a2 + ba — 202 [(CL + b)(a:cl ¢1 + ax2d)2 + 3x3¢3)

- b(azlm (¢2 + ¢3) + axl$3(¢l + ¢3) + 851:2353 (¢2 + ¢3)] (Blo)

Como la fase total es un modo amortiguado se le aplica la aproximacién adiabatica, 0r® = 0,
y se tiene una ligadura para las fases, de modo que dos de ellas son libres (modos marginales)
y la tercera debe seguir a las otras dos. Podemos eliminar ¢; = ® — (¢3 + ¢3) de la ecuacién
anterior, que queda:

_ L 2 2 92 4q? )
= g (Pt + Ot~ Bt )|+ g o)

[(a + b) (8§2¢2 + 6£3d)3 - 831 (¢2 + d’?’)) —b (8x2x3(¢2 + ¢)3) - 8x1x2¢3 - ax1x3¢2)}
donde se han despreciado las derivadas 0,® que darian derivadas cuartas de ¢, y ¢3. Susti-

tuyendo esta expresion y eliminando ¢; de las ecuaciones (B.9) se tiene que la evolucién para
¢ t ¢35 viene dada por:

4 2
Orlda+00) = gy (0 ) [0h,00+ Ol,0n + 200, (G + o)
- b [81213(¢2 + ¢3) - azlxz (¢3 + 3¢2) - axlzg (¢2 + 3¢3)]}
bRt 10+ 2 (0t ) (B.11)
2
Or(dr— d5) = 1 {(a+b) [02,00 — 32,0

3H (a? + ba — 20?)
- b [81213(¢3 - ¢2) - azlxz (¢2 + ¢3) - 81113(¢2 + ¢3)]}
+ a§2¢2 - 8§3¢3 (B12)
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Expresando las derivadas direccionales en funcion de las variables espaciales z, y:

0,
Oy,

[

y simplificando las ecuaciones anteriores

2 2¢> 1
Or(d2 + ¢3) {m(aﬁ +8,) + mx + 1(383 + aj)} (¢2 + ¢3)
1 4¢?
— ﬁ <1 + m) Oy (D2 — ¢3)
2 2¢* 1
Or(ds — ) = m(a@ +0,) + m()ﬁ + 02+ 365)} (62 — 3)
V3 4q?
-y (1 + m) aq;y(¢2 — ¢3)
De las expresiones (4.69) y (4.70):
H(a—b) = —2u
H(a+2b) = —2w

— 9,
—1 V3

= 5%t
1 3

_ Ty, V3,
2 2

, se tiene:

(B.13)

(B.14)

(B.15)

(B.16)

(B.17)

que son negativos cuando los hexdgonos son estables frente a perturbaciones de amplitud.

Si definimos unas nuevas fases:

Pa
Py

= —(¢2+ ¢3)
1
= ﬁ(% - ¢3)

su evolucion esta dada por las ecuaciones:

aTd)a: =

8T¢y =

que en forma matricial se escribe como:
2 2
—q 1 5 1 4q 9
—+ - | V+-|1-—— |0
( 2u + 4) + 2 ( w v
Or

1 4q°
—|1—-—]0,
(= 3) o

2 2 2
N L2 L _ 4
{<2u+4>v +2<1 w)ax}¢>m+2 1= =5 00,
!
2

2 2
0 N ge Ly 10
{(Gr+ 1) vy (1- D))o+

w) <¢z
w

(B.22)

(B.23)

) (B.24)
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o con la notacion vectorial:

Or¢ = DIV?¢ + (Dy — D)V(V - §) (B.25)

donde los coeficientes de difusion son:
D, = —+4- (B.26)

D = -1 T (B.27)
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