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Cap��tulo 1Introducci�onHasta hace relativamente poco, se ten��a en f��sica la enga~nosa idea de que el todo es iguala la suma de las partes. Por ello, la f��sica y las matem�aticas se centraban en resolver laparte lineal de los problemas, suponiendo que las no linealidades tan solo producir��an peque~nascorrecciones en la soluci�on. Sin embargo, a principios de este siglo H. Poincar�e [1] advirti�o queal incluir t�erminos no lineales en los modelos se produc��an cambios cualitativos en las soluciones.Tambi�en hizo notar que, en ciertos sistemas, la sensibilidad a las condiciones iniciales pod��aconducir a la impredecibilidad de las trayectorias, a�un trat�andose de sistemas deterministas.Hubo que esperar a que en 1963 E. Lorenz [2] demostrara dicha impredecibilidad en un modelosimpli�cado de s�olo tres ecuaciones no lineales acopladas, con el que describ��a la formaci�on derollos de convecci�on en la atm�osfera.Tambi�en en otros sistemas fuera del equilibrio se encontraron comportamientos no explicadosa partir de teor��as lineales. La termodin�amica describe la evoluci�on de un sistema pr�oximo alequilibrio y el estado �nal que alcanza, con unas pocas variables, las funciones de estado. Sinembargo, cuando el sistema se halla lejos del equilibrio deja de ser v�alida, pues las interaccionesno lineales ya no son despreciables y dominan la din�amica. En un sistema aislado fuera delequilibrio pueden darse situaciones interesantes -coexistencia de fases, estados metaestables,fen�omenos de hist�eresis-, pero se trata de estados transitorios que decaen hacia el estado deequilibrio. Por el contrario en un sistema abierto, que intercambia materia y/o energ��a consu entorno, el comportamiento cambia dr�asticamente dependiendo del forzado que lo mantienefuera de equilibio.El primer estudio sistem�atico sobre problemas de este tipo se debe a B�enard [3], que observ�ola formaci�on de estructuras hexagonales estacionarias en una capa de 
uido calentada pordebajo y abierta a la atm�osfera. Cuando no hay calentamiento la temperatura permanececonstante en todos los puntos del sistema y cualquier 
uctuaci�on se amortigua exponencialmentede acuerdo con la teor��a lineal de procesos irreversibles. Con un calentamiento d�ebil se estableceun gradiente lineal de temperaturas a trav�es de la capa de 
uido. Las simetr��as de este nuevoestado (excepto en la direcci�on del gradiente) se mantienen id�enticas a las de equilibrio y elcalor se transmite exclusivamente por conducci�on, de manera que la respuesta del sistema essimplemente una funci�on lineal del calentamiento externo. La termodin�amica permite resolveresta situaci�on lineal, por lo que se dice que el estado conductivo es la soluci�on de la rama3



4 CAP��TULO 1. INTRODUCCI �ONtermodin�amica, y al igual que en equilibrio las 
uctuaciones se amortiguan exponencialmente.La respuesta del sistema cambia radicalmente al aumentar a�un m�as el forzado (el calentamientoen este caso). El 
uido no es capaz de transportar el calor con su�ciente r�apidez por conducci�ony aparece la convecci�on. Las simetr��as del estado inicial se rompen de�nitivamente y surgensoluciones cualitativamente distintas del estado de equilibrio.Se han observado comportamientos an�alogos en sistemas qu��micos y �opticos, en los que alvariar un par�ametro de control -concentraci�on de alg�un reactivo o excitaci�on luminosa-, el estadode referencia se desestabiliza y se producen roturas de simetr��a espaciales o temporales hastaque, para un forzado su�cientemente alto, se llega a un estado turbulento. Los mecanismosdesestabilizantes en cada sistema se basan en principios f��sicos bien distintos (autocat�alisis m�asdifusi�on en el primer caso; acoplamiento entre la difusi�on y la difracci�on en el segundo). Sinembargo, como ocurr��a en el 
uido, pasamos de un estado homog�eneo, sin correlaciones entrelas distintas partes del sistema, a comportamientos colectivos que, �nalmente, desembocan enla turbulencia.Desde el punto de vista matem�atico, estos sistemas se describen mediante un conjunto deecuaciones no lineales acopladas en derivadas parciales, de las que, en general, no se conocesoluci�on anal��tica. No existe todav��a ning�un formalismo general que permita resolver problemasno lineales, pero en los �ultimos a~nos se han desarrollado diferentes t�ecnicas, tal como la teor��ade bifurcaciones, para tratar de forma uni�cada problemas de �areas tan distintas como la f��sica,la econom��a, la biolog��a o la qu��mica.La teor��a de bifurcaciones estudia las inestabilidades que sufren los sistemas din�amicos.Al variar de forma continua alguno de los par�ametros que intervienen (par�ametro de control),aparecen nuevas ramas de soluciones como consecuencia de la rotura de alguna simetr��a; se diceentonces que el sistema sufre una bifurcaci�on, concepto matem�atico asociado al de inestabilidad.Una soluci�on inicialmente estable puede perder su estabilidad tras la bifurcaci�on, y a su vez lasnuevas estructuras se desestabilizan en favor de otras (inestabilidades secundarias, terciarias,etc).En particular, en el trabajo que aqu�� se presenta, se aplican estas t�ecnicas al caso de unsistema de reacci�on{difusi�on. Cuando el sistema est�a aislado, el estado de equilibrio viene dadopor la ley de acci�on de masas: QiCiQj Cj = cte (1.1)donde Qj Cj representa el producto de las concentraciones de los reactivos y QiCi el de losproductos.De forma similar al problema de B�enard, si se mantene el sistema fuera del equilibrio suminis-trando reactivos continuamente -par�ametro de control- la situaci�on puede complicarse. Cuandoel aporte es muy peque~no el sistema se encuentra en la rama termodin�amica y la soluci�on esun estado estacionario y homog�eneo en el que la raz�on entre las concentraciones (1.1) siguesiendo constante, aunque diferente de la de equilibrio. Sin embargo, si se aumenta el par�ametrode control el sistema puede sufrir una rotura espacial de simetr��a. Esto es posible si existe unmecanismo que hace crecer las 
uctuaciones en la concentraci�on de alguna especie, desestabi-lizando el estado anterior y haciendo aparecer otra soluci�on con menor simetr��a. El ejemplom�as claro es la autocat�alisis, ya que la especie que la sufre estimula su propia producci�on. Otro
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Figura 1.1: Representaci�on de un proceso exot�ermico en el que el desprendimiento de energ��aproduce una reacci�on en cadena.ejemplo es la cat�alisis exot�ermica, que conlleva la emisi�on de energ��a en forma de calor. Si estareacci�on necesita superar un cierto umbral, el sistema tiene un bucle de realimentaci�on positiva,ya que cualquier 
uctuaci�on que provoque la reacci�on, supone un aumento de la temperaturay por tanto un aumento en la velocidad de reacci�on. Esta es la situaci�on representada en elesquema 1.1.En nuestro trabajo hemos considerado un modelo sencillo, el Bruselator, que como vere-mos, es representativo de las inestabilidades de los sistemas reacci�on{difusi�on: inestabilidadoscilatoria o de Hopf (asociada a la rotura de simetr��a temporal) y la inestabilidad de Turing(consecuencia de la rotura de la simetr��a espacial). En el cap��tulo siguiente se explican condetalle los mecanismos de la inestabilidad de Turing y las condiciones en las que �esta tienelugar, as�� como los dispositivos experimentales m�as utilizados y sus caracter��sticas m�as rele-vantes. En el cap��tulo 3 se introduce el modelo Bruselator y se realiza un an�alisis lineal delas ecuaciones, encontrando los puntos de bifurcaci�on. A continuaci�on se realiza el an�alisis nolineal cerca de la inestabilidad de Turing, con la obtenci�on mediante m�etodos perturbativos,de las ecuaciones de amplitud y fase que describen la din�amica cerca del umbral. A partir de�estas se estudian las inestabilidades frente a perturbaciones homog�eneas en el cuarto cap��tuloy frente a perturbaciones de gran longitud de onda en el quinto.
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Cap��tulo 2Sistemas de reacci�on{difusi�onEn algunos sistemas qu��micos fuera del equilibrio puede producirse una rotura espacial de lasimetr��a, dando lugar a estructuras estacionarias (ver �gura 2.1). Este hecho fue predicho porTuring en 1952 [4], aunque tuvieron que pasar casi 40 a~nos para observar dichas estructuras enla reacci�on CIMA (chlorite{iodide{malonic acid reaction) [5]. Turing demostr�o que un sistemade reactivos uniformemente distribuidos puede sufrir una inestabilidad debida al acoplamientoentre la difusi�on y la reacci�on para ciertas concentraciones de los reactivos, dando lugar a unaestructura estacionaria y peri�odica en el espacio (ver �gura 2.1), con una longitud de ondaindependiente de la geometr��a del reactor utilizado en el experimento. Esta caracter��stica haceque estos sistemas tengan particular inter�es, no s�olo en cin�etica qu��mica, sino tambi�en por susaplicaciones a sistemas biol�ogicos. De hecho, se ha propuesto multitud de modelos basadosen la idea de Turing para describir la formaci�on de estructuras en organismos vivos [6],[7].Por ejemplo, la diferenciaci�on celular a partir de un estado homog�eneo se puede explicar porla distribuci�on inhomog�enea de un morfog�en que contiene informaci�on sobre la funcionalidadfutura de las c�elulas.

Figura 2.1: Patrones de Turing observados experimentalmente. [18]7



8 CAP��TULO 2. SISTEMAS DE REACCI �ON{DIFUSI �ONSin embargo no es �este el �unico motivo por el que resulta interesante estudiar los sistemasqu��micos. En �estos las estructuras sobreviven en condiciones de fuerte no linealidad, a dife-rencia de lo que sucede en los sistemas hidrodin�amicos, en los que las interacciones no linealesconducen r�apidamente a un estado turbulento. De esta forma, se pueden estudiar inestabili-dades secundarias, competici�on de estructuras, modos mixtos, etc. Por otro lado, en algunoscasos el sistema sufre una bifurcaci�on de Hopf, produciendo la transici�on directa de un patr�onestacionario a uno oscilatorio [8]. Cuando ambas bifurcaciones se producen a la vez (punto decodimensi�on dos), las dos inestabilidades quedan acopladas, dando lugar a estructuras mixtas,y a veces conduciendo al caos espacio{temporal no muy lejos del umbral [9], [10].Tambi�en se ha observado la formaci�on de espirales, ondas viajeras, etc, en la reacci�on deBelousov{Zhabotinskii [11]. Por eso los sistemas qu��micos son un buen banco de pruebas paraestudiar el comportamiento din�amico de sistemas no lineales. Sin embargo, presentan el serioinconveniente de que su modelizaci�on, incluso en los casos m�as elementales, no est�a tan claracomo para los sistemas hidrodin�amicos, para los cuales las ecuaciones que gobiernan la din�amicaest�an determinadas desde primeros principios.2.1 Mecanismos de inestabilidadTal como se explica en el Ap�endice A, un sistema de reacci�on{difusi�on de N componentes sedescribe mediante un sistema de N ecuaciones no lineales acopladas en derivadas parciales:@ci@t = Dir2ci + fi(c1; :::cN ;x; t); i = 1; N (2.1)donde fi son funciones de las concentraciones ci, que representan la cin�etica de reacci�on, y Dison los coe�cientes de difusi�on.Resulta trivial demostrar que el estado estacionario y homog�eneo estable de un sistemaformado por una sola especie no puede sufrir bifurcaci�on alguna [12]. Para que se produzca alg�untipo de inestabilidad se precisan, al menos, dos variables din�amicas asociadas a mecanismoscontrapuestos: una a la activaci�on, responsable del crecimiento de las perturbaciones, y otraasociada a un mecanismo de inhibici�on que hace posible su saturaci�on. En el ap�endice A seestudian con detalle las posibles bifurcaciones del estado de referencia en un sistema de doscomponentes, obteni�endose las dos inestabilidades observadas experimentalmente:� Inestabilidad oscilatoria o de Hopf, cuyas condiciones de aparici�on son intr��nsecas de lareacci�on y totamente independientes de la difusi�on.� Inestabilidad de Turing: como sugiri�o Turing [4], para que �esta se produzca, el sistemadebe satisfacer dos condiciones: que el activador estimule su propia producci�on en unproceso de autocat�alisis y que su coe�ciente de difusi�on sea menor que el del inhibidor.Por tanto, al contrario de lo que ser��a l�ogico pensar, la difusi�on act�ua como mecanismodesestabilizante y determina la aparici�on de un estado inhomog�eneo. Se distinguen dostipos de modelos dependiendo del mecanismo que controla la inhibici�on:
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(b)Figura 2.2: Mecanismos de la inestabilidad de Turing. En trazo grueso se ha representado laconcentraci�on del activador y en trazo m�as �no la de la especie que controla la inhibici�on. (a)Modelo activador{inhibidor [13]. (b) Modelo de agotamiento del sustrato.Modelos activador-inhibidor:En ellos la especie activadora genera como producto su propio inhibidor. Este mecanismose esquematiza en la �gura 2.2a: si una perturbaci�on produce un m�aximo local, el bucle deautocat�alisis hace que contin�uen aumentando las concentraciones de ambos componentes; sinembargo, si el inhibidor difunde m�as r�apidamente que el activador, aparece una regi�on en tornoal m�aximo en la que predomina la inhibici�on, dando lugar a m��nimos de concentraci�on de laespecie autocatal��tica. De esta forma la rotura de la simetr��a da lugar a un estado inhomog�eneoen el que los m�aximos y m��nimos de ambos componentes est�an en fase.
Modelos de agotamiento del sustrato:En este segundo caso (�gura 2.2b), cuando una 
uctuaci�on produce un m�aximo local en laconcentraci�on del activador, se consume sustrato en el bucle de autocat�alisis (especie con la quereacciona el activador para producirse a s�� mismo), de manera que su concentraci�on disminuyea medida que aumenta la del activador. Se crea por tanto un m�aximo local de activadory un m��nimo de sustrato. Si �este difunde m�as r�apidamente que aqu�el, esta situaci�on puedeautomantenerse, dando lugar a un estado inhomog�eneo estable en el que las concentraciones dedichos componentes est�an desfasadas en �.En ambos casos la longitud de onda de las estructuras que aparecen queda determinadapor los coe�cientes difusivos y por la velocidad de producci�on de ambas especies (constantesde reacci�on), siendo totalmente independiente de las condiciones de contorno.
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Figura 2.3: Dispositivo experimental2.2 Dispositivos experimentalesDesde el punto de vista experimental los sistemas de reacci�on{difusi�on son particularmenteinteresantes para el estudio de formaci�on de estructuras por varias razones: por un lado se puedeconseguir sistemas extensos con facilidad, de manera que los bordes no in
uyan demasiado enla regi�on central del reactor; es posible conseguir condiciones iniciales arbitrarias, ya que lareacci�on CIMA en particular es fotosensible y se pueden inducir patrones con las simetr��as ylas longitudes de onda deseadas mediante un proyector en el que se inserta una diapositiva conel patr�on correspondiente; adem�as, cambiando el tama~no de la c�amara, se pueden conseguirestructuras en 1D, 2D o 3D.Pero, no todo son ventajas en estos sistemas, ya que aparecen algunas di�cultades a la horade conseguir las estructuras de Turing. El problema fundamental estriba en que los procesosdifusivos, fuente del mecanismo desestabilizante, deben estar preservados de la indeseada per-turbaci�on inducida por la convecci�on. Un segundo problema es que, para que se presenten lasestructuras, los coe�cientes de difusi�on del activador y del inhibidor deben diferir sustancial-mente, cosa que no ocurre para las reacciones en disoluciones normales. Estos problemas sehan superado con la construcci�on de reactores abiertos en los que se impiden los movimientosconvectivos.Generalmente el reactor propiamente dicho es un bloque de hidrogel en contacto con dosdep�ositos qu��micos continuamente renovados, que alimentan el sistema y mantienen separadoslos reactivos [14]. Las dem�as caras suelen ser impermeables. Se utiliza un gel transparente einerte {aunque como mostraron Agladze et al. [15] no es imprescindible su presencia{ en el quelos reactivos son un poco solubles para facilitar su difusi�on, al cual se a~nade un indicador decolor, que permite visualizar las estructuras. Normalmente consiste un polisac�arido de cadenalarga (almid�on) cuyo coe�ciente de difusi�on es menor en m�as de un orden de magnitud que elcorrespondiente al resto de las especies qu��micas. La presencia del indicador es fundamental,no s�olo para verlos, sino para la propia formaci�on de los patrones de Turing, ya que dismin-uye notablemente la velocidad difusi�on del activador al formar con �el un compuesto que espropiamente el que cambia de color [16].Puesto que los reactivos difunden desde los bordes, dentro del gel se establecen gradientes en



2.2. DISPOSITIVOS EXPERIMENTALES 11las concentraciones de �estos, de manera que en ausencia de inestabilidades las concentracionesde las dos especies din�amicas {activador e inhibidor{ son constantes en planos paralelos a lascaras desde las que se alimenta el sistema. Para los gradientes adecuados sin embargo, existeuna regi�on del reactor en la que este estado se desestabiliza, apareciendo un patr�on de Turing.Las estructuras de Turing m�as claras han sido observadas en la reacci�on CIMA y en susvariantes. En ellas tambi�en se producen fen�omenos de biestabilidad, oscilaciones, formaci�on defrentes [17] y caos espacio{temporal [18].
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Cap��tulo 3El BruselatorEl Bruselator fue propuesto por Prigogine et al. [21] en 1968 como modelo sencillo, perorepresentativo, de los sistemas reacci�on{difusi�on, ya que presenta las inestabilidades observadasexperimentalmente: Turing y Hopf. Su esquema de reacci�on es:A K1! X (producci�on X)B +X K2! Y +D (producci�on Y )2X + Y K3! 3X (autocat�alisis)X K4! E (destrucci�on X) (3.1)donde A y B son los reactivos iniciales, X e Y son las especies intermedias cuyas concentra-ciones son responsables de las estructuras espacio{temporales y E y D son productos que nointervienen en la formaci�on de los patrones y que son retirados continuamente. El paso trimo-lecular es poco realista, pero resulta imprescindible, ya que con reacciones uni o bimolecularesno es posible tener un ciclo l��mite [22], ni, por tanto, una bifurcaci�on de Hopf.Las ecuaciones de evoluci�on de cada especie son:@� [A] = �K1[A] + ~DA ~r2 [A]@� [B] = �K2[B][X] + ~DB ~r2 [B]@� [X] = K1[A]�K2[B][X] +K3[X]2[Y ]�K4[X] + ~Dx ~r2[X]@� [Y ] = K2[B][X]�K3[X]2[Y ] + ~Dy ~r2[Y ]donde Ki son las constantes cin�eticas de reacci�on de cada paso y ~D� es el coe�ciente de difusi�onde la especie �. Tomaremos como variables adimensionales:t = K4�r2 = ~DxK4 ~r2Puesto que X, Y son las variables din�amicas que nos interesan, eliminamos las constantes de13



14 CAP��TULO 3. EL BRUSELATORreacci�on en las dos �ultimas ecuaciones, renormalizando las concentraciones:A =  K21K3K34 !1=2 [A] B = K2K4 [B]X = �K3K4�1=2 [X] Y = �K3K4�1=2 [Y ] (3.2)con lo que queda: @tA = �KAA+DAr2A@tB = �KBBX +DBr2B@tX = A� (B + 1)X +X2Y +r2X@tY = BX �X2Y +Dr2 Ydonde las constantes son: DA;B = ~DA;B~Dx D = ~Dy~DxKA = K1K4 K2B = K22K3K4Las concentraciones de los reactivos y de los productos son controlados externamente, demanera que permanecen constantes en el transcurso del experimento. Adem�as, aunque alinyectar reactivos desde los bordes se establecen gradientes de concentraci�on, las estructuras deTuring aparecen en una regi�on estrecha entre dos planos de concentraci�on constante, de formaque podemos suponer A y B constantes en ella. El sistema queda entonces reducido a dosecuaciones diferenciales: @tX = A� (B + 1)X +X2Y +r2X@tY = BX �X2Y +Dr2Y (3.3)3.1 An�alisis del problema linealVeamos c�omo analizar el sistema de ecuaciones (3.3), que tiene 3 par�ametros independientesA;B y D, de los cuales elegimos como par�ametro de control la concentraci�on renormalizadaB. Un sencillo estudio del problema lineal (an�alogo al realizado en el ap�endice A), muestraque el estado estacionario y homog�eneo dado por us = (Xs; Ys) = (A;B=A), puede sufriruna inestabilidad de Turing o de Hopf, dependiendo de los valores de los par�ametros. Estemodelo es del tipo activador-agotamiento del sustrato, lo que signi�ca que en las estructurasespacio-temporales que aparecen las concentraciones de X e Y presentan un \desfase en �".Para analizar la estabilidad lineal del estado de referencia lo perturbamos ligeramente:X = Xs + x; Y = Ys + y (3.4)



3.1. AN�ALISIS DEL PROBLEMA LINEAL 15y estudiamos las ecuaciones de evoluci�on temporal para las perturbaciones:@tx = (B � 1)x+ A2y + BAx2 + 2Axy + x2y +r2x@ty = �Bx� A2y � BAx2 � 2Axy � x2y +Dr2y (3.5)que en forma matricial quedan:@t  xy ! =  B � 1 +r2 A2�B �A2 +Dr2 !  xy !+ 0BB@ BAx2 + 2Ax y + x2 y�BAx2 � 2Ax y � x2 y 1CCA (3.6)o de forma m�as compacta:@tu = $u+ �BAx2 + 2Ax y + x2 y� 1�1 ! (3.7)donde u = (x; y)T es el vector de perturbaciones y $ es el operador lineal. La parte lineal,@tu = $u tiene como soluci�on : uk = u0 e�(k)t eik�r (3.8)donde �(k) es par�ametro de crecimiento de la perturbaci�on de n�umero de onda k. Sustituyendonos queda un problema de autovalores:�(k)uk =  B � 1� k2 A2�B �A2 �Dk2 ! uk (3.9)La condici�on de soluci�on no trivial viene dada por: det($� �(k) I ) = 0, que nos conduce a laecuaci�on caracter��stica o relaci�on de dispersi�on:�(k)2 � �(k)� +� = 0 (3.10)donde � es la traza y � es el determinante de la matriz $:� = B � 1� (1 +D)k2 � A2� = A2 + k2[A2 � (B � 1)D] +Dk4 (3.11)En general, esa ecuaci�on tiene dos ra��ces:�(k) = � �p� 2 � 4�2 (3.12)El estado de referencia se desestabiliza cuando la parte real de � se hace positiva para alg�unmodo k. La condici�on <(k) = 0 determina la llamada curva marginal, B = B(k), que da elvalor del par�ametro de control para el cual el modo k pasa a ser inestable. El m��nimo de estacurva es el punto cr��tico Bc, y el modo (o modos) correspondientes es el modo marginal conk = kc. Podemos distinguir dos casos:
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(c)Figura 3.1: Curvas marginales para las bifurcaciones de Turing y Hopf, en los diferentes casos.(a) Inestabilidad de Turing (BHc > BTc ). (b) Inestabilidad de Hopf (BHc < BTc ). (c) Punto decodimensi�on dos (BHc = BTc ).Ra��ces complejas conjugadas: bifurcaci�on de HopfCuando las ra��ces de la eq. (3.10) son complejas conjugadas, la curva marginal viene dada porla condici�on <(�) = 0, equivalente a anular el coe�ciente del t�ermino lineal en � de la ecuaci�on(3.12): BH = 1 + A2 + (1 +D)k2 (3.13)El punto cr��tico es: BHc = 1 + A2, kc = 0, que corresponde a la condici�on (A.8) encontradapara un sistema general en el ap�endice A.Cuando B = Bc, el estado estacionario y homog�eneo deja de ser estable, en favor de unestado homog�eneo oscilante de frecuencia: � = i A. Se dice que el sistema sufre una bifurcaci�onde Hopf. Hay que hacer notar que esta inestabilidad es intr��nseca del sistema, independientede los fen�omenos de difusi�on.Ra��ces reales: bifurcaci�on de TuringLa bifurcaci�on se produce cuando una de las ra��ces de la ecuaci�on caracter��stica se anula, o loque es lo mismo, cuando el t�ermino independiente se hace cero. Entonces la curva marginalentonces viene dada por: BT = 1Dk2 [A2 + k2(A2 +D) +Dk4] (3.14)cuyo m��nimo corresponde al punto cr��tico condici�on (A.11):BTc = (1 + A�)2; k2c = A� = (2��Tc )2 (3.15)donde hemos de�nido � � q1=D. (Estos valores corresponden a la condici�on (A.9)).
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Figura 3.2: Curva en que ambas bifurcaciones se producen a la vez (ec. (3.17)).La otra ra��z es negativa, (� < 0), puesto que de lo contrario, ya estar��amos m�as all�a de labifurcaci�on. Se ve claramente si se escribe en la forma:� = B � 1� A2 � (1 +D)k2 = B � BH(k) < 0funci�on negativa por estar su�cientemente cerca del umbral B � BT < BH (ya que de locontrario el sistema sufrir��a primero la inestabilidad de Hopf). El nuevo estado es una estructurade Turing, consecuencia de la rotura de simetr��a espacial. Cerca del umbral tan solo los modoscr��ticos tienen tasas de crecimiento pr�oximas a cero, mientras que el resto de los modos seamortiguan r�apidamente y quedan esclavizados. Por tanto, la soluci�on al orden lineal es unasuperposici�on de los modos marginales, que son los vectores propios del problema lineal conautovalor cero: u1 = NXj=10@ 1� �A(1 + A�) 1A (Wjeikj�r + c:c:) (3.16)donde jkjj = kc = pA�.El n�umero de modos que contribuyen a la suma depende de la dimensi�on del espacio.Ser�a N = 2 si estamos en 1{D, un continuo cuando estamos en 2{D o un continuo con dospar�ametros en el caso 3{D. En este trabajo vamos a estudiar estructuras en el plano, por tanto,tendremos en general un n�umero in�nito de grados de libertad. Sin embargo, nos limitaremosa las estructuras regulares observadas experimentalmente: N = 1 para bandas y N = 3 parahex�agonos.El tipo de bifurcaci�on que sufre el sistema depender�a del valor de los par�ametros. En la�gura 3.1 se muestran las curvas marginales de cada bifurcaci�on para diferentes casos. Enparticular las dos inestabilidades se producen a la vez cuando BHc = BTc , es decir, si:� = p1 + A2 � 1A (3.17)Esta curva, representada en la �gura 3.2, separa en dos al espacio de par�ametros: por encima deella se produce la bifurcaci�on de Hopf y por debajo se tiene el espacio de Turing, que siempre
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Figura 3.3: Tasa de crecimiento para diferentes valores del par�ametro de control B. Por encimadel punto cr��tico existe una banda de n�umeros de onda con � > 0.permanece por debajo de � = 1, es decir, que el inhibidor difunde m�as r�apidamente que elactivador.3.1.1 C�alculo de los coe�ciente lineales para la bifurcaci�on de TuringTomemos el vector de onda en la direcci�on del eje x. Cerca del punto de bifurcaci�on existe unabanda de modos marginalmente estables alrededor del n�umero de onda cr��tico (�gura 3.3) contasas de crecimiento pr�oximas a cero. En estas condiciones el sistema admite como soluci�onlineal una superposici�on de esos modos:u = Xk2�kukeik�x = Xk2�ku0e�teik�x = Xk2�ku0e�tei(k�kc)�xeikc�xsiendo �k el rango de valores con � > 0. De�nimos la amplitud:um = Xk2�ku0e�tei(k�kc)�x (3.18)La evoluci�on de esa amplitud viene dada por la llamada ecuaci�on de amplitud [23]:_u = _umeikc�x = Xk2�k �(k)ukeik�x (3.19)Veamos c�omo podemos obtener la derivada temporal de la amplitud. Desarrollando la tasa decrecimiento alrededor de (Bc; kc), se tiene:�(B; k) ' �(Bc; kc) + @�@k �����kc;Bc (k � kc) + @�@B �����kc;Bc (B � Bc) + 12 @2�@k2 �����kc;Bc (k � kc)2+ 12 @2�@B2 �����kc;Bc (B �Bc)2 + @2�@B@k �����kc;Bc (B �Bc)(k � kc) + ::: (3.20)donde sabemos que �(Bc; kc) = 0, por ser precisamente la condici�on de bifurcaci�on y que@�=@kjkc;Bc = 0 (el punto cr��tico es un m�aximo de �). Por otro lado, la relaci�on entre B y k se
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(b)Figura 3.4: (a) Curva B=B(k) y su aproximaci�on dada por (3.21) en l��nea discontinua. Se veque ambas coinciden cerca del punto cr��tico. (b) Curva � = �(k) y la aproximaci�on (3.22).halla a partir de un desarrollo an�alogo de la curva marginal (3.14):B ' Bc + @B@k �����kc (k � kc) + 12 @2B@k2 �����kc (k � kc)2 + o(�k3)La primera derivada es cero en el punto cr��tico, al ser �este un m��nimo de la curva, por tantohasta orden cuadr�atico: B � Bc ' 12 @2B@k2 �����kc (k � kc)2 = 4(k � kc)2 (3.21)Sustituyendo esta relaci�on en la ecuaci�on (3.20), hasta orden (k � kc)2 queda:�(B; k) ' @�@B �����kc;Bc (B �Bc) + 12 @2�@k2 �����kc;Bc (k � kc)2 + o(�k3)que de forma m�as compacta puede escribirse como:�(B; k) ' �0[�� �20(k � kc)2] (3.22)donde se ha de�nido:�0 = Bc @�@B �����kc;Bc = 1 + A�1� �2 �20 = �12�0 @2�@k2 �����kc;Bc � = B �BcBcEl c�alculo directo de �0 a partir de la expresi�on de � dada por la eq.(3.12) es bastantecomplicado. Sin embargo, en torno caso marginal � ' 0 se tiene:� ' �20(k � kc)2 =) B �Bc = Bc�20 (k � kc)2Utilizando la ecuaci�on B � Bc = 4(k � kc)2 obtenemos la expresi�on exacta para �0, que es lamisma que si utiliz�asemos la forma completa de �:�20 ' 4(1 + A�)2



20 CAP��TULO 3. EL BRUSELATORLa derivada temporal de cada modo viene dada por la ecuaci�on (3.22), que toma la forma:_um = Xk2�k �0[�� �20(k � kc)2]ukei(k�kc)�x (3.23)Por otro lado se tiene que: @2xum = � Xk2�ku0e�t(k � kc)2ei(k�kc)�x (3.24)de donde se obtiene la ecuaci�on de amplitud lineal:�0@tum = �um + �20@2xum (3.25)con: � = B �BcBc �0 = 1� �21 + A� �20 = 4(1 + A�)2 (3.26)siendo � la supercriticalidad, �0 el tiempo caracter��stico de relajaci�on de las perturbaciones(adimensionalizado por K�14 ) y �20 la longitud de correlaci�on (adimensionalizada por q ~Dx=K4),que nos da la longitud caracter��stica de `in
uencia' de las perturbaciones.De este an�alisis se deduce que las escalas lentas de espacio y tiempo de la din�amica deamplitud son de distinto orden, ya que si los t�erminos espaciales intervienen hasta un ciertoorden, las temporales no intervienen hasta el siguiente:@�A � @2xA (3.27)(Podr��amos haber deducido este mismo resultado a partir de la ecuaci�on caracter��stica (3.22),ya que �(k) � (k � kc)2).



Cap��tulo 4Ecuaciones de amplitudEn el an�alisis lineal hemos introducido la amplitud como par�ametro de orden, nulo antes de labifurcaci�on y que caracteriza el nuevo estado que aparece tras la inestabilidad. Mediante estean�alisis hemos obtenido el umbral para la bifurcaci�on de Turing y la ecuaci�on lineal que satisfaceesta amplitud. Sin embargo esa ecuaci�on es incompleta, ya que, para que las perturbacionesno crezcan inde�nidamente, son necesarios t�erminos no lineales que saturen su crecimiento.Adem�as, este an�alisis no permite predecir el tipo de estructura que aparece despu�es de labifurcaci�on. Por tanto, resulta necesario hacer un estudio no lineal del problema.En un sistema peque~no, cuya dimensi�on caracter��stica (L) es del mismo orden que la longitudde onda de la estructura que aparece (�), los modos est�an aislados, de manera que tan solounos pocos se excitan (variedad central) y el problema puede ser descrito con unos pocos gradosde libertad. Llamemos A1 al conjunto de modos marginalmente inestables y A2 a los modosamortiguados, de forma que sus ecuaciones de evoluci�on pueden representarse mediante lasecuaciones: dA1dt = �1A1 + f1(A1; A2)dA2dt = �2A2 + f2(A1; A2) (4.1)donde �1 = 1=�1 y �2 = j1=�2j son los tiempos caracter��sticos de evoluci�on de esos modos, queveri�can: �1 >> �2. Entonces, para 
uctuaciones con tiempos �1 se tiene que:�����dA1dt ����� � j�1jA2 << j�2jA2y por tanto se puede suponer: A2 ' �1�2 f1(A1; A2) (4.2)de manera que el segundo modo queda esclavizado por la din�amica del primero y puede elim-inarse adiab�aticamente de las ecuaciones [24]. Al introducir la expresi�on (4.2) en la ecuaci�on21



22 CAP��TULO 4. ECUACIONES DE AMPLITUD(4.1) se obtiene: dA1dt = �1A1 + F (A1) (4.3)que nos dar�a la forma normal de la bifurcaci�on.No incluimos por el momento ninguna modulaci�on espacial, pues como primer paso supo-nemos que la estructura tiene una longitud de onda constante a lo largo del patr�on, �c. Sinembargo, en un sistema extenso (L >> �) se tiene una banda continua de modos inestables(�gura 3.3), con lo que, en principio, la variedad central tendr��a dimensi�on in�nita. Para tratareste tipo de sistemas se toman como par�ametros de orden las envolventes de las amplitudesde los modos inestables. Ahora estas nuevas amplitudes no son constantes, sino que var��an enescalas lentas de espacio y tiempo, y el n�umero de onda, a su vez, cambia de un punto a otro delpatr�on. Como hemos visto en el an�alisis lineal @tA � @2xA, por tanto, la ecuaci�on de evoluci�on:en 1{D resulta: @tA1 = �1A1 + F (A1) + �20@2xA1 (4.4)Estas son las llamadas ecuaciones de amplitud que se pueden encontrar utilizando diferentesm�etodos perturbativos. Los m�as comunes son el m�etodo de Galerkin{Eckhaus y el de lasm�ultiples escalas. El primero consiste en desarrollar la soluci�on en modos de Galerkin paraencontrar las ecuaciones que satisfacen las amplitudes que los acompa~nan. Se pueden obtenerperturbativamente considerando que cerca del punto cr��tico las amplitudes son peque~nas y quela contribuci�on de los t�erminos con potencias altas es despreciable. Adem�as la din�amica de losmodos no marginales (de tiempos de relajaci�on cortos) est�a esclavizada por los modos cr��ticos,de manera que se eliminan adiab�aticamente. El n�umero de grados de libertad queda reducidoentonces a la dimensi�on de la variedad central formada por los modos cr��ticos.En el m�etodo de las m�ultiples escalas se desarrollan las soluciones cerca del umbral y losoperadores diferenciales en serie de potencias de un par�ametro peque~no, �, que mide la distanciaal umbral y que estar�a directamente relacionado con la supercriticalidad. De esta forma seseparan las distintas escalas espacio{temporales y las ecuaciones de amplitud se encuentranprocediendo orden por orden en �. Este es el m�etodo utilizado a continuaci�on para el Bruselatorpor tener una interpretaci�on f��sica m�as clara.4.1 An�alisis d�ebilmente no linealPartimos de las ecuaciones de evoluci�on para las perturbaciones (3.7):@tu = $u + �BAx2 + 2Ax y + x2 y� 1�1 ! (4.5)donde u = (x; y)T es el vector de perturbaciones y $ es el operador lineal:$ =  B � 1 +r2 A2�B �A2 +Dr2 ! (4.6)



4.1. AN�ALISIS D�EBILMENTE NO LINEAL 23Al igual que en el an�alisis lineal elegimos como par�ametro de control la concentraci�on renor-malizada B. Se toma como soluci�on un desarrollo perturbativo en t�erminos de potencias de�: B = Bc + �B1 + �2B2 + :::u = �u1 + �2u2 + �3u3 + :::Cuando B1 = 0, como ocurre en el caso de bandas, la bifurcaci�on es supercr��tica, mientrasque de lo contrario, -por ejemplo para los hex�agonos-, se tiene una bifurcaci�on subcr��tica, m�asdif��cil de tratar. Analizemos cada caso por separado.4.1.1 Caso de bandasEn este caso podemos considerar �unicamente la direcci�on del patr�on de bandas para simpli�carel desarrollo. Teniendo en cuenta la relaci�on @�A � @2xA encontrada en el an�alisis lineal, lasescalas lentas de espacio y tiempo se pueden desarrollar en funci�on de � en la forma:@x = @x0 + �@X@t = @� + �2@TIntroduciendo estos desarrollos en el operador lineal de la ecuaci�on (4.6), �este se expresa tambi�encomo una serie de potencias de �:$ = $0 + �$1 + �2$2 + �3$3 + :::donde: $0 =  Bc � 1 + @x02 A2�Bc �A2 +D@x02 !$1 =  B1 + 2@x0@X 0�B1 2D@x0@X !$2 =  B2 + @2X 0�B2 D@2X !Para obtener las ecuaciones de amplitud basta ir orden por orden en �:Orden �: Se recupera el problema lineal:(@� � $0)u1 = 0cuyas soluciones son las encontradas en el cap��tulo anterior (ecuaci�on (3.16)). El caso de bandascorresponde a N = 1: u1 =  1� ! (W1eikc�r + c:c:) (4.7)



24 CAP��TULO 4. ECUACIONES DE AMPLITUDdonde: � = ��(1 +A�)=A y c:c representa el complejo conjugado, que se incluye para obteneruna soluci�on real.Son necesarios tambi�en los autovectores del operador adjunto $+0 , dados por:$+0 v = 0 =) v = (1; �)eik�r; � = A�1 + A�que cumplen la relaci�on de ortogonalidad:< v(k)ju(k0) >= �kk0(1� �2)Para encontrar las ecuaciones de evoluci�on de las amplitudes, debemos ir al orden siguiente.Orden �2: Se tiene:(@�0 �$0)u2 = $1u1 + (BcA x21 + 2Ax1 y1) 1�1 ! =  I2xI2y ! (4.8)de modo que, a orden 2 y superiores, se obtienen ecuaciones lineales inhomog�eneas de la forma:L0ui = (@� �$0)ui = Ii (4.9)La matriz L0 no es invertible, ya que tiene un autovalor cero, el correspondiente al modo cr��tico.Por tanto, el sistema tiene soluci�on �unicamente cuando nos restringimos al subespacio en queel problema es invertible, es decir, cuando Ii?Ker(L+0 ), que es lo se conoce como condici�onalternativa de Fredholm [24]: < vjIi >= 0 (4.10)a la que s�olo contribuyen los t�erminos resonantes con los modos cr��ticos debido a la ortogona-lidad de los modos de Fourier. Habitualmente no se obtiene nada de ella a este orden, ya quese cumple de manera trivial, pero aplicada a nuestro caso, para eikc�r queda:B1W1 + 2ikc@XW1 � �2(�B1W1 + 2ikcD@XW1) = 0 =) B1 = 0 (4.11)Esto signi�ca que �2 = (B�Bc)=Bc, es decir, que la bifurcaci�on es supercr��tica, y que la formanormal es: @tA = �A� gA3La soluci�on a orden 2 es suma de la soluci�on general del problema homog�eneo y una soluci�onparticular del sistema completo. Teniendo en cuenta que la parte no lineal de I2i contienet�erminos cuadr�aticos en x1; y1, la soluci�on toma la forma:u2 =  1� ! (W2eikc�r + c:c:) +  a0b0 !+ " a1b1 ! eikc�r +  a2b2 ! ei2kc�r + c:c:# (4.12)Podemos encontrar los coe�cientes de la soluci�on particular sustituy�endola en la ecuaci�on (4.8)y recordando la ortogonalidad de las ondas planas:



4.1. AN�ALISIS D�EBILMENTE NO LINEAL 25� e0: Se obtienen los coe�cientes del modo k = 0:a0 = 0 (4.13)b0 = �2A3 (1� A2�2)jW1j2 (4.14)� eikc�r: A pesar de aplicar la condici�on alternativa de Fredholm, sobreviven t�erminos reso-nantes debido a los t�erminos espaciales. Se obtiene la relaci�on:a1 + Ab1�(1 + A�) = �2iA�(1 + A�)kc@XW1 (4.15)Para calcular los coe�cientes expl��citamente deber��amos exigir tambi�en que la soluci�onparticular sea ortogonal a la soluci�on general del problema homog�eneo; sin embargo paranuestro an�alisis nos basta con esta relaci�on.� ei2kc�r: Los coe�cientes del modo k = 2kc resultan:a2 = 4(1� A2�2)9A2� W 21 (4.16)b2 = �(1 + 4A�)(1� A2�2)9A3 W 21 (4.17)Para llegar a las ecuaciones de amplitud debemos analizar el orden siguiente:Orden �3: La ecuaci�on a este orden queda:(@� �$0)u3 = $1u2 + (�@T +$2)u1 + �BcA 2x1x2 + 2A(y1x2 + y2x1) + x21y1� 1�1 !o en forma m�as compacta: (@� � $0) x3y3 ! =  I3xI3y !De nuevo aplicando la condici�on alternativa de Fredholm:< vjI3 >= 0se tiene:�(1 + ��)@�2W1 + (1� �)B2W1 + (1 +D��)@2XW1 + 2ikc[@X(a1 +W2) + �D@X(b1 + �W2)]+ �2BcA a2 + 2A(b2 + a2�) + 3�W 21 � (1� �)W1 + 2Ab0(1� �)W1 = 0Sustituyendo � y �, y recordando la relaci�on (4.15) se llega a:(1��2)@TW1 = B21 + A�W1+ 41 + A�@2XW1� 19A3� (�8A3�3+5A2�2+38A��8)jW1j2W1 (4.18)
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(a) (b)

|A| |A|

µ µFigura 4.1: (a) Bifurcaci�on subcr��tica. (b) Bifurcaci�on supercr��tica.Si multiplicamos esta expresi�on por �3 se recuperan los operadores espacio{temporales y recon-struir la soluci�on: @� + �2@T = @t @x0 + �@X = @x�2B2 = B �Bc �W1 + �2W2 = T (4.19)lleg�andose a la ecuaci�on de amplitud:�0@tA = �A� gjAj2A +DT@2xA (4.20)donde: �0 = 1� �21 + A� � = B � BcBcg = �8 + 38A� + 5A2 �2 � 8A3 �39A3 � ( 1 + A� ) DT = 4Bc (4.21)Los coe�cientes lineales DT ; �0 y � coinciden con los hallados en el cap��tulo anterior, como erade esperar. Adem�as comprobamos que, efectivamente, la ecuaci�on de amplitud, sin la difusi�on,corresponde a la forma normal de una bifurcaci�on pitchfork (de horquilla) supercr��tica (�gura4.1): �0@tA = �A� gjAj2ASi tomamos como soluci�on T = Rei� y separamos las partes real e imaginaria:@tR = �R� gR3 (4.22)@t� = 0 =) � = cte (4.23)La segunda ecuaci�on indica que la fase es un modo marginal, de manera que la ecuaci�on quedainvariante bajo una traslaci�on de fase, equivalente a una traslaci�on espacial x �! x+�x. Estasimetr��a de la ecuaci�on de amplitud se rompe en la direcci�on del vector de ondas del patr�on,ya que las soluci�ones no son invariantes bajo traslaciones.Por otro lado, la ecuaci�on para la amplitud tiene dos soluciones estacionarias:�Rs = 0, la soluci�on estacionaria y homog�enea que, como comprobaremos m�as adelante, esestable cuando � < 0, es decir, por debajo del punto cr��tico;�RB = q�=g, soluci�on no trivial, que es estable por encima del umbral Bc.
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Figura 4.2: Dominio de vectores de onda que intervienen en la modulaci�on espacial de un patr�onde bandas en 2{D.La ecuaci�on (4.20) rige la evoluci�on espacio{temporal de la amplitud m�as all�a del punto debifurcaci�on. Su forma es la misma para cualquier sistema unidimensional que sufra una rupturaespacial de la simetr��a. Sin embargo, en sistemas bidimensionales debemos tener en cuenta lasmodulaciones de la amplitud no s�olo en la direcci�on del n�umero de onda, sino tambi�en en laperpendicular a �el. La generalizaci�on de esta ecuaci�on no puede hacerse de manera trivial,ya que los operadores diferenciales dependen de distinta forma del par�ametro � [24] seg�un lasdirecciones: @x = @x0 + �@X (4.24)@y = @y0 + �1=2@Y (4.25)Esto se debe a que si tomamos x̂ en la direcci�on del n�umero de onda de las bandas, y loperturbamos ligeramente (�gura 4.2):~k = (kc + qx)x̂ + qyŷel operador laplaciano al orden m�as bajo queda:r2 ' k2c + 2qxkc + q2y (4.26)Por tanto, qx � q2y y entonces: @TA � @2xA � @4yA (4.27)Si realizamos el mismo desarrollo teniendo en cuenta la modulaciones de la amplitud en ladirecci�on ŷ, se obtiene la ecuaci�on (4.20) pero con el cambio 2@x0@X ! 2@x0@X + @2Y (que sededuce de la ecuaci�on (4.26)), que es la llamada ecuaci�on de Newell{Whitehead{Segel (NWS):�0@tA = �A� gjAj2A+DT (@X + 12ikc@2Y )2A (4.28)



28 CAP��TULO 4. ECUACIONES DE AMPLITUDLas caracter��sticas del sistema concreto s�olo afectan a los coe�cientes, ya que la forma de estaecuaci�on es general para el caso de un patr�on de bandas (o rollos para convecci�on R-B [25]): elt�ermino lineal corresponde al crecimiento exponencial ya obtenido del an�alisis lineal, el c�ubico esel responsable de la saturaci�on de las perturbaciones y el difusivo da cuenta de las modulacionesespaciales de la amplitud de las bandas, esencial para estudiar defectos e inestabilidades de fase.4.1.2 Soluci�on hexagonalEn un patr�on hexagonal se tiene simetr��a quiral (x ! �x; y ! �y), y por tanto no haydiferencia entre las direcciones x̂; ŷ. Los operadores espaciales en este caso se pueden tratarconjuntamente, ya que se desarrollan en la misma escala:r = r0 + �r1 (4.29)El operador temporal, teniendo en cuenta el an�alisis lineal, se toma al igual que antes como:@t = @� + �2@T (4.30)Introduciendo estos desarrollos en el operador lineal de la ecuaci�on (4.6), se tiene al igual queen el caso de bandas: $ = $0 + �$1 + �2$2 + �3$3 + :::donde ahora: $0 =  Bc � 1 +r02 A2�Bc �A2 +Dr02 !$1 =  B1 + 2r0r1 0�B1 2Dr0r1 !$2 =  B2 +r21 0�B2 Dr21 !Orden �: Se recupera de nuevo el orden lineal y la soluci�on corresponde al caso N = 3 de laecuaci�on (3.16): u1 =  1� ! 3Xj=1(Wjeikj�r + c:c:); jkjj = kc (4.31)donde � = ��(1 +A�)=A y con la condici�on de resonancia k1 + k2 + k3 = 0, es decir, son tressistemas de bandas a 120o.Al igual que en el caso anterior, para obtener las ecuaciones de amplitud debemos llegarhasta orden �3.
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2Figura 4.3: Modos que intervienen en el desarrollo.Orden �2: La ecuaci�on queda:(@� � $0)u2 = $1u1 + �BcA x21 + 2Ax1 y1� 1�1 ! =  I2xI2y ! (4.32)De nuevo la condici�on resolutiva viene dada por la alternativa de Fredholm, en la que lost�erminos no lineales intervienen debido a la condici�on de cierre. Se tiene una para cada modo;en particular para k1: < vjI2 >= 0 =) vxI(1)2x + vyI(1)2y = 0 (4.33)donde I(1)2i son las proyecciones de la parte inhomog�enea sobre el modo 1:I(1)2x = B1W1 + 2ikc(n̂1 � r1)W1 + 2�BcA + 2A��W 2W 3I(1)2y = �B1W1 + 2iD�kc(n̂1 � r1)W1 � 2�BcA + 2A��W 2W 3Recordando que vx = 1 y vy = �, la condici�on resolutiva queda:(1� �)�B1W1 + 2A(1� A2�2)W 2W 3�+ 2ikc(1 +D��) +D(n̂1 � r1)W1 = 0y dado que la parte imaginaria se anula, se tiene:B1W1 + 2A(1� A2�2)W 2W 3 = 0 (4.34)Las otras dos condiciones se obtienen mediante permutaci�on c��clica de los sub��ndices. De aqu��vemos que B1 6= 0, de modo que la bifurcaci�on es subcr��tica, y por tanto no es tan f�acil deanalizar como la supercr��tica.Pero a este orden la ecuaci�on de amplitud no satura y debemos ir al siguiente orden, paralo cual es necesaria la soluci�on a segundo orden. Puesto que en la ecuaci�on (4.32) hay t�erminos



30 CAP��TULO 4. ECUACIONES DE AMPLITUDhasta orden cuadr�atico en x1, y1, la soluci�on general es: x2y2 ! =  1� ! 3Xj=1(W (1)j eikj�r + c:c:) +  a0b0 !+ 24 3Xj=1 ajbj ! eikj�r + 3Xj=1 ajjbjj ! ei2kj�r + 3Xi<j  ai�jbi�j ! ei(ki�kj)�r + c:c:35 (4.35)donde el primer sumando corresponde a la soluci�on del problema homog�eneo. En la �gura 4.3se muestran los modos resonantes con los modos cr��ticos.Sustituy�endola en la ecuaci�on (4.32) encontramos los coe�cientes de la soluci�on particular:� e0: son los mismos que para las bandas:a0 = 0b0 = �2A3 (1� A2�2)(jW1j2 + jW2j2 + jW3j2) (4.36)� ei2kj�r: se tiene: ajj = 49 1� A2�2A2� W 2jbjj = �14 �(1 + 4A�)A ajj (4.37)� eikj�r: al igual que en el caso de bandas, tambi�en sobreviven t�erminos resonantes, obteni�endosela misma relaci�on entre los coe�cientes:a1 + Ab1�(1 + A�) = �2iA�(1 + A�)kcr1W1 (4.38)En este caso vamos a necesitar las expresiones completas de estos coe�cientes. Imponemosla condici�on de que la soluci�on particular sea ortogonal a la soluci�on de la ecuaci�onhomog�enea, es decir, a los autovectores del problema lineal, de modo que se llega a:aj = �2ikc�(1 + A�)A[�2(1 + A�)2 + A2] (n̂1 � r1)Wjbj = A�(1 + A�)aj (4.39)Orden �3: La ecuaci�on a este orden:(@� �$0)u3 = $1u2 + [�@T +$2]u1 + (BcA 2x1x2 + 2A(y1x2 + y2x1) + x21y1) 1�1 ! (4.40)que s�olo se utiliza para aplicar la condici�on resolutiva. Para el modo k1:< vjI3 >= 0 =) vxI(1)3x + vyI(1)3y = 0 (4.41)



4.1. AN�ALISIS D�EBILMENTE NO LINEAL 31donde ahora:I(1)3x = �@TW1 + (B2 +r21)W1 + [B1 + 2ikc(n̂1 � r1)](a1 +W (1)1 )+ 2B1A W 2W 3 + 2A(b0W1 + b11W 1 + b1�2W2 + b1�3W3 + b2W 3 + b3W 2 + �W (1)2 W 3+ �W (1)3 W 2) + �(3jW1j2 + 6jW2j2 + 6jW3j2)W1 + 2�BcA + A�� (a11W 1 + a1�2W2+ a1�3W3 + a2W 3 + a3W 2 +W (1)2 W 3 +W (1)3 W 2)I(1)3y = ��@TW1 + (�B2 + �Dr21)W1 �B1(a1 +W (1)1 ) + 2ikcD(n̂1 � r1)(b1 + �W (1)1 )� 2B1A W 2W 3 � 2A(b0W1 + b11W 1 + b1�2W2 + b1�3W3 + b2W 3 + b3W 2 + �W (1)2 W 3+ �W (1)3 W 2)� �(3jW1j2 + 6jW2j2 + 6jW3j2)W1 � 2�BcA + A�� (a11W 1 + a1�2W2+ a1�3W3 + a2W 3 + a3W 2 +W (1)2 W 3 +W (1)3 W 2)Sustituyendo las expresiones de los coe�cientes de la soluci�on a orden �2 y agrupando lost�erminos, la condici�on resolutiva a este orden queda:(1� �2)@TW1 = 11 + A� "B1W (1)1 +B2W1 + 2B1A W 2W 3 + 21� A2�2A (W (1)2 W 3 +W (1)3 W 2)� g0jW1j2W1 � h0(jW2j2 + jW3j2)W1i+ 41 + A� (n̂1 � r1)2W1+ 4ikcA(1 + A�) [W 2(n̂3 � r1)W 3 +W 3(n̂2 � r1)W 2]� 4ikc�(1� A2�2)A2[A2 + �2(1 + A�)2] [W 2(n̂2 � r1)W 3 +W 3(n̂3 � r1)W 2] (4.42)Para obtener las ecuaciones de amplitud debemos mezclar los �ordenes, lo cual es l�ogico sirecordamos que la soluci�on no es una funci�on homog�enea del par�ametro �. Sumando la ecuaci�on(4.34) multiplicada por �2 y (4.42) por �3 y tras reconstruir los operadores y la soluci�on comoen el caso de bandas: @� + �2@T = @t r0 + �r1 = r�2B2 = B � Bc �Wi + �2W (1)i = Ai; (4.43)se tiene: �0@tA1 = �A1 + v A2A3 � g jA1 j2 A1 � h (jA2 j2 + jA3 j2)A1+ i �1 [A2 (n̂3 � r)A3 + A3 (n̂2 � r)A2]+ i �2 [A3 (n̂3 � r)A2 + A2 (n̂2 � r)A3] +DT (n̂1 � r)2A1 (4.44)(Mediante la rotaci�on de los sub��ndices se obtienen las ecuaciones de evoluci�on para las ampli-



32 CAP��TULO 4. ECUACIONES DE AMPLITUDtudes A2 y A3). Los coe�cientes est�an dados por:�0 = 1� �21 + A� � = B � BcBcDT = 4Bc v = 2 1� A�A ( 1 + A� ) + 2 1A ��1 = 4 kcABc �2 = �4 kc � (1� A�)A2[A2 + �2 (1 + A�)2]g = 19 �8 + 38A� + 5A2 �2 � 8A3 �3A3 � ( 1 + A� ) h = �3 + 5A� + 7A2 �2 � 3A3 �3A3 � ( 1 + A� ) (4.45)Para que las amplitudes saturen a este orden es necesario que los coe�cientes g y h sean po-sitivos, ya que de lo contrario deber��amos llegar hasta �ordenes m�as altos para conseguir susaturaci�on, dando lugar a otro tipo de bifurcaci�on. El coe�ciente � es la distancia al umbral,mientras que v, coe�ciente del t�ermino cuadr�atico que rompe la simetr��a A ! �A, est�a rela-cionado con la amplitud de los hex�agonos que aparecen tras la inestabilidad. Los t�erminosespaciales estabilizan patrones hexagonales con n�umeros de onda distintos al cr��tico y ligera-mente distorsionados. Como era de esperar, el coe�ciente del t�ermino lineal DT es el mismoque el obtenido para bandas, lo cual era de esperar ya que se deriva del an�alisis lineal, que nodiferencia entre las distintas estructuras de Turing.La forma de estas ecuaciones de amplitud es general para cualquier sistema en el que apareceuna soluci�on hexagonal (por ejemplo en convecci�on de B�enard{Marangoni la derivaci�on de estasecuaciones puede encontrarse en las referencias [26], [27]). Para el Bruselator A. De Wit [13]calcul�o los coe�cientes espacialmente homog�eneos. En esta secci�on se han completado losdesarrollos con los t�erminos espaciales: uno lineal y dos cuadr�aticos, que tienen inter�es en elmarco de la din�amica de fase, problema que ser�a objeto de estudio en el siguiente cap��tulo. Sepodr��a pensar que los t�erminos espaciales no lineales son despreciables frente a los otros, sinembargo, en el caso del Bruselator los coe�cientes �1 y �2 son del mismo orden que los dem�ascoe�cientes y no pueden considerarse despreciables.Para encontrar la forma normal de la bifurcaci�on que corresponde a estas ecuaciones nosolvidamos por un momento de las modulaciones espaciales:�0@tA1 = �A1 + v A2A3 � g jA1 j2 A1 � h (jA2 j2 + jA3 j2)A1Tomando como soluci�on Aj = Tje�j y separando la parte real de la imaginaria, se tiene:Fase: Las fases cumplen: T1�0@t�1 = �vT2T3sen�donde hemos de�nido la fase total � = �1 + �2 + �3, cuya ecuaci�on de evoluci�on es:�0@t� = �vT 21 T 22 + T 21 T 23 + T 22 T 23T1T2T3 sen�
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Figura 4.4: Hex�agonos obtenidos en la reacci�on CIMA [28]. Las zonas oscuras correspondena m��nimos en la concentraci�on de activador, mientras que las m�as claras son m�aximos. (a)Hex�agonos de fase total cero, H0 (b) Hex�agonos de fase total �, H�.A diferencia del caso de bandas las fases no son constantes, sino que su evoluci�on est�a ligadapor esta ecuaci�on. La traslaci�on de dos de los vectores de onda es libre, pero para mantenerla estructura hexagonal es necesario que el tercer vector siga el movimiento de los otros dos deacuerdo a esta ecuaci�on. La fase total relaja mon�otonamente hacia uno de los dos puntos �jos:� si v � 0 =) � = 0 =) H0 estable (�gura 4.4a).� si v � 0 =) � = � =) H� estable (ver foto 4.4b).M�odulo: �0@tT1 = �T1 + jvjT2T3 � gT13 � h(T 22 + T 23 )T1Sus soluciones son:� Ti = 0, es el estado estacionario y homog�eneo.� T1 = q�=g; T2 = T3 = 0, corresponde a las bandas.� T1 = jvj=(h� g); T2 = T3 = q�� gT 21 =(g + h) es un modo mixto siempre inestable en elBruselator.� T1 = T2 = T3 = H es la estructura hexagonal, aparece como soluci�on de la ecuaci�on:�0@tH = �H h(g + 2h)H2 � �� jvji = �H(H �H�)(H �H+)con dos soluciones estacionarias, H = H�, cuya estabilidad estudiaremos en la secci�on siguiente.Esta ecuaci�on es la forma normal de una bifurcaci�on subcr��tica, m�as dif��cil de tratar ya que elan�alisis se hace alrededor de amplitud nula, cuando en realidad la amplitud pasa de cero a unvalor �nito, no forzosamente in�nitesimal (ver �gura 4.1).
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3Figura 4.5: Representaci�on de los vectores unitarios en las direcciones de los vectores de ondan̂i y los ortogonales �̂j.En lo que sigue conviene expresar las derivadas espaciales en funci�on de vectores correspon-dientes al modo sobre el que act�uan. Para ello introducimos una base de vectores ortonormalesen cada direcci�on n̂i (ver Figura 4.5):n̂2 = �12 n̂3 + p32 �̂3 n̂3 = �12 n̂2 � p32 �̂2 (4.46)de manera que sustituyendo �esto en la ecuaci�on de amplitud, queda:@tA1 = �A1 + v A2A3 � g jA1 j2 A1 � h (jA2 j2 + jA3 j2)A1+ i �1 [A2 @x3 A3 + A3 @x2 A2]+ i �2 [A2 @�3 A3 � A3 @�2 A2] + @2x1 A1 (4.47)donde utilizamos la notaci�on est�andar para las derivadas direccionales: (n̂i � r) � @xi y hemosrenormalizado el tiempo para eliminar �0 y el espacio para eliminar DT . S�olo se modi�can loscoe�cientes de los t�erminos espaciales, que ahora son:�1 = 1pDT (�1 � 12�2) �2 = 1pDT p32 �2 (4.48)Se han representado en la �gura 4.6, donde puede verse que �1 es siempre positivo, mientrasque �2 puede cambiar de signo (cuando A� = 1). Cuando �2 = 0, se tiene tambi�en que v0 = 0y por tanto en tal caso v � �. Adem�as hay que hacer notar que �1 �j �2 j.
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(a) (b)Figura 4.6: Representaci�on de los coe�cientes �1 y �2 para (a) A = 4:5, (b) A = 2:0. Lal��nea discontinua indica el rango de validez de estos coe�cientes, ya que a la derecha de �esta seproduce antes la bifurcaci�on de Hopf (v�ease (3.2)).4.2 Estabilidad de las solucionesPara estudiar la competici�on entre bandas y hex�agonos se parte de las ecuaciones de amplitud1:@TA1 = �A1 + v A2A3 � g jA1 j2 A1 � h (jA2 j2 + jA3 j2)A1+ i �1 [A2 @x3 A3 + A3 @x2 A2]+ i �2 [A2 @�3 A3 � A3 @�2 A2] + @2x1 A1 (4.49)que son v�alidas para ambas estructuras con A2 = A3 = 0 para el caso de bandas; para unpatr�on hexagonal los otros dos modos cumplen ecuaciones an�alogas a �esta que resultan de lapermutaci�on c��clica de los ��ndices (invariancia por rotaci�on 2�=3).En trabajos anteriores [13] se ha estudiado la estabilidad de las estructuras con n�umero deonda igual a kc, obteniendo las ecuaciones de amplitud sin los t�erminos espaciales y estudiandola estabilidad relativa de estas soluciones. A continuaci�on se realiza un an�alisis m�as general,teniendo en cuenta que los t�erminos espaciales permiten la estabilidad para n�umeros de ondaligeramente distintos del cr��tico.4.2.1 Soluci�on de bandasTomemos como soluci�on una estructura de bandas con un n�umero de onda que di�ere enq del cr��tico: A = Beiqr. Al sustituir esta expresi�on en la ecuaci�on (4.49) se obtiene queB = q(�� q2)=g. Para estudiar la estabilidad relativa de las bandas frente a los hex�agonos,tomamos perturbaciones que favorezcan la aparici�on de �estos:A1 = B(1 + r1)eiqx1 A2 = r2eiqx2 A3 = r3eiqx3 (4.50)1Las modulaciones en la direcci�on de ŷ, que para las bandas aparec��an a trav�es del t�ermino @2y , quedanincluidas en @2xi , puesto que en esta secci�on se trata de estudiar la estabilidad relativa de las bandas frente aperturbaciones hexagonales. Ser�a diferente cuando se analicen en el cap��tulo siguiente las inestabilidades de faseque sufre un patr�on de bandas estable frente a perturbaciones de amplitud, caso en el que hay que partir de laecuaci�on NWS (4.28).



36 CAP��TULO 4. ECUACIONES DE AMPLITUDdonde x1; x2; x3 indican las direcciones de los vectores de onda correspondientes a los hex�agonos,que cumplen x̂1+ x̂2+ x̂3 = 0. En este caso no se a~nade una fase en la perturbaci�on, ya que tansolo conduce a la invariancia traslacional en la direcci�on del vector de onda, tal como vimos en(4.23). Para no complicar los desarrollos vamos a considerar los t�erminos espaciales nulos en loque sigue: �1 = �2 = 0.Sustituyendo esta soluci�on en las ecuaciones de amplitud (4.49) y qued�andonos �unicamentecon los t�erminos lineales se tiene:0B@ _r1_r2_r3 1CA = 0BBBBB@ �2(�� q2) 0 00 g � hg (�� q2) vB0 vB g � hg (�� q2) 1CCCCCA0B@ r1r2r3 1CA (4.51)Adem�as, suponemos un crecimiento exponencial de las perturbaciones: ri = aie�t, de formaque las bandas permanecen estables cuando los autovalores son negativos:�1 = �2(�� q2) < 0 (4.52)�� = (g � h)B2 � jvjB < 0 (4.53)Se ve claramente que si g � h > 0 las bandas son siempre inestables (A� < 0:564). Noscentraremos en el caso m�as interesante en que g � h < 0, para el cual �� < 0. La condici�on�+ < 0 determina la curva de estabilidad de amplitud de las bandas frente a los hex�agonos,dada por:�� q2 > gv2(g � h)2 =) v21�2 +  2v0v1 � (g � h)2g !�+ (g � h)2g q2 + v20 < 0 (4.54)cuyas ra��ces son:�B� = � �2v0v1 � (g�h)2g ��r�2v0v1 � (g�h)2g �2 � 4v21 � (g�h)2g q2 + v20�2v21 (4.55)que son reales si: (g � h)2g > 4v1(v0 + v1q2) (4.56)El rango de q en el que esto se cumple viene dado por:q� = �s �v1 ; � = (g � h)24gv1 � v0 (4.57)Se distinguen dos situaciones:� � < 0 (0:564 < A� < 0:879): las ra��ces son complejas conjugadas y por tanto las bandasson inestables para cualquier valor del par�ametro de control (�gura 4.11a).



4.2. ESTABILIDAD DE LAS SOLUCIONES 37� � > 0 (0:879 < A� < 2:418): existe un rango �B� � � � �B+ en el que las bandas sonestables frente a perturbaciones homog�eneas. Este caso se ha representado en las �guras4.12a y 4.13a. Estas curvas son sim�etricas debido a su invariancia q ! �q. El rango deestabilidad est�a limitado por las raices (4.57).Por otro lado, si consideramos los t�erminos espaciales, el desarrollo es an�alogo, solo quesustituyendo v0 �! v0+2�1q. Esta correcci�on rompe la simetr��a q ! �q, de manera que ahoralas curvas se inclinan hacia la izquierda (por ser �1 > 0 en el caso del Bruselator). Cuando0:879 < A� < 2:918 tanto los umbrales como el n�umero de onda cr��tico de la inestabilidadcambian (�guras 4.12b y 4.13b). En el caso A� < 0:879 (�gura 4.11b), la introducci�on de losnuevos t�erminos conlleva la aparici�on de una regi�on de estabilidad de bandas con un n�umerode onda menor que kc delimitado por las ra��ces de la ecuaci�on (4.56) modi�cada, que son:q� = �2�1 �r4v21 �v0 � (g�h)24gv1 �2v21 (4.58)4.2.2 Soluci�on hexagonalLa soluci�on hexagonal con un n�umero de onda k = kc + q, viene dada por las ecuaciones:A1 = Heiqx1; A2 = Heiqx2; A3 = Heiqx3 (4.59)donde: H = H� = v �qv2 + 4(g + 2h)(�� q2)2(g + 2h) (4.60)que satisface la ecuaci�on: �� q2 + vH � (g + 2h)H2 = 0 (4.61)(recordemos que se han tomado �1 = �2 = 0 para simpli�car las expresiones). Para ver en qu�econdiciones es estable, introducimos perturbaciones homog�eneas (@xri = @x�i = 0):A1 = H(1 + r1 + i�1)eiqx1; A2 = H(1 + r2 + i�2)eiqx2; A3 = H(1 + r3 + i�3)eiqx3 (4.62)Sustituyendo estas expresiones en la ecuaci�on (4.49) y separando la parte real de la imagi-naria, el sistema de ecuaciones lineales para las perturbaciones resulta:0B@ _r1_r2_r3 1CA = 0B@ a b bb a bb b a 1CA0B@ r1r2r3 1CA ; a = �� q2 � (3g + 2h)H2b = vH � 2hH20B@ _�1_�2_�3 1CA = 0B@ c d dd c dd d c 1CA0B@ �1�2�3 1CA ; c = �� q2 � (g + 2h)H2d = �vH
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Figura 4.7: Hex�agonos reentrantes up (ascendentes por el centro) y down (el 
uido desciendepor el centro) en convecci�on Rayleigh{B�enard cerca del punto cr�tico para � = 3:4 y P = 4:5[29].De nuevo suponemos que: ri = aie�t; �i =  ie�t, quedando un problema simple de autovalores,dado por: �1 = a+ 2b = vH � 2(g + 2h)H2 (4.63)�2 = �3 = a� b = �2vH � 2(g � h)H2 (4.64)�f = c+ 2d = �3vH (4.65)�f2 = �f3 = c� d = 0 (4.66)Dos de los autovalores de fase son cero, lo que signi�ca f��sicamente que existen dos direccionesen las que se rompe la simetr��a traslacional a trav�es de dos modos marginales. El tercer modode fase, que corresponde a la fase total, est�a amortiguado y su din�amica est�a esclavizada a lade los otros dos. El signo de los autovalores de las amplitudes pueden cambiar dependiendo delvalor de los par�ametros. Los hex�agonos ser�an estables mientras �1 y �2 sean negativos. Si nos�jamos en la condici�on (4.65) advertimos que:� si v > 0 =) H = H+ > 0, que son los hex�agonos de fase total cero, H0. Los m�aximos enla concentraci�on de activador est�an en el centro de los hex�agonos, siendo an�alogos a loshex�agonos up de convecci�on, en los que el 
uido asciende por el centro (ver �gura 4.7).� si v < 0 =) H = H�ei�=3 < 0, de fase total �, H�. Son los m��nimos de activador los queocupan la parte central del hex�agono (equivalentes a los hex�ogonos down, en los que el
uido desciende por el centro).Ambos casos se pueden tratar conjuntamente tomando como amplitud hexagonal:H = jvj+qv2 + 4(g + 2h)(�� q2)2(g + 2h) (4.67)



4.2. ESTABILIDAD DE LAS SOLUCIONES 39que es soluci�on de: �� q2 + jvjH � (g + 2h)H2 = 0 (4.68)Las condiciones (4.63) y (4.64) quedan:u = (g � h)H2 + jvjH > 0 (4.69)w = 2(g + 2h)H2 � jvjH > 0 (4.70)Podemos obtener de forma expl��cita el rango de estabilidad de los hex�agonos. Por un lado,la primera condici�on de estabilidad marginal equivale a:�1 = 0 =) �A � q2 = �14 v2(g + 2h) (4.71)Sustituyendo v = v0 + v1�, las ra��ces siempre reales de esta ecuaci�on, son:�A = �2 (v0v1 + 2(g + 2h))�q4 (v0v1 + 2(g + 2h))2 � 4v21 (v20 � 4(g + 2h)q2)2v21 (4.72)La raiz (+) corresponde a la curva marginal modi�cada por los t�erminos espaciales (el m��nimose encuentra ligeramente por debajo de � = 0, como corresponde a una bifurcaci�on subcr��tica),que conserva la simetr��a q ! �q. Por debajo de este valor de �, los autovalores �1 y �2 soncomplejos con su parte real positiva, es decir, los hex�agonos son inestables.Por otro lado, cuando g � h > 0 siempre se satisface que �2 < 0. En caso contrario secumple cuando:�� q2 < (2g + h)(g � h)2 v2 =) v21�2 +  2v0v1 � (g � h)22g + h !�+ v20 + (g � h)22g + h q2 > 0 (4.73)Las ra��ces de esta ecuaci�on nos dan los l��mites del rango en el que los hex�agonos son estables:�H� = � �2v0v1 � (g�h)2(2g+h)��r�2v0v1 � (g�h)2(2g+h)�2 � 4v21 �v20 + (g�h)22g+h q2�2v21 (4.74)que son reales a condici�on de que: (g � h)22g + h > 4v1(v0 + v1q2) (4.75)Esto se cumple entre los valores:q� = s �v1 ; � = (g � h)24v1(2g + h) � v0 (4.76)Surgen dos situaciones diferentes:
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Figura 4.8: Umbrales de estabilidad para las estructuras de Turing tomando q = 0, en funci�on deA�. Se distinguen tres regiones diferentes: (I) los hex�agonos son siempre estables por encimade �A (regi�on sombreada); (II) los hex�agonos no se desestabilizan nunca y las bandas sonestables entre las curvas �B� (zona rayada); (III) existen dos regiones de estabilidad separadaspara la soluci�on hexagonal, estructura que coexiste con las bandas en dos rangos distintos delpar�ametro de control �B� < � < �H� y �H+ < � < �B+ (ver secci�on 4.3).� si � < 0 (0:564 < A� < 0:953) no existen ra��ces reales con q = 0 y por tanto los hex�agonoscon k = kc son siempre estables por encima de la curva marginal (�gura 4.11a).� si � < 0 (0:953 < A� < 2:418) los hex�agonos son estables en dos regiones separadas: en�A < � < �H� y en �H+ < � (�guras 4.12a y 4.13a.Si se tienen en cuenta los t�erminos espaciales no lineales, el desarrollo es similar, cambiandov0 �! v0 + 2�1q, de manera que, tal como ocurr��a en las bandas, las curvas dejan de sersim�etricas, y se modi�can los umbrales y los n�umeros de onda cr��ticos. En las mismas �guraspueden verse las curvas en las dos situaciones diferenciadas anteriormente.4.3 Diagramas de estabilidadUni�cando las condiciones de estabilidad de hex�agonos y bandas del apartado anterior podemosdistinguir cuatro situaciones para q = 0, representadas en la �gura 4.9:Caso 1: (g�h)24g < v1v0.Los hex�agonos son siempre estables en este caso, ya que la condici�on (4.73) se cumple siempre;por el contrario la condici�on para la estabilidad de bandas (4.54) no se cumple nunca, con loque las bandas son siempre inestables. En el caso del Bruselator los hex�agonos que aparecenson los H0, por ser v > 0 por encima del punto de bifurcaci�on.
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Figura 4.10: Patrones de Turing transitorios obtenidos en un reactor abierto con alimentaci�onen forma de rampa [30], es decir, que el par�ametro � crece de derecha a izquierda. Las zonasblancas corresponden a m�aximos en la concentraci�on de activador (I�). A la derecha de la fotoaparecen el estado homog�eneo, seguido de los hex�agonos H�. En la regi�on central se tienen lasbandas y a la izquierda se tienen los reentrantes H0. Corresponde al caso 3b.Esto ocurre en la regi�on A� 2 (0:5642 � 0:8793). Adem�as, no hay que olvidar que hade cumplirse de forma adicional la condici�on (3.17) para que no se produzca la inestabilidadoscilatoria.Los diagramas de bifurcaci�on en el espacio (q; �) se han recogido en la �gura 4.11.Caso 2: (g�h)24(2g+h) < v1v0 < (g�h)24g .Al igual que en el caso anterior, los hex�agonos son siempre estables, ya que (4.73) no tienera��ces reales. Ahora (4.54) tiene dos ra��ces reales y las bandas coexisten con los hex�agonos enla regi�on de�nida por: �B� < � < �B+. (�gura 4.12).Esto ocurre cuando A� 2 (0:8793� 0:9583).Caso 3: v1v0 < (g�h)24(2g+h) .En este caso tanto (4.54) como (4.73) tienen ra��ces reales, de modo que las bandas son establessi �B� < � < �B+, mientras que los hex�agonos son inestables en la regi�on dada por �H� <� < �H+. Existen dos regiones separadas de estabilidad, y aparecen los llamados hex�agonosreentrantes. Adem�as, puesto que:�B = gv2(g � h)2 < �H = (2g + h)v2(g � h)2 (4.77)se tiene que �B� < �H� < �H+ < �B+, hecho que produce la coexistencia de ambas estructurasy los fen�omenos de hist�eresis en estas regiones. (�gura 4.13)



4.3. DIAGRAMAS DE ESTABILIDAD 43Puesto que ahora el producto v0v1 puede ser positivo o negativo (esto no pod��a ocurrir en loscasos anteriores), cabe la posibilidad de que v cambie de signo al variar el par�ametro de control�, produci�endose un cambio en la fase total de los hex�agonos (en �p). Se pueden distinguir doscasos:(a) si v0v1 > 0, no hay cambio en la fase total de los hex�agonos reentrantes, que se da en laregi�on del espacio de par�ametros A� 2 (0:9583� 1).(b) si v0v1 < 0, existe un valor del par�ametro de control (�p) para el que v cambia designo. Puesto que adem�as se cumple que �H� < �p < �H+, los hex�agonos reentrantes tienefase contraria a la de los primarios. Esto sucede para A� 2 (1 � 2:418). Este es el caso dela fotograf��a mostrada en la �gura 4.10, que ha sido obtenida inyectando los reactivos desdeplanos no paralelos entre si, es decir, en forma de rampa. De esta forma el par�ametro decontrol {concentraci�on de uno de los reactivos{, var��a gradualmente en un plano con A = cte.La banda oscura de la derecha corresponde al estado estacionario y homog�eneo, tras el cualaparecen los hex�agonos H�. En la regi�on central se tienen las bandas y en la izquierda loshex�agonos reentrantes H0.Caso 4: caso particular en que v0 = 0 (y �2 = 0).Se tiene que �H� = �p = �B� = 0. Los hex�agonos son, al igual que las bandas, supercr��ticos.
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Cap��tulo 5Ecuaci�on de la fase
5.1 Derivaci�on de las ecuacionesEn el cap��tulo 4 se ha estudiado la estabilidad de una estructura de bandas o de hex�agonosfrente a perturbaciones homog�eneas o de amplitud. Sin embargo, los patrones a menudo s�oloson regulares a peque~na escala, mientras que a escalas espaciales mayores presentan defectos,dislocaciones, fronteras de grano, etc. Las escalas temporales de la din�amica de fase son muchom�as lentas que las que conducen a la saturaci�on de las amplitudes (pues son modos marginalescon � = 0). Derivamos aqu�� la ecuaci�on lineal de difusi�on para la fase mediante un an�alisisperturbativo en torno a las soluciones que halladas en el cap��tulo anterior, introduciendo per-turbaciones inhomog�eneas de amplitud y fase.5.1.1 Caso de bandas: inestabilidades de Eckhaus y zig{zagPartimos de la ecuaci�on de amplitud obtenida en el cap��tulo anterior:@tA = �A� gjAj2A+ �@X + 12ikc@2Y �2A (5.1)donde se ha renormalizado el tiempo y el espacio para eliminar �0 y DT .La soluci�on correspondiente a una estructura de bandas con un n�umero de onda que di�ereen q del cr��tico es: A = Beiqx, con B = q(�� q2)=g. Perturbando esta soluci�on con variacionesdependientes del espacio:A1 = (B + r)ei�=Beiqx ' B(1 + r + i�)eiqx (5.2)y separando la parte real de la imaginaria en la ecuaci�on de amplitud, se tiene:@tr = �2(�� q2)r � 2q@x�+ @2xr + qkc@2yr + 1kc@x@2y�� 14kc@4yr (5.3)@t� = 2q@xr + @2x�� 1kc@x@2yr � 14kc@4y� (5.4)47



48 CAP��TULO 5. ECUACI �ON DE LA FASEPuesto que los tiempos de relajaci�on de las perturbaciones de amplitud son mucho m�ascortos que los correspondientes a la fase (son modos marginales o amortiguados), se puedeaplicar la aproximaci�on adiab�atica @tr = 0, de manera que, una vez que las amplitudes saturan,su din�amica est�a esclavizada por la de la fase. Por otro lado, puede suponerse @2xr � 0 (nosdar��a t�erminos del orden de @3x�) y lo mismo con todas las derivadas de r de ese mismo orden(@x@4yr � 0, @2x@2y� � 0). De la ecuaci�on para la parte real (5.3) se tiene:r = � q�� q2@x�que ser sustituida en la ecuaci�on de la parte imaginaria (5.4) nos da:@t� = Dk@2x�+D?@2y��K@4y�Esta es una ecuaci�on de difusi�on para la fase, donde los coe�cientes vienen dados por:Dk =  �� 3q2�� q2 !; D? = qkc ; K = 14kcEl �ultimo t�ermino puede considerarse despreciable frente al segundo (@4y� << @2y�), de modoque la ecuaci�on lineal de la fase queda:@t� = Dk@2x�+D?@2y� (5.5)Esta ecuaci�on ya fue obtenida para los rollos en convecci�on de R{B.Para estudiar la estabilidad lineal se supone � = eiQr+�t, y el problema simple de autovaloreses: �� = �(DkQ2x +D?Q2y)� (5.6)El sistema de bandas, por tanto es inestable cuando alguno de los coe�cientes es negativo:* Qy = 0, Dk < 0 =) Inestabilidad de Eckhaus, que tiene lugar para patrones con n�umerode onda su�cientemente lejanos del cr��tico. En este caso aparecen o desaparecen las bandasnecesarias para recuperar el n�umero de onda cr��tico (ver esquema 5.1a).* Qx = 0, D? < 0 =) Inestabilidad zig{zag, que se da cuando la longitud de onda es mayorque su valor cr��tico; en este caso se produce una torsi�on en las bandas para aumentar el n�umerode onda efectivo (�gura 5.1b).Estos coe�cientes se pueden obtener experimentalmente o mediante simulaciones num�ericassin m�as que tomar como estado inicial una estructura de bandas con el n�umero de onda adecuadoy medir el tiempo de relajaci�on del sistema. En la gr�a�cas 5.3, 5.4, 5.5 y 5.6 se muestran losdiagramas de estabilidad de las bandas, en la que se han incluido tanto las inestabilidades deamplitud como las de fase. La curva de la inestabilidad de Eckhaus � = 3q2, sim�etrica encualquier caso, restringe la regi�on de estabilidad de las bandas. Por otro lado, aunque no seindica en estas �guras, para q < 0 se produce la inestabilidad zig{zag.
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(a)

(b)Figura 5.1: Inestabilidades de fase para un patr�on de bandas. (a) Inestabilidad de Eckhaus.(b) Inestabilidad Zig-zag. [24]5.1.2 Fase hexagonalPartimos una vez m�as de la ecuaci�on de amplitud:@tA1 = �A1 + v A2A3 � g jA1 j2 A1 � h (jA2 j2 + jA3 j2)A1+ i �1 [A2 @x3 A3 + A3 @x2 A2]+ i �2 [A2 @�3 A3 � A3 @�2 A2] + @2x1 A1 (5.7)Un patr�on completamente perfecto de hex�agonos, viene dado por:A1 = Heiq�x1; A2 = Heiq�x2; A3 = Heiq�x3 (5.8)donde: H = jv + 2q�1j+q(v + 2q�1)2 + 4(g + 2h)(�� q2)2(g + 2h) (5.9)es la soluci�on de: �� q2 + jv + 2q�1jH � (g + 2h)H2 = 0. (Se toma el m�odulo jvj para tratarconjuntamente tanto la fase para los hex�agonosH� como para losH0). Tomando perturbacioneshomog�eneas, los autovalores que resultan son:�1 = (v + 2q�1)H � 2(g + 2h)H2 (5.10)�2 = �3 = �2(v + 2q�1)H � 2(g � h)H2 (5.11)�f = �3(v + 2q�1)H (5.12)�f2 = �f3 = 0 (5.13)



50 CAP��TULO 5. ECUACI �ON DE LA FASELos vectores propios correspondientes son, tanto en el caso de la amplitud como en el de la fase:~v1 = 0B@ 111 1CA ~v2 = 0B@ 1�1=2�1=2 1CA ~v3 = 0B@ 0p3=2�p3=2 1CA (5.14)El modo que corresponde a la fase total se amortigua, y por tanto sigue adiab�aticamente a losotros dos modos de fase, que son marginales {modos blandos o de Goldstone{, mediante loscuales se rompe la simetr��a de traslaci�on de las soluciones. Ve�amoslo desde el punto de vistaf��sico. Dada la soluci�on hexagonal:  = Heikx +Heik(�x=2+p3y=2) +Heik(�x=2�p3y=2), bajo unatraslaci�on en la fase de las amplitudes en cualquiera de esas dos direcciones:0B@ �01�02�03 1CA = 0B@ �1�2�3 1CA+ a0B@ 1�1=2�1=2 1CA+ b0B@ 0p3=2�p3=2 1CA (5.15)la nueva funci�on obedece tambi�en a las ecuaciones de amplitud: = Heikxei�01 +Heik(�x=2+p3=2y)ei�02 +Heik(�x=2�p3=2y)ei�02 (5.16)Por tanto, el autovalor cero est�a ahora in�nitamente degenerado, es decir, que podemos mover-nos de forma continua en el subespacio f~v2; ~v3g y obtendremos soluciones diferentes de lasecuaciones de amplitud. Esto sucede porque al sistema no le \cuesta" cambiar de una soluci�ona otra, ya que en esas direcciones el sistema se encuentra en el l��mite de la estabilidad. De estaforma, la simetr��a traslacional de las ecuaciones se rompe, puesto que no se mantiene en lassoluciones.De�niendo �x = a=k y �y = b=k, puede verse que en realidad las traslaciones de la fase enesas direcciones son equivalentes a traslaciones espaciales (x! x+�x y y ! y +�y), ya queen la base de Fourier:0B@ A01A02A03 1CA = 0BB@ A1eik�xA2eik(��x=2+p3=2�y)A3eik(��x=2�p3=2�y) 1CCA ' 0B@ A1A2A3 1CA+ ikH�x0B@ 1�1=2�1=2 1CA+ ikH�y0B@ 0p3=2�p3=2 1CA(5.17)Las amplitudes quedan invariantes a lo largo de las direcciones de los modos marginales de fasecuando: �x = 2n� (5.18)�y = 2n�p3 (5.19)tal y como puede verse en la �gura 5.2.Con esta argumentaci�on general, queda justi�cada la aproximaci�on adiab�atica que se utilizaa continuaci�on para obtener la ecuaci�on de la fase. Para ello, como en el caso de bandas, setoman perturbaciones inhomog�eneas de amplitud y fase:Ai = H(1 + ri + i�i)eiqxi i = 1; 2; 3 (5.20)
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52 CAP��TULO 5. ECUACI �ON DE LA FASEAl igual que en el caso de bandas se aplica la reducci�on a la variedad central para eliminarlas amplitudes, ya que tal como se ha demostrado anteriormente, sus variaciones son muchom�as r�apidas que las de la fase y pueden considerarse constantes durante una oscilaci�on de lafase (@T ri = 0). Por otro lado, la fase total � es un modo amortiguado (decae mon�otonamentehacia 0 o �) y por tanto tambi�en puede eliminarse de las ecuaciones, @T� = 0, de manera que�unicamente quedan dos fases independientes:�x = �(�2 + �2)�y = 1p3(�2 � �3) (5.22)que cumplen la ecuaci�on: @T ~� = Dl r2 ~�+ (Dl � Dt)r (r � ~�) (5.23)donde los coe�cientes difusivos son:Dt = 14 � q22 u + H28u (�1 �p3�2)2 (5.24)Dl = 34 � q2 (4 u+ w)2 uw + H28u (�1 �p3�2)2 � �1H2w (�1 +p3�2)+ qHw (3�1 +p3�2) (5.25)u; w > 0 cuando los hex�agonos son estables frente a perturbaciones de amplitud y vienen dadaspor las expresiones: u = (g � h)H2 + jv + 2�1qjH > 0 (5.26)w = 2(g + 2h)H2 � jv + 2�1qjH > 0 (5.27)En el ap�endice B se puede encontrar el an�alisis detallado para el caso en que �1 = �2 = 0[31].Para hacer el an�alisis lineal de la estabilidad para la fase an�alogo al de las amplitudes, separte de la ecuaci�on de la fase en forma matricial: _�x_�y ! =  Dtr2 + (Dl �Dt)@2x (Dl �Dt)@xy(Dl �Dt)@xy Dtr2 + (Dl �Dt)@2y !  �x�y ! (5.28)Suponiendo que la soluci�on es de la forma ~� = ~�0eiQ�r+�t, se obtiene la relaci�on de dispersi�on:�2 + �(Dl +Dt)Q2 +DlDtQ4 = 0 (5.29)cuyas ra��ces, correspondientes a las tasas de crecimiento de las perturbaciones, son:� = �DlQ2 � = �DtQ2 (5.30)



5.1. DERIVACI �ON DE LAS ECUACIONES 53Para que el sistema hexagonal sea estable frente a perturbaciones de fase, estos dos autovaloresdeben ser negativos. Por tanto, las curvas Dl = 0 y Dt = 0 delimitan la estabilidad de laestructura hexagonal frente a perturbaciones de fase.Si �l y �t son los autovectores, �estos satisfacen las ecuaciones:@t~�l = �Dlr2~�l @t~�t = �Dtr2~�t (5.31)y adem�as: r�~�l = 0 r � ~�t = 0 (5.32)Se puede hacer una analog��a entre la ecuaci�on de la fase de una estructura hexagonal (ec.(5.23))y la ecuaci�on de ondas en un s�olido el�astico. La velocidad de las ondas longitudinales esequivalente al coe�ciente Dl y la de las ondas trasversales corresponde a Dt [32].En las �guras que siguen a continuaci�on se muestran los diagramas de inestabilidad endistintas situaciones. Las regiones de estabilidad para los hex�agonos corresponden a las zonassombreadas, mientras que las de bandas aparecen rayadas. En trazo continuo se dibujan lascurvas de inestabilidad de amplitud, ya obtenidas en el cap��tulo anterior, y en l��nea discontinualas de fase. Para clari�car el papel que juegan los t�erminos espaciales no lineales se hanrepresentado las curvas tanto si suponemos que �1; �2 son cero, como si tenemos en cuenta sucontribuci�on. En el primer caso, todas las curvas son sim�etricas respecto al eje �, simetr��a quepierden al considerarse los t�erminos no lineales. Las regiones de estabilidad de los hex�agonosH0 se inclinan hacia el cuadrante q > 0, a la vez que las correspondientes a bandas y hex�agonosH� lo hacen hacia la parte negativa (por ser �1 > 0 en el Bruselator). Distinguimos los casos1, 2 y 3 del cap��tulo anterior (v�ease la �gura 4.9):Caso 1: Los t�erminos en �i estabilizan bandas con un n�umero de onda menor que el cr��tico(sufren inestabilidad zig{zag), a la vez que los hex�agonos H0 son estables para n�umeros de ondamayores que los que predice el an�alisis con �i = 0.Caso 2: El rango en el que las bandas son estables aumenta considerablemente al tener encuenta los t�erminos espaciales, a la vez que las curvas pierden su simetr��a q ! �q.Caso 3a: Aparecen hex�agonos reentrantes con fase total cero. La regi�on en que losH0 inicialesson estables corresponde a un rango muy pr�oximo al umbral, que no se aprecia en las gr�a�cas.En este caso hay un claro predomio de los hex�agonos H0, a pesar de que cerca del umbralcoexisten con la estructura de bandas.Caso 3b: Es el caso en que aparecen los tres patrones: H�, bandas y H0. Para los hex�agonosiniciales H� y para bandas, las regiones de estabilidad se inclinan hacia q < 0 al tener en cuentala contribuci�on de �i, mientras que para los reentrantes sucede lo contrario.
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Figura 5.3: Caso 1. Diagramas A� = 0:8 (a) suponiendo �1 = �2 = 0, (b) con �1 = 0:22,�2 = �2:4 � 10�4. Se aprecia que estos t�erminos producen la estabilizaci�on de bandas conn�umeros de onda menores que el cr��tico en una regi�on que no aparece en la �gura (a).
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Cap��tulo 6ConclusionesEn este trabajo hemos realizado un an�alisis exhaustivo de las inestabilidades de Turing que seproducen en el Bruselator. Hemos hallado las ecuaciones de amplitud para el caso hexagonaly para la soluci�on de bandas. En ambos casos se han completado las ecuaciones obtenidas enlos trabajos de A. De Wit [13] con nuevos t�erminos espaciales no lineales, que por razones desimetr��a, pueden aparecer al mismo orden. A partir de ellas hemos estudiado la estabilidadrelativa de las soluciones para diferentes valores de los par�ametros del sistema, obteniendo enalgunos casos coexistencia de bandas con hex�agonos y fen�omenos de hist�eresis. El caso m�asinteresante es aqu�el en el que aparecen los hex�agonos reentrantes, que han sido observadosexperimentalmente en la reacci�on CIMA.Los t�erminos espaciales permiten la estabilidad de patrones con n�umeros de onda diferentesdel cr��tico y hemos estudiado el rango en que las diferentes soluciones son estables. Los nuevost�erminos no lineales producen una importante correcci�on en los umbrales de las inestabilidadessecundarias, as�� como una modi�caci�on del n�umero de onda cr��tico de las estructuras de Turing.Incluso en algunos casos, estos t�erminos hacen aparecer regiones de estabilidad para algunassoluciones.Se ha estudiado adem�as la estabilidad frente a perturbaciones inhomog�eneas, hall�andose laecuaci�on de difusi�on para la fase a partir de un an�alisis d�ebilmente no lineal. Es ah�� dondetienen mayor relevancia los nuevos t�erminos espaciales, responsables de las modulaciones en laestructura. Dicha ecuaci�on es bien conocida para el caso de bandas, pero no ha sido discutidacon tanto detalle en el caso de hex�agonos. Aunque la forma de esta ecuaci�on puede deducirsetambi�en por argumentos de simetr��a [33], los coe�cientes deben hallarse en cada sistema par-ticular. A partir de ellos se han obtenido los diagramas de estabilidad de fase para distintosvalores de los par�ametros, en los que puede verse c�omo las inestabilidades de fase restringenlas regiones de estabilidad. Aparecen peque~nos dominios en los que una soluci�on {bandas{ quees inestable para el n�umero de onda cr��tico presenta una regi�on de estabilidad para k < kc,cerrada e inmersa en la regi�on en que otra soluci�on {hex�agonos{ es estable. De esta formapodr��an explicarse variaciones en los umbrales de estabilidad, as�� como modi�caciones en losn�umeros de onda en las diferentes estructuras observadas en los experimentos.En de�nitiva, el resultado m�as importante de este trabajo consiste en haber completadolas ecuaciones de amplitud y fase para la inestabilidad de Turing en el Bruselator y los corres-57



58 CAP��TULO 6. CONCLUSIONESpondientes diagramas de estabilidad. Todos estos resultados permanecen a la espera de sercomprobados mediante simulaciones num�ericas, tanto de las ecuaciones del Bruselator comode las ecuaciones de amplitud, con el �n de corroborar la e�cacia de las t�ecnicas anal��ticasdesarrolladas en este trabajo.Queda pendiente tambi�en extender el an�alisis a los hex�agonos no equil�ateros hallados ex-perimentalmente, y a la din�amica de los defectos penta{hepta en patrones hexagonales.Tambi�en en un futuro abordaremos la extensi�on de estos resultados a la inestabilidad de Hopfpara obtener los coe�cientes de la ecuaci�on Ginzburg{Landau compleja y, lo que puede resultarm�as interesante, al acoplamiento Turing{Hopf, observado en algunos trabajos experimentales.



Ap�endice AInestabilidades en un sistemareacci�on{difusi�on
A.1 Condiciones en un modelo general de dos variablesLa evoluci�on espacio{temporal de un sistema reacci�on{difusi�on se representa matem�aticamentemediante un conjunto de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales acopladas. La cin�eticade reacci�on de los diferentes componentes puede incluirse en las ecuaciones como una funci�on,en general no lineal, de las concentraciones, mientras que la difusi�on aparece, como es natural,en forma de t�ermino difusivo.Puede obtenerse f�acilmente la forma general para un sistema qu��mico de un solo componenteque sufre reacci�on y difusi�on. Consideremos un volumen V en el que se tiene el campo deconcentraci�on c(x; t) de dicho componente. La ecuaci�on de conservaci�on de la masa imponeque la variaci�on total de esta especie ha de ser igual al 
ujo de materia que atraviesa su super�cieS m�as la cantidad que se genera en su interior, es decir:@@t ZV c(x; t) dv = � ZS J � ds+ ZV f(x; t) dvdonde J es el 
ujo de materia y f da cuenta de las fuentes o sumideros de la especie qu��mica enel volumen, es decir, representa la cin�etica de reacci�on. Aplicando el teorema de la divergenciase obtiene la ecuaci�on {en forma diferencial{ que gobierna la evoluci�on del sistema:@c@t +r � J = f(c;x; t)En procesos t��picos de difusi�on, el 
ujo viene dado por la ley de Fick:J = �DrcSi suponemos que el coe�ciente D es constante, la ecuaci�on anterior se reduce a:@c@t = Dr2c+ f(c;x; t)59



60 AP�ENDICE A. INESTABILIDADES EN UN SISTEMA REACCI �ON{DIFUSI �ONEste esquema se generaliza f�acilmente a varias especies qu��micas, de forma que un sistemareacci�on{difusi�on de N componentes queda descrito por un conjunto de N ecuaciones no linealesen derivadas parciales acopladas:@ci@t = Dir2ci + fi(c1; :::cN ;x; t); i = 1; Ndonde fi son, en general, funciones no lineales de las concentraciones que incluyen la cin�eticade reacci�on y Di son los coe�cientes difusivos.El modelo m�as simple que presenta estructuras de Turing lo constituye un sistema de ecua-ciones para dos variables din�amicas [4], [34], cada una asociada a un mecanismo de activaci�ono inhibici�on: @X@t = f(X; Y ; ~�) +Dxr2X@Y@t = g(X; Y ; ~�) +Dyr2Y (A.1)donde ahora ~� denota un conjunto de par�ametros tales como constantes de reacci�on y con-centraciones de otras especies qu��micas, en particular la concentraci�on de los reactivos quemantienen al sistema fuera del equilibrio. Mediante una renormalizaci�on de las variables espa-ciales se consigue simpli�car el sistema, eliminando uno de los coe�cientes de difusi�on. Entoncesse tiene: @X@t = f(X; Y ; ~�) +r2X@Y@t = g(X; Y ; ~�) +Dr2Y (A.2)donde s�olo interviene el cociente D = Dy=Dx.Bajo la hip�otesis de ~� = cte 1, el estado estacionario y homog�eneo us = (Xs; Ys)T para elsistema (A.2), se obtiene como soluci�on de:f(X; Y ; ~�) = g(X; Y ; ~�) = 0 (A.3)La variaci�on de alguno de los par�ametros del sistema puede producir una bifurcaci�on, de formaque este estado deja de ser estable y es reemplazado por otra soluci�on. Se suele tomar comopar�ametro de control la concentraci�on de alguno de los reactivos que alimentan al sistema porser m�as f�aciles de cambiar que los coe�cientes de difusi�on.1N�otese que los patrones de Turing son estructuras disipativas y que, por tanto, es necesario un aportecontinuo de energ��a para que no desaparezcan. En los experimentos actuales, el sistema es alimentado desdelos bordes de forma que se establecen gradientes en las concentraciones de estas especies, hecho por el que ~� noes constante, sino variable en la direcci�on del gradiente. En un trabajo recientemente publicado [35], se realizanum�ericamente el an�alisis de estabilidad lineal en el caso realista en que ~� = ~�(z). En el presente trabajo setoma como primera aproximaci�on el caso en que esos par�ametros son constantes, teniendo en cuenta el hechode que los patrones son visibles en regiones muy estrechas del reactor en las que podemos suponer que susvariaciones son despreciables.



A.1. CONDICIONES EN UN MODELO GENERAL DE DOS VARIABLES 61La estabilidad lineal de este estado se estudia a partir de un an�alisis de perturbaciones dela forma: u = us +Xk �ukeik�re�kt (A.4)donde u = (X; Y )T es el vector de concentraciones, �uk = (x; y)T es la perturbaci�on asociadaa un modo con n�umero de onda k y que tiene una tasa de crecimiento �k. El problema linealde autovalores que resulta es: fx � k2 fygx gy �Dk2 !  xy ! = �k  xy ! (A.5)donde: fx = @f@X �����s ; fy = @f@Y �����s ; gx = @g@X �����s ; gy = @g@Y �����s (A.6)Para que ese sistema tenga soluci�on no trivial, det(A��kI) = 0, donde A es la matriz jacobianaque aparece en la ecuaci�on (A.5), para la cual, en general, existen dos ra��ces:��k = ��p� 2 � 4�2 ; � = fx + gy � (1 +D)k2� = fxgy � fygx � (Dfx + gy)k2 +Dk4 (A.7)Esta es, en realidad, la ecuaci�on de dispersi�on que liga el par�ametro de crecimiento de lasperturbaciones con su n�umero de onda. De ella podemos obtener las condiciones para que elestado estacionario y homog�eneo sufra una inestabilidad de Turing:(i) El estado de referencia ha de ser estable frente a perturbaciones homog�eneas (k = 0), esdecir, linealmente estable en ausencia de difusi�on. Esto se traduce en que Re(��k ) < 0. Cuandolos autovalores son imaginarios, la condici�on es:�+0 + ��0 = fx + gy < 0 (A.8)Si son reales hay que a~nadir la condici�on:�+0 ��0 = fxgy � fygx > 0 (A.9)(ii) El estado de base debe ser inestable frente a perturbaciones inhomog�eneas, para lo cualal menos una de las ra��ces ha de ser positiva para alg�un valor k 6= 0. Consideremos en primerlugar la suma de los dos autovalores:�+k + ��k = fx + gy � (1 +D)k2que tiene signo negativo por la condici�on (A.8), y por tanto al menos la parte real de una delas ra��ces debe ser negativa. Para que el sistema bifurque a un estado heterog�eneo, la otra debeser positiva para alg�un valor de k y, por tanto, el producto de ra��ces debe ser negativo:�+k ��k = (fxgy � fygx)� (Dfx + gy)k2 +Dk4 � F (k2) < 0



62 AP�ENDICE A. INESTABILIDADES EN UN SISTEMA REACCI �ON{DIFUSI �ONPuesto que por la condici�on (A.9) el primer t�ermino es positivo, se debe cumplir:(Dfx + gy) > 0 (A.10)Teniendo en cuenta (A.8), (A.9) y esta condici�on, se deduce que fx y gy tienen signos opuestos,lo que signi�ca que s�olo una de las especies, el activador, es autocatal��tica. Igualmente se tienefy � gx < 0. Adem�as para que el estado estacionario y homog�eneo sufra una inestabilidad esnecesario que los coe�cientes de difusi�on sean distintos: D 6= 1. Si suponemos que fx > 0, esdecir, si X es el activador e Y el inhibidor, ha de cumplirse que Dy > Dx.Por otro lado, se puede demostrar f�acilmente que F (k2) tiene un m��nimo y que adem�as:F (0) = fxgy � fygx > 0Por tanto, para que F (k2) < 0 en alg�un rango de k, dicha funci�on debe tener ra��ces reales:k2� = Dfx + gy �q(Dfx + gy)2 � 4D(fxgy � fygx)2lo que exige que: (Dfx + gy)2 � 4D(fxgy � fygx) � 0 (A.11)En tal caso el estado de base es inestable frente a perturbaciones con n�umeros de onda en elrango k� < k < k+, conduciendo a un estado estacionario heterog�eneo, denominado estructurade Turing. Como veremos en la secci�on siguiente para un ejemplo concreto, las condiciones(A.8), (A.9), (A.10) y (A.11) nos dan el punto de bifurcaci�on.Por otro lado, a partir de un razonamiento similar, se obtienen las condiciones para lainestabilidad oscilatoria o de Hopf:(i) Las ra��ces han de ser complejas conjugadas, entonces ha de cumplirse:g(k2) � � 2 � 4� = (D � 1)2k4 + 2k2(D � 1)(fx � gy) + (fx � gy)2 + 4 gx fy < 0y puesto que, como se demuestra f�acilmente, esta funci�on tiene un m��nimo en k = 0, la condici�onanterior se traduce en: (fx � gy)2 + 4 gx fy < 0 (A.12)(ii) La parte real adem�as debe ser positiva para alg�un rango de k:Re(�k) = �(D + 1)k2 � (fx + gy)2 < 0que se cumple �unicamente cuando: (fx + gy) > 0 (A.13)Entonces, las condiciones (A.12) y (A.13) se cumplen cuando:0 < k2 < (fx + gy)D + 1N�otese que para un sistema en 2D, la bifurcaci�on de Hopf siempre produce un estadohomog�eneo (k = 0); sin embargo, en 3D ya puede dar lugar a estados heterog�eneos oscilantes(k 6= 0), es decir, ondas viajeras.



A.2. MODELOS REACCI �ON{DIFUSI �ON 63A.2 Modelos reacci�on{difusi�onPara ver el signi�cado f��sico de estas condiciones, apliqu�emoslas a algunos modelos simples. Enprimer lugar repasamos la forma general de los modelos que presentan inestabilidad de Turing.Si linealizamos el sistema (A.2) en torno al estado estacionario y homog�eneo, se tiene:@x@t = fxx + fyy +r2x@y@t = gxx + gyy +Dr2yy ya que las condiciones (A.8) y (A.9) imponen que fxgy < 0 y fygx < 0 (tienen signos opuestos),el problema lineal se puede escribir de forma m�as clara:@x@t = a11x� �a12y +r2x@y@t = �a21x� a22y +Dr2y (A.14)donde y es la especie que controla el proceso inhibidor y x es el activador. Ahora aij > 0 y� = �1 dependiendo del modelo:Modelos activador{inhibidor: En este caso, el inhibidor es uno de los productos del acti-vador, a la vez que inhibe su formaci�on. Corresponde, por tanto, al caso � = +1. Un ejemploestudiado por Du�et et al. [36] es el que viene descrito por las ecuaciones:@u@t = u� �v + 
uv � u3 +r2u@v@t = u� �v +Dr2v (A.15)La especie activadora es u y el inhibidor v. Este modelo no est�a basado en ninguna reacci�onqu��mica real, sino que ha sido construido a partir de las ecuaciones lineales, a~nadiendo elmenor n�umero de t�erminos posible para obtener estructuras hexagonales: el t�ermino c�ubico,responsable de la saturaci�on de las perturbaciones de la especie activadora u, y el cuadr�aticoque rompe la simetr��a (u; v)! (�u;�v). Si hacemos un an�alisis de estabilidad lineal del estadoestacionario y homog�eneo u = v = 0, el sistema resultante queda:@u@t = u� �v +r2u@v@t = u� �v +Dr2vde modo que: fx = 1, fy = ��, gx = 1 y gy = ��.Las condiciones de inestabilidad de Turing encontradas para el caso general quedan paraeste modelo de la forma:1� � < 0; �� + � > 0D � � > 0; (D � �)2 � 4D(�� + �) > 0
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Figura A.1: Diagrama de bifurcaciones para D = 20. La regi�on (1) corresponde al espacio deTuring. En la zona (2) el estado estacionario resulta estable (� > 1). La curva AB se~nala ell��mite de la bifurcaci�on de Turing (� < 20) y CD el de la bifurcaci�on de Hopf (� > 1). [36]de donde podemos obtener el punto de bifurcaci�on:�c = (� +D)24D ; kc = D � �2DAn�alogamente, para la bifurcaci�on de Hopf se tiene:(1 + �)2 � 4� < 0 1� � > 0Modelos de agotamiento del sustrato: En este caso las dos variables din�amicas son lasconcentraciones del activador y del sustrato. Estos dos componentes reaccionan en el bucle deautocat�alisis. Es claro que � = �1, de manera que los m�aximos y m��nimos de ambas especiesvan en contrafase.Pertenece a este grupo el modelo de Schnackenberg, analizado por Du�et et al. [37], cuyasecuencia de reacci�on es: A K1! XX K2! E2X + Y K3! 3XB K4! Y (A.16)Si suponemos que las concentraciones de A y B son aproximadamente constantes, la evoluci�ondel sistema puede describirse con un PDE de dos variables:@x@t = 
(a� x + x2y) +r2x@y@t = 
(b� x2y) + dr2y (A.17)
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Figura A.2: Espacio de par�ametros (a; b) Regi�on 1: estado estacionario y uniforme; regi�on 2:estado oscilatorio; regi�on 3: patrones de Turing. [37]La especie activadora es de nuevo u, con un bucle de autocat�alisis dado por el t�ermino u2v. Lasaturaci�on se produce por agotamiento de la especie v. Tambi�en en este caso debe cumplirseque Dy > Dx para que la estructura espacial sea estable.Aplicando las condiciones generales a este modelo, se tiene la regi�on del espacio de par�ametrospara la que aparecen patrones de Turing, delimitada por:0 < b� a < (a+ b)3; D(b� a) > (a + b)3;[D(b� a)� (a+ b)3]2 > 4D(a+ b)4 (A.18)que est�a representada en la �gura A.2.Este modelo es en realidad una variante simpli�cada del Bruselator, modelo en el que hemoscentrado el presente trabajo.A.3 Modelo realista LRELengyel, Epstein y Rabai [19], [20] propusieron un modelo te�orico (LRE) para la reacci�onCDIMA (chlorine dioxide{iodine{malonic acid) m�as cercano a su cin�etica de reacci�on y, portanto, con un comportamiento din�amico m�as pr�oximo al observado experimentalmente. Estemodelo consiste en reducir la cin�etica compleja a tan solo tres reacciones qu��micas para lasespecies I2, ClO2, I�, ClO�2 , H+ y el �acido mal�onico (MA), m�as una cuarta para el indicadorSI�3 : MA + I2 �! IMA + I� +H+ClO2 + I� �! ClO�2 + 12I2ClO�2 + 4I� + 4H+ �! Cl�2I2 + 2H2OS + I� + I2 *) SI�3Si los ritmos de estas reacciones son r1, r2, r3 y r4 respectivamente, las ecuaciones de evoluci�onpara las concentraciones son:@[MA]@t = �r1 +DMAr2[MA]



66 AP�ENDICE A. INESTABILIDADES EN UN SISTEMA REACCI �ON{DIFUSI �ON@[I2]@t = �r1 + 12r2 + 2r3 � r4 +DI2r2[I2]@[ClO2]@t = �r2 +DClO2r2[ClO2]@[I�]@t = r1 � r2 � 4r3 � r4 +DI�r2[I�]@[ClO�2 ]@t = r2 � r3 +DClO�2 r2[ClO�2 ]@[SI�3 ]@t = r4@[H+]@t = r1 � 4r3 +DH+r2[H+]Lengyel et al. [19] simularon el comportamiento de las concentraciones [MA], [I2], [ClO2],[I�] y [ClO�2 ], demostrando que las concentraciones de las especies intermedias, [I�] y [ClO�2 ],var��an en varios �ordenes de magnitud durante una oscilaci�on de las otras tres. Adem�as lacontribuci�on de [H+] es relativamente peque~na y puede despreciarse, as�� como las peque~nasvariaciones que sufre la concentraci�on del indicador [SI�3 ]. Todo esto permite reducir el pro-blema a un sistema de dos ecuaciones para las especies din�amicas, el activador [I�] (reductor)y el inhibidor [ClO�2 ] (oxidante):�@x@t = k1 � k2x� 4k3xyh+ x2 +Dxr2x (A.19)�@y@t = k2x� k3xyh+ x2 +Dyr2y (A.20)Este modelo ha sido tratado por distintos autores. Destacamos el �ultimo trbajo de Se-tayeshgar y Cross [35], en el que realizaron el an�alisis lineal teniendo en cuenta los gradientesen las concentraciones y Mosekilde et al. [38] que estudiaron el acoplamiento Turing-Hopf y loshex�agonos reentrantes.



Ap�endice BEcuaci�on de la fase hexagonalPara encontrar la ecuaci�on lineal para la fase se aplica el m�etodo de la reducci�on a la variedadcentral a las ecuaciones de amplitud (5.7) obtenidas en el cap��tulo 4, introduciendo perturba-ciones inhomog�eneas en una soluci�on hexagonal [31], [27] (no se incluyen los t�erminos espacialesno lineales, para simpli�car el desarrollo, aunque con �estos ser��a completamente an�alogo):Ai = H(1 + ri + i�i)eiqxi i = 1; 2; 3 (B.1)Sustituyendo en las ecuaciones de amplitud (5.7) y qued�andonos con la parte lineal se tiene:@T r1 + i@T�1 = �r1 + i��1 � q2r1 � iq2�1 + 2iq@x1r1 � 2q@x1�1 + @2x1r1 + i@2x1�1+ jvjH(r2 + r3)� ijvjH(�2 + �3)� 3gH2r1 � igH2�1� 2H2(r1 + r2 + r3)� 2ihH2�1 (B.2)que puede separarse en parte real e imaginaria:@T r1 = (�� q2)r1 + @2x1r1 � 2 q @x1�1 + jvjH (r2 + r3)� 3 gH2 r1� 2 hH2 (r1 + r2 + r3) (B.3)@T �1 = (�� q2)�1 + @2x1�1 + 2 q @x1r1 � jvjH (�2 + �3)� (g + 2h)H2�1 (B.4)Si tenemos en cuenta que �� q2 + jvjH � (g + 2h)H2 = 0 queda:@T r1 = @2x1r1 � 2 q @x1�1 + jvjH (r2 + r3 � r1)� 2 hH2 (r2 + r3)� 2 gH2 r1 (B.5)@T�1 = @x21�1 + 2 q @x1r1 � jvjH (�1 + �2 + �3) (B.6)Para eliminar las amplitudes de la ecuaci�on de la fase utilizamos la aproximaci�on adiab�atica,que tiene en cuenta que las variaciones en las amplitudes son mucho m�as r�apidas que las defase y, por tanto, aqu�ellas quedan esclavizadas por �estas. En tal caso, podemos suponer que@T ri = 0 y que los t�erminos @x1ri {que nos dar��an derivadas @3x�i{ son despreciables. Lasecuaciones se pueden escribir entonces como:2qH 0B@ @x1�1@x2�2@x3�3 1CA = 0B@ a b bb a bb b a 1CA0B@ r1r2r3 1CA (B.7)67



68 AP�ENDICE B. ECUACI �ON DE LA FASE HEXAGONALdonde a = �jvj � 2gH y b = jvj � 2hH.Invirtiendo la matriz se obtienen las amplitudes en funci�on de las fases:r1 = 2qH 1a2 + ba� 2b2 [(a+ b)@x1�1 � b(@x2�2 + @x3�3)] (B.8)que sustitu��das en (B.4) dan:@T�1 = @2x1�1 � jvjH(�1 + �2 + �3)+ 4q2H 1a2 + ba� 2b2 h(a+ b)@2x1�1 � b(@x1x2�2 + @x1x3�3)i (B.9)(Para las fases �2 y �3 se tienen ecuaciones an�alogas sin m�as que permutar c��clicamente lossub��ndices. )De�nimos la fase total como � = �1 + �2 + �3, cuya ecuaci�on de evoluci�on se obtienesumando las anteriores:@T� = @2x1�1 + @2x2�2 + @2x3�3 � 3jvjH�+ 4q2H 1a2 + ba� 2b2 h(a+ b)(@2x1�1 + @2x2�2 + @2x3�3)� b(@x1x2(�2 + �3) + @x1x3(�1 + �3) + @x2x3(�2 + �3)] (B.10)Como la fase total es un modo amortiguado se le aplica la aproximaci�on adiab�atica, @T� = 0,y se tiene una ligadura para las fases, de modo que dos de ellas son libres (modos marginales)y la tercera debe seguir a las otras dos. Podemos eliminar �1 = � � (�2 + �3) de la ecuaci�onanterior, que queda:� = 13jvjH h@2x2�2 + @2x3�3 � @2x1(�2 + �2)i + 4q23jvjH2(a2 + ba� 2b2) �� h(a+ b) �@2x2�2 + @2x3�3 � @2x1(�2 + �3)�� b (@x2x3(�2 + �3)� @x1x2�3 � @x1x3�2)idonde se han despreciado las derivadas @x� que dar��an derivadas cuartas de �2 y �3. Susti-tuyendo esta expresi�on y eliminando �1 de las ecuaciones (B.9) se tiene que la evoluci�on para�2 � �3 viene dada por:@T (�2 + �3) = 4q23H(a2 + ba� 2b2) n(a+ b) h@2x2�2 + @2x3�3 + 2@2x1(�2 + �3)i� b [@x2x3(�2 + �3)� @x1x2(�3 + 3�2)� @x1x3(�2 + 3�3)]g+ 13@2x2�2 + 13@2x3�3 + 23@2x1(�2 + �3) (B.11)@T (�2 � �3) = 4q23H(a2 + ba� 2b2) n(a+ b) h@2x2�2 � @2x3�3i� b [@x2x3(�3 � �2)� @x1x2(�2 + �3)� @x1x3(�2 + �3)]g+ @2x2�2 � @2x3�3 (B.12)



69Expresando las derivadas direccionales en funci�on de las variables espaciales x, y:@x1 = @x (B.13)@x2 = �12 @x + p32 @y (B.14)@x3 = �12 @x � p32 @y (B.15)y simpli�cando las ecuaciones anteriores, se tiene:@T (�2 + �3) = ( q2H(a� b)(@x + @y) + 2q2H(a+ 2b)@2x + 14(3@2x + @2y)) (�2 + �3)� 12p3  1 + 4q2H(a+ 2b)! @xy(�2 � �3) (B.16)@T (�2 � �3) = ( q2H(a� b)(@x + @y) + 2q2H(a+ 2b)@2y + 14(@2x + 3@2y)) (�2 � �3)� p32  1 + 4q2H(a+ 2b)! @xy(�2 � �3) (B.17)De las expresiones (4.69) y (4.70): H(a� b) = �2u (B.18)H(a+ 2b) = �2w (B.19)que son negativos cuando los hex�agonos son estables frente a perturbaciones de amplitud.Si de�nimos unas nuevas fases: �x = �(�2 + �3) (B.20)�y = 1p3(�2 � �3) (B.21)su evoluci�on esta dada por las ecuaciones:@T�x = ( �q22u + 14!r2 + 12  1� 4q2w ! @2x)�x + 12  1� 4q2w ! @xy�y (B.22)@T�y = ( �q22u + 14!r2 + 12  1� 4q2w ! @2x)�y + 12  1� 4q2w ! @xy�x (B.23)que en forma matricial se escribe como:@T 0BBBB@  �q22u + 14!r2 + 12  1� 4q2w ! @2x 12  1� 4q2w ! @xy12  1� 4q2w ! @xy  �q22u + 14!r2 + 12  1� 4q2w ! @2y 1CCCCA �x�y ! (B.24)



70 AP�ENDICE B. ECUACI �ON DE LA FASE HEXAGONALo con la notaci�on vectorial: @T ~� = Dlr2~�+ (Dl �Dt)r(r � ~�) (B.25)donde los coe�cientes de difusi�on son:Dt = �q22u + 14 (B.26)Dl = 34 � q2(4u+ w)2uw (B.27)
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