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Capitulo 1

Introduccion.

El presente trabajo se estructura en cinco capitulos. El primero esta de-
dicado a introducir los medios granulares, que son el objeto de nuestro estu-
dio, asi como una perspectiva de los métodos numéricos mas empleados en
la literatura. El segundo capitulo presenta los detalles del método numérico
empleado en este trabajo. En los capitulos 3.° y 4.° se describen los resulta-
dos obtenidos. Por ltimo, el capitulo 5.° resume el trabajo realizado y las
lineas que podrian seguise en el futuro.

1.1. Medios granulares.

Un medio granular [1] estd compuesto por particulas macroscdpicas que
interactiian mutuamente por medio de fuerzas de contacto. El tamano de los
granos varia desde las décimas de milimetro de los polvos hasta los centime-
tros o metros en las aplicaciones industriales o estudios geoldgicos. La carac-
teristica fundamental de los denominados medios granulares secos, a los que
esta dedicado este trabajo, es que las fuerzas de interaccién son de contacto
y disipativas. Los mecanismos de disipacién de energfa incluyen la deforma-
cién o rotura de pequenas irregularidades en la superficie de los granos, la
deformacion permanente de las particulas y la propagacion de fonones en el
material. En los medios granulares himedos se toman en cuenta, ademads,
fuerzas adhesivas como la de Van der Waals.

Los medios granulares presentan gran variedad de comportamientos en
funcién de las fuerzas que se les apliquen. Asi, en un reloj de arena pode-
mos ver el material fluir del depdsito superior al inferior de una forma que
nos recuerda mucho a cémo fluye un liquido. La arena se deposita en la
parte inferior del reloj formando una pila cénica que mantiene un angulo
aproximadamente constante, de manera que lo que nos parecia un fluido se
comporta ahora como un sélido. En ausencia de gravedad o en las capas



superiores de un depésito agitado verticalmente, los granos se comportan de
forma similar a las particulas de un gas de moléculas, con la salvedad de que
las colisiones son disipativas.

1.2. Métodos numeéricos.

Debido a que se trata de un problema de muchos cuerpos y a la dificultad
de tratar las fuerzas disipativas, se ha hecho uso desde temprano de técnicas
numéricas para integrar las ecuaciones de movimiento de los constituyentes
individuales del medio. A partir del conocimiento de todas las trayectorias y
fuerzas se pueden obtener las cantidades de interés como, por ejemplo, cam-
pos de velocidades en diversas geometrias, flujos de materia o distribuciones
de presién en contenedores.

A diferencia de lo que ocurre en liquidos y gases cldsicos, en medios
granulares carecemos de un método numérico éptimo para integrar las ecua-
ciones de movimiento, a causa del caracter disipativo de la interaccién. No
obstante, las técnicas cldsicas se han adaptado con éxito y se han desarro-
llado algunas nuevas para tratar la disipacién. Entre todas ellas las més
utilizadas son:

Dinamica Molecular de particulas blandas.

Dindmica Molecular de particulas duras (o event-driven).

Dindmica de contactos.

Método de Monte Carlo.

Autématas celulares.

A continuacién damos una breve descripcion de cada una de estas técnicas.

1.2.1. Dinamica Molecular de particulas blandas.

Este método se desarroll6 originalmente para calcular la interacciéon en-
tre moléculas de un gas o un liquido en aproximacién newtoniana [2]. Las
ecuaciones a integrar son las de Newton con la fuerza dada por un potencial
de interaccién que consta de dos partes. Una ligeramente atractiva a dis-
tancias mayores que el tamano de un dtomo o molécula, y otra fuertemente
repulsiva a distancias menores, cuando las nubes electrénicas se solapan leve-
mente. Este método se aplica a los medios granulares truncando el potencial
de interaccion, que conserva su parte repulsiva a distancias que ahora se
interpretan como inferiores al didmetro del grano, mientras que es nulo a



distancias superiores. La interaccién es, por tanto, de contacto y consistente
en un ligero solapamiento de los granos en colision.

Los detalles de la fuerza que experimentan las particulas dependen del
modelo que uno escoja [3]. Sin embargo, todos comparten algunas carac-
teristicas necesarias para modelar un medio granular:

= La fuerza repulsiva es proporcional al solapamiento de los granos.

s La fuerza disipativa es de caracter viscoso, proporcional a la velocidad
de impacto relativa.

= Hay una fuerza perpendicular a la direccién de la colisién dada por el
criterio de Coulomb!.

Una vez conocidos los detalles de la fuerza, el método de dindamica molecular
procede a la integracion de las ecuaciones de Newton, para lo que serd nece-
sario conocer las posiciones y velocidades iniciales de todas las particulas. La
integracién numérica puede, en principio, efectuarse por cualquier método:
desde Euler a Runge-Kutta o métodos tipo predictor-corrector. Sin embar-
go, debe tenerse en cuenta que no todos los métodos son igualmente éptimos
a la hora de resolver un determinado problema.

Como este es el método por el que obtenemos los resultados presentados
en este trabajo, los esquemas de interaccién, de integracién, asi como su
implementacion serdn discutidos detalladamente mas adelante.

1.2.2. Dinamica Molecular de particulas duras.

A pesar del nombre, este método se diferencia radicalmente del anterior
[2, 4]. En primer lugar, las particulas no se solapan en absoluto, de ahi que
se las considere duras. En segundo lugar, no hay fuerzas: cuando dos granos
chocan intercambian sus velocidades de acuerdo con una regla de colisiéon
predefinida.

El punto de partida consta, como antes, de particulas con posiciones
y velocidades conocidas, todas ellas separadas de manera que no haya dos
en interaccién. Las ecuaciones de Newton las obligan a seguir trayectorias
balisticas perfectamente determinadas, pudiéndose calcular qué dos particu-
las serdn las primeras en colisionar y en qué instante de tiempo. Los consti-
tuyentes del medio avanzan sus posiciones hasta dicho instante, se detienen
y tiene lugar la colisién entre los dos granos implicados. La colisién consiste
en la actualizacién de las velocidades segin una regla que tiene en cuenta la

'El criterio de Coulomb establece que en un contacto no hay deslizamiento a menos
que la fuerza tangencial sea mayor que un cierto limite, dado por el coeficiente de friccién
estatico multiplicado por la fuerza normal.



conservacion del momento lineal y que la energia cinética final difiere de la
inicial de una manera que se supone conocida y medida por el coeficiente de
restitucién. Una vez actualizadas las dos velocidades implicadas en el cho-
que, puede volverse a calcular el instante en que tendra lugar la siguiente
colision. Todos los granos se mueven balisticamente hasta ese momento, en
que las velocidades de los granos implicados en el choque son actualizadas
de acuerdo con la regla de colisién. El proceso de cédlculo de las trayectorias
continta asi dirigido por eventos (colisiones).

El caso mas sencillo de regla de colisién seria el siguiente:

/ 1+€
UV =01 —

’ 1+€
'U2:'U2+

Un (11)

Un (1.2)

donde las velocidades v; son las posteriores a la colision y las v; las anteriores,
v, es la velocidad relativa de las particulas en la direccion de la colisién y €
es el coeficiente de restitucién. La pérdida de energia cinética en la colisién
estd dada por

AE = —% (1-e)u? (1.3)
siendo mq2 la masa reducida de los granos. El caso mas realista de regla
de colisién usa un coeficiente de restituciéon dependiente de la velocidad
relativa, aunque en muchas aplicaciones se toma constante. Cuando se toma
en cuenta la rotacién de las particulas, se necesita una regla de colisién en la
direccién perpendicular a la de choque. Esta regla implica a las velocidades
de rotacién de los granos y un coeficiente de restitucién propio.

1.2.3. Dinamica de contactos.

Este método de integracion del movimiento surgié para ser especifica-
mente aplicado al tratamiento de fuerzas de contacto [5], por lo que ha
sido muy utilizado en los medios granulares [6]. La dindmica de contactos
calcula las fuerzas como las resultantes de dos restricciones que se deben
cumplir en todo contacto. En primer lugar, los granos son rigidos e indefor-
mables, no hay ningin solapamiento. La segunda restriccion es el criterio
de Coulomb: en un contacto no hay deslizamiento a menos que la fuerza
tangencial sea mayor que un cierto limite, dado por el coeficiente de friccion
estatico multiplicado por la fuerza normal. Una vez conocidas las fuerzas,
las nuevas posiciones y velocidades se determinan integrando la ecuacién de
movimiento de Newton.

Consideremos el movimiento de dos granos. Ellos avanzan segun las fuer-
zas que tengan aplicadas (como la gravitatoria o las que resulten de una
colisién anterior) hasta que la distancia que separa sus superficies se hace



nula o negativa. En ese momento, el tiempo deja de avanzar y se proce-
de a calcular las fuerzas de manera que la distancia entre sus superficies y
la velocidad relativa entre ellas sean ambas nulas. Las configuraciones de
fuerzas que verifican estas condiciones pueden ser multiples, se tomaran las
fuerzas minimas. Ahora se comprobard si todas las fuerzas verifican el cri-
terio de Coulomb. De no ser asi, querra decir que el contacto es deslizante
y habra que recalcular las fuerzas tangenciales eliminando la restriccién de
que la velocidad relativa entre las superficies de contacto sea nula.

En una situacién normal no tendremos dos granos, sino muchos y, por
tanto, multiples contactos. Los tres pasos anteriores no se aplican una sola
vez en cada paso de integracion, sino varias veces de forma iterativa hasta
que todos los contactos verifican las restricciones en las fuerzas. Una vez
logrado esto, la integracion avanza al siguiente instante de tiempo haciendo
uso de las fuerzas recién obtenidas para calcular la aceleracion y de ella las
nuevas velocidades y posiciones. En el nuevo paso de integracién, las fuerzas
no se obtienen de las anteriores, en cambio son todas puestas a cero y vueltas
a calcular iterativamente sobre las imposiciones de la rigidez de los granos y
el criterio de Coulomb. Este proceso iterativo es global, implica a las fuerzas
sobre cada contacto a la vez, lo que supone una diferencia importante con
los métodos anteriores en los que el contacto se resuelve localmente.

La dinamica que surge de este método de integracién no es suave, a
diferencia de lo que ocurre en las dindmicas moleculares, sino que debido
a cémo se calculan las fuerzas, la velocidad puede evolucionar a pequenos
saltos. Debido a esta caracteristica, no merece la pena usar esquemas de
integracién de orden grande y se suele optar por un simple método de Euler
que alivia el esfuerzo computacional que supone el cédlculo iterativo de las
fuerzas.

1.2.4. Método de Monte Carlo.

Este método fue introducido para calcular las propiedades de un gas de
particulas de baja densidad que obedece a la ecuacién de Boltzmann [7, 8.
La celda de integracion se divide en subceldas de tamano L tal que

siendo d el didmetro de las particulas y l.,, el camino libre medio. La in-
tegracién tiene lugar en pasos de tamano 7 lo bastante pequefio como para
que la particula mas rapida necesite varios pasos para cambiar de celda. En
cada paso de integracién tienen lugar dos procesos. En el primero, todas las
particulas se desplazan sin sufrir ninguna colision. Las nuevas posiciones y
velocidades se obtienen de las actuales con un método numérico estandar.
Es durante esta fase cuando se tiene en cuenta el efecto de las fuerzas ex-
ternas, como la gravedad. En el segundo proceso tienen lugar las colisiones.



En cada subcelda se eligen de forma aleatoria M, pares de particulas

N.(Ny— 1) 0UmaaT
M. =
c oV,

donde N, es el numero de particulas en la subcelda, v,,,, €s un limite su-
perior para la velocidad relativa de las particulas colisionantes, o es la seccién
transversal de choque o seccién eficaz (4R para esferas en dos dimensiones
y 47 R? en tres). En [8] Miiller et al. igualan v, al doble de la velocidad
de la particula mas rapida. El ntimero de colisiones debe ser proporcional a
la velocidad relativa, para ello en Miiller et al. adoptan el siguiente método:
para un par de particulas ¢ y j la colision tiene lugar si

(1.5)

il (1.6)
Umazx

donde Z es una variable aleatoria uniformemente distribuida en [0, 1]. Final-
mente, debido a que la colisién tiene lugar independientemente de la posicion
de las particulas en la subcelda, se necesita un parametro de impacto b. Asu-
miendo la hipdtesis de caos molecular, se da a b un valor aleatorio tomado
de [-2R,2R] en dos dimensiones y del circulo de radio 2R en tres. Las ve-
locidades que resultan de la colisién se obtienen de las incidentes igual que
en el método de dindmica molecular de particulas rigidas. Asi, al introducir
un coeficiente de restitucion € hacemos que el medio sea disipativo.

1.2.5. Autématas celulares.

Los modelos de red se formularon para resolver problemas de fluidos,
sin embargo pueden adaptarse para tener en cuenta la disipacién [9]. Con-
sideremos una red triangular a cada uno de cuyos nodos asociamos siete
variables binarias v; (i = 0,1...6). Cada v; (i =1...6) es un vector a uno
de los nodos vecinos, mientras que vg es el vector nulo. Podemos pensar en
estos vectores como velocidades que llevaran a las particulas a los lugares
apuntados, siendo vy el estado de reposo. En un instante dado cada una
de las variables asociadas a un nodo puede estar ocupada o vacia. En el
primer caso, en ese lugar habra una particula con la velocidad indicada por
la variable. El nimero maximo de particulas por nodo es siete y el minimo
ninguna. El tiempo avanza en saltos discretos t = 0,1, 2, ... en cada uno de
los cuales tienen lugar dos procesos: colision y propagacién. En el prime-
ro, las particulas alteran sus velocidades debido a las colisiones segin unas
reglas. En la propagacién, las particulas se mueven a los lugares indicados
por sus velocidades. La figura FIG 1.1 resume las reglas de colisiéon. A la
izquierda aparece la velocidad de las particulas que estan en un nodo dado,
y a la derecha la situacién final resultante. Si esta tultima puede ser una
de dos equiprobables (debido a la simetria de la red) se elige una con pro-
babilidad 0,5. El pardmetro p es un nimero real comprendido entre 0 y 1.



Tomando p = 0 las reglas de colision conservan la energia y la cantidad
de movimiento, mientras que p # 0 da lugar a un proceso disipativo. Las
dos ultimas lineas representan la colisién de dos particulas con una tercera
en reposo. Como en cada nodo sélo puede haber una particula en reposo,
inmediatamente después del proceso de colisiéon las dos particulas incidentes
saltan aleatoriamente a uno de los nodos vecinos para ocupar la posicién de
reposo.

La gravedad se incorpora haciendo que cada particula en reposo tenga
una probabilidad ¢g/2 (con g entre 0 y 1) de ser desplazada al nodo abajo a
su izquierda/derecha con el vector velocidad apuntando en la direccién del
desplazamiento. La variable a la que resulte desplazada la particula debe
estar desocupada. Las particulas en movimiento sufrirdn un cambio de una
unidad en su vector velocidad en la direccién apuntada por la gravedad.

Por ultimo, las paredes se introducen haciendo que el vector velocidad se
refleje cuando la particula llega al nodo que hace de frontera. Esto da lugar a
paredes lisas. Si introducimos una probabilidad b # 0 de que la pared envie
a la particula en direccién incidente (y 1 — b de que la refleje) tendremos
paredes rugosas.

En el siguiente capitulo exponemos los modelos de contacto y métodos
de integracion que se usan en dindmica molecular de particulas blandas.
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Figura 1.1: Reglas de colisién para un modelo de red. Fuente:
http://www.hlrs.de/people/mueller /papers/honnef99 /node3.html.



Capitulo 2

Dinamica molecular de
particulas blandas.

2.1. Introduccion.

En este capitulo analizaremos en detalle los elementos de que consta un
algoritmo de dindmica molecular de particulas blandas (DM en adelante):
expresion explicita de las fuerzas tanto en la direccién de la colision como
en la perpendicular [3] y método de integracién de las ecuaciones de mo-
vimiento. La ltima seccién estard dedicada a la implementacién eficiente
[2, 10] de estos ingredientes. Nos restringiremos al caso bidimensional en el
que tenemos dos grados de libertad traslacionales y uno de rotacion.

2.2. Fuerzas de interaccion.

2.2.1. Fuerza normal.

La fuerza que actia sobre cada grano en la direccién que une sus centros
puede considerarse dividida en dos contribuciones. Un término repulsivo que
impide a los granos atravesarse mutuamente y que es proporcional al solapa-
miento de los mismos. Y un término disipativo proporcional a la velocidad
relativa de las particulas en la direccién del choque. En el caso mas sencillo
podemos escribir .

Fn = kn€ —mé (2.1)
donde k, y 7, son coeficientes de proporcionalidad. El solapamiento viene
dado para discos o esferas de radios Ry y Rp por { = Ry + Ry — 145, siendo
r;; la distancia entre los centros. Este modelo puede visualizarse como un
muelle amortiguado en el punto de contacto, con k, y 7, como constan-
tes de rigidez y amortiguamiento respectivamente. Con esta interpretacion
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Figura 2.1: Esquema de la colisién de dos granos.

podemos calcular el tiempo de contacto (medio periodo de oscilacién)

§ o\ —1/2
to=m | —n —<2’Y" ) (2.2)
Merf  \ 2Mefy

y el coeficiente de restitucién

e=—vl /vl =exp (2_%1 t ) (2.3)

c
Meff

donde meys es la masa efectiva o reducida de los granos en colisién y v£
y vt las velocidades relativas en la direccién normal posterior y anterior al
choque respectivamente. El coeficiente de restitucion mide la energia que
se pierde durante el choque, por eso viene dado por la duracién del mismo,
asi como por el coeficiente v, que determina la energia disipada por el muelle
amortiguado durante su movimiento.

La teoria de Hertz del contacto elastico da lugar a un término repulsivo
no lineal al que se anade una contribucién disipativa como la anterior para
tener

Fn = kn£3/2 - 7n£ (24)

FEn este caso el coeficiente de restitucion no es constante, sino que depende
de la velocidad de impacto, asi como el tiempo de colisién [3]

2/5
7

t, = 3,21 (%) vi T (2.5)

Estos dos modelos de fuerza normal son los mas ampliamente usados en la
literatura de DM para medios granulares.
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2.2.2. Fuerza tangencial.

Esta fuerza esta dada por la ley de Coulomb de la friccién, que nos dice
que no hay deslizamiento de un cuerpo sobre otro a menos que la fuerza per-
pendicular a la linea de contacto sea superior a cierto umbral. Este umbral
es la fuerza normal por el coeficiente de friccién estatica. Si se supera este
valor critico, se produce deslizamiento y la fuerza tangencial pasa a ser la
normal por el coeficiente de friccién dindmico. Podemos por lo tanto escribir,
para la friccién dindmica [3],

F, = —u|F,|sign (vt) (2.6)
donde v; es la velocidad relativa de las superficies en contacto
v = (’U_é — U_i) S+ wiRy +wolRy (2.7)

siendo w; y wo las velocidades de rotacién de los granos respecto de sus
centros y § un vector unitario perpendicular a la direccion que une sus
centros. Esta implementacién tiene el inconveniente de que F} salta entre
valores positivos y negativos cerca de vy = 0, siendo discontinua en este
punto. Aunque el valor medio de F; sera correcto, no es conveniente desde el
punto de vista de la integracién numérica el tener estos saltos discontinuos
de signo.

Una forma muy utilizada de evitar el anterior inconveniente es escribir

3]
F;g = —YtVt (28)

donde ~; es una constante sin interpretacién fisica. Ahora la fuerza se com-
porta suavemente, sin saltos. Sin embargo se presentan dos problemas. El
primero es que se obtiene un coeficiente de restituciéon tangencial constante
que impide alcanzar v; = 0 (rodadura). El segundo es que al no depender
Ec(2.8) de la fuerza normal, no se obtienen resultados “fisicos” para impactos
casi totalmente normales u oblicuos.

La solucién més extendida a los anteriores problemas consiste en unir
Ec(2.6) y Ec(2.8) en una sola expresién [3]

Fy = —min (p|Fy|, ve|ve|) sign (ve) (2.9)

donde ~; sigue siendo un pardmetro sin interpretacion fisica. Dandole un
valor relativamente alto a este parametro, la mayor parte del tiempo esta-
remos tomando el valor correcto para la fuerza tangencial u|F,|. A medida
que las velocidades se van haciendo pequenas, debido a la disipacién, y nos
acercamos al régimen en que este término da problemas, la funciéon min
hard que tomemos ~y;|v;| obteniendo un comportamiento regular.

14



Las expresiones de la fuerza tangencial presentadas hasta ahora propor-
cionan una fuerza de friccién dindmica, no estatica. En efecto, si un cuer-
po desliza sobre otro con una friccién dada por Ec(2.8) o Ec(2.9), esta se
hard nula en el momento en que consiga frenar el deslizamiento, con lo que
este podria volver a iniciarse. Tendriamos un comportamiento “a saltos”que,
aunque pequenos, nunca seria estatico. Una fuerza de friccion mas realista
deberia poder tener un valor no nulo en situaciones estaticas para poder
mantener la situacion de no deslizamiento una vez alcanzada.

Podemos implementar una fuerza de friccién estatica sustituyendo Ec(2.9)
por [11]
Fy = —min (u| Fnl, |Fs|) sign () (2.10)

donde
Fs = k¢ — vy (2.11)

C(t) = /t Co () dt (2.12)

Ahora la fuerza tangencial Ec(2.11) contiene un término eldstico proporcio-
nal al desplazamiento de deslizamiento ¢ y un término disipativo proporcio-
nal a la velocidad relativa en la direcciéon tangencial v,. El desplazamiento
¢ se calcula integrando v; desde el instante en que dos granos entran en
contacto en t, hasta que dicho contacto finaliza. De esta manera, cuando el
deslizamiento cesa y v; se anula, la fuerza tangencial retiene un valor distinto
de cero debido a que ( tiene un valor constante a partir de ese instante. Este
modelo puede visualizarle como un muelle en la direccién tangencial que
comienza a estirarse cuando dos particulas entran en contacto, y continia
haciéndolo mientras hay deslizamiento. Cuando los granos dejan de deslizar
uno sobre otro, el muelle deja de estirarse pero mantiene la deformacion
alcanzada hasta ese momento. Por ltimo, el muelle desaparece cuando el
contacto finaliza.

2.3. Integracion de las ecuaciones de movimiento.

Una vez que hemos elegido un modelo de contacto podemos calcular la
aceleracion de cada particula y, de ella, la nueva velocidad y posicién. Para
llevar a cabo este cdlculo disponemos de multiples métodos de distinta com-
plejidad y precisiéon. En principio, podemos usar tanto el método de Euler
como el de Runge-Kutta [12] en funcién de nuestras necesidades de precisién
y velocidad. Sin embargo, cuando tratamos con sistemas hamiltonianos, una
familia de métodos destaca como particularmente apropiada: los denomina-
dos métodos simplécticos. Se dice que las ecuaciones de movimiento tienen
estructura simpléctica si se verifica [13]

I'=JVrH (2.13)
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donde I" = (p;, ¢;) es un punto del espacio de fases, H el hamiltonianano del
sistema y J esta definida por
0 -1
(07 o

siendo 1 la matriz unidad con nimero de filas y columnas igual al de grados
de libertad del sistema. La evolucién temporal estd dada por el operador de

Liouville . X
'=LT (2.15)

L=—-VrH-JVp (2.16)

La razén para preferir un método simpléctico frente a uno ordinario estriba
en que los sistemas hamiltonianos no son estables frente a perturbaciones
no hamiltonianas, que es precisamente lo que hacemos si aproximamos el
hamiltoniano mediante un integrador genérico. El resultado es que el hamil-
toniano se vuelve disipativo, con un comportamiento a largo plazo comple-
tamente diferente del esperado. Las principales propiedades de los métodos
simplécticos son:

= Conservan la estructura simpléctica del hamiltoniano

e Verifican el teorema de Liouville.

e Son mas estables que los métodos ordinarios.
= Conservan la energia y el momento angular.

= Son reversibles en el tiempo.

Los integradores simplécticos més utilizados son los denominados Verlet,
Leap-Frog y velocity-Verlet. Este tltimo es el que hemos utilizado en el pre-
sente trabajo, la posicién y la velocidad se actualizan segun las expresiones

x(t+6t) =z (t) + v (t) 5t + %a (t) ot* (2.17)

v(t+6t) = v (t) + %[a (£) + a (t + 5t)]5t (2.18)

que para implementarse pueden escribirse separando el segundo paso en uno
intermedio

z(t+0t) = (t)+v(t)ot+ %a (t) 6t (2.19)
v (t + %&) — o () + %a (t) t (2.20)
v (t+6t)=v <t - %575) - %a (t + dt) dt. (2.21)

16



Asi, antes de aplicar Ec(2.21) nuestro algoritmo calcularia las fuerzas con
las posiciones y velocidades actuales. Puede comprobarse que este método
de segundo orden conserva la energia de un sistema hamiltoniano mejor que
un Runge-Kutta [2] de cuarto orden. Ademés, posee la patente ventaja de
ser sencillo de implementar y, al efectuarse en tres etapas, es relativamente
rapido.

Nuestro sistema de particulas disipativas no es, desde luego, hamilto-
niano. Sin embargo, al no existir métodos optimizados para los sistemas
disipativos, los esquemas simplécticos se usan ampliamente para integrar
las ecuaciones de movimiento de un medio granular debido a sus buenas
caracteristicas intrinsecas de precisién y estabilidad.

Por ultimo cabe mencionar los métodos predictor-corrector, de entre los
cuales los mas usados son los de Gear de cuarto y quinto orden [10]. Estos
algoritmos constan de tres pasos

1. Predictor. A partir de las posiciones y sus derivadas hasta orden n en
t se obtienen las mismas cantidades en ¢ + §t mediante expansiones de
Taylor. Entre estas cantidades esta la aceleracién.

2. Fuerzas. Con las posiciones y velocidades predichas se calculan las
fuerzas segun el modelo de contacto y, de ellas, las aceleraciones. Estas
seran diferentes de las calculadas en el primer paso, siendo su diferencia
igual a, digamos, Aa.

3. Corrector. Las posiciones y sus derivadas sufren correcciones propor-
cionales a Aa. Los coeficientes de proporcionalidad estdn determinados
para maximizar la estabilidad del método.

La principal ventaja del predictor-corrector reside en su elevada precision.
Sin embargo, es costoso en recursos a la hora de implementarlo, requiere mu-
chos céalculos adicionales y, numéricamente, resulta inestable frente a pasos
de integracion relativamente grandes.

2.4. Implementacion eficiente.

Realizar los calculos descritos arriba para un gran numero de particulas
es una tarea muy costosa. Si ademdas deseamos un cédlculo preciso debere-
mos trabajar con pasos de integracién pequenos, aumentando linealmente
el nimero de ciclos que debe ejecutar el algoritmo de calculo. La implemen-
taciéon directa de los métodos expuestos daria lugar a un algoritmo exce-
sivamente lento. Optimizar dicha implementacion es un trabajo ineludible

[2].
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La mayor parte del cdlculo se concentra en la obtencién de las fuerzas que,
al ser de pares, supone una operacién de orden O(N?) si se implementa de
forma directa. Disminuir el nimero de operaciones en este apartado supone
reducir drasticamente el tiempo de cdlculo. Existen fundamentalmente dos
métodos para llevar a cabo esta reduccién: las listas de vecinos y la division
del espacio en celdas.

2.4.1. Listas de vecinos.

La fuerza sobre una particula es la resultante de la fuerza que sobre ella
ejercen sus vecinas. El calculo de esta resultante supone recorrer la lista de
particulas, verificar, para cada una, si estdn en contacto (la distancia entre
sus centros es menor que la suma de sus radios) y, de ser asi, calcular la
fuerza. Sin embargo, dado que el célculo avanza con pasos de integracion
pequenos, el entorno de una particula cambia muy despacio. Las particulas
que estdn a su alrededor, en contacto o susceptibles de entrar en contacto con
ella, son las mismas durante varios (o muchos) pasos de integracién. Resulta
razonable reducir la bisqueda de contactos a las particulas que estan cerca
en el espacio.

El calculo por listas de vecinos procede asi: antes de comenzar a integrar
las ecuaciones de movimiento elaboramos una lista que contiene en cada
entrada un par de particulas tales que su separacién es menor que una
distancia critica r. prefijada. Esta distancia debe ser mayor que el alcance
de la fuerza o. En el caso de fuerzas de contacto o = R; + Ry siendo R; el
radio de una particula'. En cada paso de integracién se recorre la lista de
vecinos actualizando las distancias de cada par. Cada cierto niimero de pasos
N4 se reelabora la lista. La actualizacion de las distancias de los vecinos es
una operacién de orden O(N) y aunque la elaboracién de la lista es de orden
O(N?), s6lo se realiza cada N, pasos. Para calcular la fuerza recorremos
la lista y hacemos los calculos sélo para aquellas particulas que estén en
contacto.

La eleccién de N4 puede ser critica: si es muy pequeno no ganaremos
apenas tiempo de calculo, si lo tomamos demasiado grande, nos perderemos
colisiones y realizaremos cédlculos incorrectos. Una forma de automatizar el
calculo del valor 6ptimo en cada paso de integracién es la siguiente: cuando
reelaboramos la lista de vecinos calculamos los dos maximos desplazamientos
de entre todas las particulas (los desplazamientos se almacenan en una lista
de tamano N), cuando la suma de ambos es mayor que r. procedemos a
reelaborar la lista de vecinos y empezamos de cero el calculo de los dos

'Este requisito restringe el uso de las listas de vecinos a potenciales de interaccién con
una distancia de corte, como el nuestro, o que puedan truncarse por ser de decaimiento
rapido o corto alcance, como el de Van der Waals. Este método no puede usarse con
potenciales de decaimiento lento como, por ejemplo, el de Coulomb.
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Figura 2.2: En este ejemplo la subcelda 2 contiene las particulas de indices
9,6,4,3y0.

maximos desplazamientos.

2.4.2. Division del espacio en celdas.

Este es un algoritmo totalmente de orden O(N). Supongamos que nues-
tro célculo se lleva a cabo en una celda de tamano L x L, dividdmosla en
M x M subceldas de tamano

L
l=—>r 2.22
M c ( )
con r. como se definié arriba. El nimero medio de particulas en cada celda es
N, = N/M?. Los vecinos de una particula dada sélo pueden estar en la mis-
ma subcelda o en una de las ocho adyacentes. Por tanto, inspeccionaremos,
en media, 9N N,,, particulas.

La implementacién de este método tiene cierta complejidad. En primer
lugar necesitamos una lista C' con M? registros y una lista P con N registros.
Cada registro de C' contiene un nimero que senala un registro en P, este
registro contiene un numero que es el nimero de indice de una particula
que estd en la subcelda cuyo nimero de indice es el dado por el niimero de
registro de C'. En la figura FIG 2.2 se muestra un ejemplo de como funciona
esta implementacién.

Antes de calcular las fuerzas hay que saber qué particulas estan en cada
subcelda:

for i =1 toMx*xM
C(i) = 0;
end for

for i =1 to N

indice_celda = [x(i) / 1] + [y(i) / 1] * M;
P(i) = C(indice_celda);

C(indice_celda) = i;
end for
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Los corchetes indican que se toma la parte entera. El cdlculo de todas
las fuerzas supone recorrer todas las M x M subceldas y, para cada una, las
subceldas vecinas

for ml1 =1 to M
for m2 =1 to M
mil = m2 * M + ml  subcelda actual
for mi2 Subceldas_Vecinas
tomamos un grano de la
subcelda actual y otro de la vecina
for j1 = C(mil) 1los sucesivos se toman
como indique P(m1)
for j2 = C(mi2) 1los sucesivos se toman
como indique P(m2)
si jl1 y j2 son distintos se comprueba su distancia
si jl1 y j2 entran en contacto se calcula la fuerza
end for
end for
end for
end for
end for

Las celdas vecinas se numeran desde cero, para buscar primero los ve-
cinos en la propia subcelda de la particula cuya fuerza resultante queremos
obtener. El método resulta tanto maés eficaz cuanto m&s pequenas sean las
subceldas, tamano limitado por 7.. Aunque el método es de orden O(N)
involucra un nimero no pequeno de operaciones que lo hace éptimo sdlo
cuando tratamos, aproximadamente, con unas 4000 particulas o mas; para
3000 particulas o menos, la lista de vecinos resulta més eficaz.

2.5. Comentarios finales.

La implementacién de la fuerza de friccién estdtica requiere el uso de
una lista de vecinos propia, de hecho, se trata de una lista de contactos a
actualizar en cada paso de la integracién, necesaria para poder integrar la
velocidad tangencial en cada contacto. La necesidad de esta lista implica
que, cuando usamos friccion estatica, la division del espacio en celdas ya no
es eficaz porque no se compagina facilmente con la lista de contactos. En su
lugar, es mejor implementar una lista de vecinos, aunque tratemos con méas
de 3000 particulas.

En el presente trabajo hemos tratado siempre con un medio confinado a
una region del espacio. Para lograrlo disponemos unas paredes que pueden
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estar constituidas por granos del mismo tipo y propiedades que aquellos que
forman el medio granular, con los que interactian. Las posiciones de estos
granos no se actualizan durante el calculo y constituyen asi un medio de con-
finamiento. Otra posibilidad, también usada, consiste en hacer que cuando
una particula del medio llega a una frontera interactiie con una particula de
masa y radio infinitos. Esta estrategia tiene la ventaja de ahorrar niimero de
particulas cuando la regién a confinar es grande. En ambos casos los cons-
tituyentes de la frontera poseen constantes de rigidez, de amortiguamiento
y coeficientes de friccién que pueden alterase para cambiar las propiedades
de la pared.
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Capitulo 3

Descarga de silos por
gravedad I: inicio de la
descarga.

3.1. Introduccidn.

En este capitulo analizaremos los procesos que tienen lugar en el interior
de un silo cuando el mismo comienza a descargarse. Estudiaremos dos casos:
un silo con orificio de salida pequenio (comparable al tamano de los granos)
y otro con orificio de salida grande. Comprobaremos que el perfil de veloci-
dades dentro del silo atraviesa un periodo transitorio antes de establecerse
en un estado estacionario. Dicho transitorio se caracteriza por estadistica no
gausiana y movimiento superdifusivo de los granos.

Clasicamente, el problema del movimiento en el interior de un silo que
se descarga por gravedad a través de un orificio practicado en su base, ha
sido tratado mediante dos aproximaciones bien distintas. Por un lado, se han
propuesto modelos difusivos [14, 15] en los que huecos inyectados en el orificio
de salida difunden hacia la parte superior del silo. Durante su movimiento
los huecos intercambian posiciones con los granos que componen el medio
(v que se suponen ordenados en una red) causando el desplazamiento de
estos hacia la base. Por otra parte, se ha propuesto un modelo continuo
[16] que, sin hacer hipdtesis sobre el movimiento individual de los granos,
puede predecir el perfil de velocidades en el silo. A pesar de su diferente
fundamentacién, ambos modelos dan los mismos resultados.

Recientes estudios experimentales [17] han puesto de manifiesto la ne-
cesidad de revisar estos modelos. Observando a tiempos cortos (inferiores
al tiempo que tarda un grano en caer su didmetro) el movimiento de las
particulas se encuentra que este es de tipo no gausiano, caracterizado por dis-
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tribuciones de probabilidad con colas anchas y el desplazamiento cuadratico
medio es superdifusivo. Ninguna de estas caracteristicas estd contemplada
en los modelos tedricos.

Un nuevo mecanismo propuesto [18] para explicar los experimentos se
basa en considerar que los huecos que se inyectan por el orificio de salida
no se mueven conservando su identidad. En su lugar, se disgregan en una
“burbuja” que ocasiona el movimiento de un conjunto de granos (no el de uno
solo). Asi, estas burbujas se desplazan hacia la superficie del silo afectando
a conjuntos de granos que efectian movimientos hacia la base, estando estos
pequenos movimientos colectivos correlacionados. Nuestros calculos revelan
que el inicio de la descarga es compatible con esta imagen de movimientos
colectivos y estadistica no gausiana.

Los resultados presentados en este capitulo han sido obtenidos usando
las ecuaciones

F, = knfg/z - ’Yné: (3'1)
Fy = —min (u|Fpl, i lve]) sign (ve) (3.2)
vy = (V3 — V1) §+ w1 Ry + wa Ry (3.3)

correspondientes a un modelo de Hertz con friccién dindmica, con 5000 discos
del mismo didmetro. La ecuacién Ec(3.1) nos da la fuerza en la direccién que
une los centros de los granos, la Ec(3.2) proporciona la fuerza en la direccién
tangencial y Ec(3.3) es la velocidad relativa de las superficies en contacto.
Los valores de los coeficientes en unidades reducidas son k, = 10°mgq/d,
Yo = 100m\/g/d, v = 300m+/g/d, 1 = 0,5. El paso de integracién es
1,25 - 107*7 con 7 = +/d/g, siendo m, d y g la masa y didmetro de los
discos y la aceleracién de la gravedad, respectivamente. Las paredes del
silo estan construidas con el mismo tipo de granos que los que forman el
medio y forman un contenedor de 50d de anchura por 100d de altura. El
proceso seguido para obtener los resultados es el siguiente: los granos se
colocan en una red regular y se les dan velocidades aleatorias tomadas de una
distribucién gausiana. Se dejan caer bajo la accion de la gravedad a través
de una tolva bajo la cudl esta el silo rectangular en el que se almacenan.
Una vez que todos los granos han sido depositados en el silo y que la energia
cinética se ha reducido debido a la disipacién, abrimos el orificio en la base
del silo y comenzamos el proceso de medida. El tiempo de toma de datos es
lo bastante corto como para que la altura del silo no cambie apreciablemente.

3.2. Perfiles de velocidad y densidades de proba-
bilidad.

En esta seccién analizamos la evolucion del perfil de velocidad vertical
en el interior del silo. Usamos dos tamafos para el orificio de salida, 3,8d
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Figura 3.1: Imagen del proceso de llenado del silo mediante descarga a través
de una tolva.

y 11d y calculamos el perfil de velocidad desde que se abre el orificio de
salida hasta que el grano més alto cae dos veces su didmetro. Definimos este
lapso de tiempo como el inicio de la descarga. Al ser un tiempo pequeiio,
estamos en condiciones de comparar nuestro resultados con los obtenidos en
los experimentos.

Usando dos diferentes didmetros del orificio de salida, 3,8d y 11 d estu-
diamos la evolucién del perfil de velocidad vertical. Estos didmetros fueron
escogidos porque pertenecen a dos regimenes bien distintos: para el primero,
el flujo puede ser intermitente, mientras que esto no ocurre con el segundo.
Calculamos el perfil de velocidad desde el momento en que se abre el orificio
en la base del silo hasta que el perfil se hace estacionario. Para cada tamafio
del orificio de salida realizamos 20 descargas independientes y promediamos
los resultados.

En la FIG 3.2 mostramos la evoluciéon promediada del perfil de veloci-
dad, en la componente vertical, del orificio mayor. Es evidente que grupos
de granos se mueven hacia abajo al principio de la descarga, mientras que
estructuras que podemos describir como “burbujas”’se desplazan hacia arri-
ba. Estas burbujas son zonas en las que la velocidad media es mayor que
en el resto del silo y su evolucion refleja el régimen intermitente al inicio
de la descarga. Cuando estas burbujas desaparecen, se desarrolla el perfil
caracteristico del flujo estacionario, que es gausiano. Los resultados obte-
nidos con el orificio de salida més pequefio son similares pero aparece una
diferencia importante: el tiempo necesario para alcanzar el flujo estable se
incrementa. Esto se debe a que aparece un mayor ntimero de burbujas en el
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Figura 3.2: Evolucién del perfil de velocidades vertical promedio para el
orificio de tamano 11d. El tiempo aumenta de izquierda a derecha y de
arriba a abajo. En pasos de simulacién tras la apertura del orificio de salida
cada imagen corresponde a 300, 700, 1100, 1700, 6300, 10000.
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Figura 3.3: Funciones de distribucién de los desplazamientos verticales (a)
y horizontales (b). Los circulos son datos obtenidos con el silo de abertura
3,8d y los cuadrados con el de 11d. La linea roja es la Ec(3.4) y la azul una
gausiana.

silo, induciendo un flujo intermitente.

Medimos los desplazamientos individuales de los granos durante la des-
carga en una ventana de tamano 15d x 15d centrada vertical y horizontal-
mente dentro del silo. Para poder comparar con los obtenidos experimen-
talmente, elegimos un tiempo de muestreo tal que el desplazamiento medio
de las particulas es de 0,01d que es, aproximadamente, el mismo que en
los experimentos. Para calcular los desplazamientos en la direccién vertical
sustraemos el movimiento debido al flujo. En la FIG 3.3 mostramos las fun-
ciones de densidad de probabilidad normalizadas y en escala semilogaritmi-
ca. Los desplazamientos se presentan en una escala en la que su desviacién
estandar es la unidad, siendo los valores medidos del orden de 10~3d tanto
en la vertical como en la horizontal. Los resultados obtenidos apenas difieren
en las direcciones vertical y horizontal y son claramente no gausianos. Las
diferencias aparecen tanto en la regién central de las distribuciones como en
las colas, que son anchas. Nuestras curvas estan muy bien descritas por la

expresion
2/

Ay) = </
P( y) (1+(Ay)2>2

(3.4)

Al haber normalizado el drea de nuestras curvas y la escala de los des-
plazamientos segin la desviacién estdndar, no se requieren parametros de
ajuste. Las curvas estan dibujadas directamente encima de los datos. En los
experimentos descritos en [17] se obtienen curvas similares con colas anchas
pero no se propone ninguna descripcién andélitica.

En la FIG 3.4 representamos el desplazamiento cuadratico medio en cada
direccién en ambos silos. La pendiente en escala logaritmica es mayor que
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Figura 3.4: Desplazamientos cuadraticos medios en las componentes horizon-
tal y vertical en escala logaritmica. El panel izquierdo muestra los resultados
del silo de abertura 3,8d y la linea continua tiene pendiente 1,33. El panel
derecho muestra los resultados del silo con 11d de abertura y la linea recta
tiene pendiente 1,5. Los signos + representan los datos de la componente
horizontal y los x los de la vertical.

uno, de modo que el desplazamiento de los granos es superdifusivo. Los
desplazamientos cuadraiticos medios escalan segiin (z2) oc t133 y (22) oc 137
para el silo con orificio de salida 3,8d, (x2) o t1° y (22) o t1°! para el silo con
orificio de salida 11d. Estos resultados son consistentes con los encontrados
experimentalmente a tiempos cortos.

3.3. Mecanica estadistica del silo.

El comportamiento de los granos arriba descrito puede entenderse ha-
ciendo uso de la hipdtesis de las burbujas. Seguiremos las ideas y los cdlculos
desarrollados en [19], donde se estudia el comportamiento de una particula
browniana de masa variable. Supondremos, en efecto, que una burbuja es
una particula cuya masa fluctia en un tiempo caracteristico 7 y que los
posibles valores instantdneos de la masa estdn dados por un funcién de dis-
tribucién g (m). Esta imagen es razonable porque a medida que una burbuja
evoluciona y se desplaza dentro del silo no estd afectando al mismo nimero
de granos en todo momento.

En un instante dado la masa de la burbuja serd my y su distribucién de

velocidades convergera a
pmy _myu®
flu)=y/=5 —e 2 (3.5)

La relajacion a ese valor tendrd lugar en una escala de tiempo caracteristica
tr que depende de la masa de la particula y las propiedades del medio. Si
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se verifica que tgr << 7 entonces la distribucién asintética estara dada por

£y = [ dm g (m) | e (3.6)

Para seguir necesitamos una funcién de distribucién de masas. La varianza
de una variable aleatoria con media nula estd dada por la media de los
cuadrados de los valores que toma. La distribuciéon chi-cuadrado es, por
definicién, la funcién de distribucién de la variable aleatoria 5 = Z?il X2,
donde X; son variables independientes distribuidas segiin una gausiana con
(Xi) = 0y 2c es el nimero de grados de libertad. Por tanto, una chi-
cuadrado parece una eleccién natural para las fluctuaciones de la masa de
nuestra particula. Entonces tenemos

c—1
g(m) = Fl(c) (%) e B/ (3.7)

cuya media es bc v la desviacién estdndar es b’c. Ahora podemos integrar
Ec(3.6) para obtener

b T (c+1/2) 1

f (U) = % T (C) (1 + %’LL2

)c+1/2 (38)

Imponer la misma escala que en nuestros datos (u) = 1 implica 2/b =1y
eligiendo ¢ = 3/2 obtenemos

2/7

f(u):m

(3.9)

que es la misma funcién que hemos encontrado antes para describir nuestros
datos.

En rigor, el resultado que acabamos de alcanzar es vélido para las burbu-
jas, mientras que nosotros hemos analizado datos del movimiento de granos
individuales. Para relacionar ambas descripciones utilizamos la definicién de
burbuja dada en [18]

AR, = —w(rg, 1) ARy (3.10)

que significa: cuando una burbuja se mueve ARy, cerca de rp ocasiona un
desplazamiento AR, en el grano que esta en ry. La funciéon w se denomina
funcién de influencia y se extiende al area ocupada por la burbuja. Un
calculo sencillo basado en la conservacién de volumen, y asumiendo que
la funcién es escalar y simétrica, nos da w = A¢/¢? donde ¢ es la fraccién
de volumen. Supongamos una variaciéon de volumen A¢/¢ = 1% y una
densidad ¢ = 0,8 que es lo que tipicamente encontramos en nuestros calculos
(los discos monodispersos tienden a estar muy empaquetados [20]); entonces
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w ~ 1073. Si introducimos la ecuacién Ec(3.10) en Ec(3.9) vemos que la
funcién de influencia corresponde a la desviacion estandar del movimiento
de los granos individuales. El valor estimado para esta funcién es el mismo
que el obtenido para la desviacién estdndar de los granos, lo que cierra
nuestra de deduccién.

Es interesante notar que la funcién Ec(3.8) es una funcién de Tsallis [21]

fw=(1+56-n02)" (3.11)

con ¢ + % = q%l y b= (' (q¢—1). Nuestra eleccién de ¢ en Ec(3.9) fija el
indice entrépico ¢ = 3/2 — ¢ = 3/2.
Las distribuciones de Tsallis son las que aparecen en la mecanica es-

tadistica no extensiva. Se ha demostrado [22] que estas funciones son solu-
ciones de una generalizacién de la ecuacién de difusién

Op(z,t) _ 0% (1)
=D 12
ot Ox? (3.12)
en la que la ecuacién se torna no lineal
t 2 v

ot 0z2

donde v es un numero real. La solucién es una funcién de Tsallis con argu-
mento 22 y se verifica la relacién ¢ = 2 — v < 3. El segundo momento de
esta distribucién es finito para ¢ < 5/3, que es nuestro caso, y, entonces, el
desplazamiento cuadratico medio escala en el tiempo como (x2) oc t2/(3=9).
Sustituyendo ¢ = 3/2 encontramos (z2) o ¢33, el mismo comportamiento
que nuestros calculos arrojan para el silo con orificio de salida pequeno y
consistente con el valor encontrado para el silo con orificio mayor. La dife-
rencia puede explicarse recordando que el proceso presentado en esta seccién
para deducir la funcién de distribucién de los desplazamientos requiere de
dos escalas de tiempo bien diferenciadas. Como indicamos més arriba, la
evolucién del perfil de velocidades es mas lenta en el silo de abertura pe-
quena que en el silo con abertura mayor, de modo que las escalas de tiempo
estardn mas netamente separadas en el primero que en el ultimo.

3.4. Comportamiento a tiempos largos.

En esta seccién analizamos el comportamiento de los granos en escalas
de tiempo grandes, cuando ha transcurrido el tiempo necesario para que un
grano caiga dos veces su didmetro. En la FIG 3.5 mostramos las funciones
de densidad de probabilidad obtenidas en la misma region del silo que las
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Figura 3.5: Funciones de distribucién de los desplazamientos horizontales
(izquierda) y verticales (derecha) a tiempos largos. Los circulos son datos
obtenidos con el silo de abertura 3,8d y los cuadrados con el de 11d. La linea
roja es la Ec(3.4) y la azul una gausiana.

mostradas antes. Vemos que la componente horizontal de los desplazamien-
tos tiende a hacerse gausiana, mientras que la componente vertical es no
gausiana. En el silo con orificio pequenio la componente horizontal aparece
deformada debido probablemente a la presencia de gradientes de velocidad
en la region de medida y a que la evolucion es mas lenta por la intermitencia
del flujo.

Lo que vemos en el silo con orificio de salida grande es una transicion
a un movimiento difusivo en la direccién vertical a medida que el proceso
de descarga descorrelaciona los movimientos en esta componente. El hecho
de que la estadistica no gausiana persista en la direccion vertical se debe
a la presencia de zonas de corte en esta componente, como puede verse
claramente en el dltimo cuadro de la FIG 3.2. La presencia de movimiento
superdifusivo y estadistica no gausiana asociados a zonas de corte ha sido
probado experimentalmente en [23].

En la FIG 3.6 se representa el exceso de curtosis definido como k; =
(x*)/3(x?)2 — 1 y cuyo valor es cero para una distribucién gausiana. Puede
comprobarse que esta cantidad tiende a cero para la componente horizontal
del silo con orificio de salida grande.
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Figura 3.6: Curtosis de la distribucién de desplazamientos horizontales y
verticales en funcién de la distancia caida. A la izquierda los resultados para
el silo de abertura 11d, a la izquierda los del silo de abertura 3,8d. Los
circulos representan los datos en la componente horizontal y los cuadrados
en la vertical.
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Capitulo 4

Descarga de silos por
gravedad II: flujo de salida.

4.1. Introduccion.

El flujo de materia a través de un orificio en la base de un silo es una
cantidad de evidente interés practico que ha sido muy estudiada, sobre todo,
por ingenieros [24]. Desde el punto de vista teérico puede utilizarse como un
indicador de cambios en el comportamiento del medio granular en el interior
del silo y de la proximidad de la regiéon de atasco.

El resultado clésico es la llamada ley de Beverloo [25], estudiada experi-
mentalmente, que establece cémo cambia el flujo en funcién del tamano del
orificio de salida

W (D) = C\/gp (D — kd)*? (4.1)

donde D es el didmetro del orificio, d el didmetro de los granos, g es la grave-
dad, p es la densidad del medio, C' una constante relacionada con la friccién
del medio y k£ una constante que depende del medio y estd relacionada con
la hipétesis del radio hidraulico. Esta ltima es, basicamente, la afirmacion
de que, debido a su tamano finito, los granos no caen por un agujero de
tamano D sino por un agujero efectivo de tamano algo menor. El valor de
la constante es, aproximadamente, k ~ 1,5 para muchos materiales, aunque
llega a 2,9 para la arena. El exponente cambia de 5/2 en tres dimensiones a
3/2 en dos.

La forma de ley de Beverloo puede obtenerse mediante anélisis dimensio-
nal suponiendo que el flujo depende de la densidad del medio, el tamano del
orificio de salida y la gravedad. Para entender el resultado se suele apelar a
la hipdtesis del arco de caida libre. Esta afirma que existe una regién, con la
forma aproximada de un arco de altura proporcional al tamafno del orificio
de salida, por encima de la cual el material estd densamente empaquetado y
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sin libertad para moverse; pero, por debajo, los granos estan mas separados,
sueltos y caen libremente constituyendo el flujo que se mide a la salida del
silo.

La ley de Beverloo funciona bien con orificios de tamano mucho mayor
que el de los granos que constituyen el medio, sin embargo, como expondre-
mos en este capitulo, presenta desviaciones cuando el orificio y los granos
son de tamano comparable. Veremos que, teniendo en cuenta variaciones de
la densidad del medio en funcién del orificio de salida, podemos obtener una
nueva ley que ajusta bien todo el rango de observacién.

El modelo de fuerzas y los valores de las constantes que usamos para
obtener los resultados expuestos en este capitulo son los mismos que los
usados en el capitulo anterior.

4.2. Flujo en funcién del orificio de salida.

El proceso de descarga es igual al descrito en el iltimo capitulo salvo que
ahora los granos son depositados en la parte superior del silo a medida que
salen por el orificio de la base. Este proceso de rellenado garantiza que la
altura del silo permanece aproximadamente constante durante toda la toma
de datos, que es de mayor duracién que antes.

Medimos el flujo en nimero de granos por bloque de tiempo, o pasos
de integracién, haciendo 100 medidas de 10* pasos de duracién cada una.
Desechamos los resultados de los 10000 primeros pasos para dar tiempo
suficiente a que el flujo se haga estacionario. Para cada tamano del orificio
de salida tomamos como valor del flujo el promedio de las 100 medidas. El
resultado puede verse en la FIG 4.1 que muestra el flujo frente al didmetro
del orificio de salida en escala lineal y logaritmica junto con un ajuste a la
ley de Beverloo. En el gréfico en escala logaritmica podemos ver claramente
que la ley de Beverloo no ajusta los datos cuando el orificio de salida es
pequeno.

4.2.1. Flujo resuelto en el tiempo.

La serie temporal del flujo contiene informacién que perdemos al tomar
la media, por lo que la analizaremos en esta seccién. Para poder comparar
facilmente los flujos obtenidos con los distintos orificios de salida definiremos,
para cada uno un flujo reducido

w(t) =

donde el promedio es temporal. En la FIG 4.2 podemos ver el flujo reducido
en funcion del tiempo para tres orificios de salida distintos. Cuando el orificio

(4.2)
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Figura 4.1: Flujo en ntimero de granos por bloque de tiempo en funcién
del didmetro del orificio de salida, en escala lineal (izquierda) y logaritmica
(derecha). La linea roja en el panel izquierdo es un ajuste a la ley de Beverloo
en dos dimensiones. En el panel derecho, la linea roja tiene pendiente 1,5
(ley de Beverloo) y la azul 2,5

es pequeno el flujo presenta grandes oscilaciones en torno al valor medio
que se atenian considerablemente a medida que el orificio se hace mayor.
Podemos caracterizar estas fluctuaciones por su desviacién estandar

o0 =y (0?) - () =/ (w?) -1 (4.3)

y representando esta cantidad en funcién del didmetro del orificio de salida
obtenemos el resultado mostrado en la FIG 4.2. Si el didmetro adimensional
del orificio es menor que, aproximadamente, 9 la desviaciéon estandar de-
cae como (D/d)~2, mientras que para didmetros mayores se hace constante.
Buscando una mayor caracterizacion de estas fluctuaciones, elaboramos el
histograma de la amplitud de oscilacién Aw separando los resultados obte-
nidos con orificios de tamano 9d o menor por un lado y los mayores por otro.
Los histogramas normalizados y con la amplitud escalada segiin la desvia-
cién estandar se muestran en la FIG 4.3. El histograma de las fluctuaciones
correspondientes a orificios grandes es gausiano, mientras que para orificios
pequenos esta dado por

2/

P(Aw) = m

(4.4)

que es la misma distribucién que ya encontramos para los movimientos in-
dividuales de los granos.

Es decir, en la region donde la ley de Beverloo no es vélida las fluctuacio-
nes dependen del radio de salida y siguen una funcién de distribucién igual a
la encontrada para los desplazamientos individuales de los granos. Mientras
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Figura 4.2: Izquierda: flujo reducido en funcién del ntimero de pasos de
integracién para orificios de didmetro adimensional 3,56(negro), 6,24(rojo)
y 16,04(azul). Derecha: desviacién estandar de la amplitud de oscilacién
del flujo reducido en funcién del didmetro del orificio de salida. Un ajuste
potencial de todos los datos, en azul, da una dependencia (D/d)~%%". La
linea roja es la curva (D/d)~2.

10°

Figura 4.3: Funcién de distribucién de la amplitud de oscilacién del flujo
reducido. Los circulos corresponden a flujos medidos con orificios menores
que 9d, los cuadrados para el resto. La linea azul es una gausiana y la roja
es la Ec(4.4).
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que en la regién donde se aplica la ley de Beverloo, las fluctuaciones son
constantes en su amplitud y siguen una distribucién gausiana.

Estos resultados pueden entenderse de la siguiente forma: al tomar la
variable w estamos haciendo una “reduccién”del movimiento de muchos
granos al de uno sélo, por eso oscila en torno a 1. El hecho de que esta
cantidad experimente una fluctuacién positiva (un pico hacia arriba) o ne-
gativa serd debido, respectivamente, al hecho de que un grano entre o salga
(en el movimiento aleatorio de los granos ambas son posibles) de la regién
“fluidizada” desde la que caen. Estas probabilidades de entrar o salir de dicha
regién estdn dadas por las funciones de distribucién de los desplazamientos
individuales de los granos, que se reflejan, por tanto, en la cantidad w.

Para completar el argumento hay que tener en cuenta un detalle: las
funciones de distribucién de los granos las hemos obtenido para un tiempo
corto (el inicio de la descarga), mientras que las de las fluctuaciones del flujo
las obtenemos de tiempos relativamente largos. En el caso de las funciones
de distribuciéon gausianas no hay problema pues, al inicio de la descarga
ya medimos durante un tiempo suficiente para que el movimiento se haga
gausiano FIG 3.5 y, por lo tanto, lo seguird siendo para tiempos mayores.

En el caso no gausiano, lo que ocurre es que, si bien el flujo no se de-
tiene indefinidamente, si experimenta obstrucciones durante las que se hace
casi nulo (y cero para agujeros pequenos). El tiempo que media entre dos
obstrucciones no es lo bastante grande para que el movimiento de los gra-
nos se haga gausiano . Por eso, aunque midamos tiempo después de haber
abierto el orificio, lo estaremos haciendo poco después de una obstruccién y
el sistema se comporta como si estuviera iniciando la descarga.

4.3. Densidad en la region fluidizada.

Una forma sencilla de obtener la ley de Beverloo es la siguiente. En la
figura FIG 4.4 hemos marcado la regién que ocupan los AN granos que van
a caer en el intervalo At. Este nimero es

AN = pDL = pDvAt (4.5)

donde p es la densidad en nimero de granos por unidad de area y v la
velocidad promedio a la que caen los granos. El flujo es, en nimero de
granos por unidad de tiempo,

AN
W =——=pD 4.6
Ap = PDv (4.6)
siguiendo la hipétesis del arco de caida libre escribimos v ~ /gD y obte-
nemos la ley de Beverloo en dos dimensiones. En tres dimensiones el razo-

namiento es totalmente andlogo. Hemos visto que esta ley no es apropiada
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Figura 4.4: Esquema para obtener la ley de Beverloo. Aqui D es el didmetro
del orificio de salida, V es la velocidad media de los granos en la zona
recuadrada por la linea discontinua y At el tiempo en el que caen los granos
presentes en esa zona.

cuando el tamano del orificio de salida se hace comparable al de los granos.
A la vista de Ec(4.6) vemos que si mantenemos la hipétesis del arco de caida
libre sélo podemos cambiar la densidad para encontrar una ley semejante y
que dé cuenta de los resultados.

Medimos la densidad en la regién de salida tomando una regién cua-
drada de las dimensiones del orificio de salida. Si tomamos la base de este
cuadrado coincidente con la base del silo, ocurre que, en la region de flujo
intermitente, hay intervalos de tiempo en los que una parte del cuadrado
estd vacfa. Ademds el drea de la regién de medida que no estd ocupada
cambia en el tiempo introduciendo fuertes oscilaciones en las medidas. Para
evitar esto, tomamos la base del cuadrado de medida a una altura de unos
seis didmetros de grano. Los resultados que se obtienen se muestran en la
figura FIG 4.5, donde la densidad es la fraccién de volumen ocupada por los
granos. La densidad puede ajustarse con la expresién

P = po (1 — ae_bD) (4.7)

Parece contraintuitivo que la densidad sea menor con orificios pequenos
que con grandes, pues aquellos al tender a obstruir el flujo deberian dar lugar
a mayores densidades. El resultado se comprende si tenemos en cuenta que
las medidas se realizan en la region fluidizada. Cuando el orificio de salida
es pequeno y tienden a formarse arcos, el material es inyectado poco a poco
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Figura 4.5: La densidad del medio en la zona de caida. La densidad se mide
en términos de la fracciéon de compactacion: fraccién de volumen ocupado
por los granos sobre el volumen total del drea de medida. Cuadrados y
circulos corresponden a dos formas distintas de cambiar el tamafio de la
zona de medida con el orificio de salida. Ambas pueden ajustarse con la
Ec(4.7) como muestran las lineas continuas.

en dicha region desde las zonas mas altas del silo (donde la densidad si es
alta) y tiene, por tanto, una baja densidad. A medida que se incrementa el
tamanio del orificio de salida, se inyecta mas material en la zona fluidizada
y a mayor ritmo, pues cada vez hay menor probabilidad de que se formen
arcos y, por tanto, la densidad aumenta. A partir de un determinado tamano
de orificio, la probabilidad de que se forme un arco serd practicamente nula
en adelante, con lo que el ritmo al que se introduce material, y su densidad,
en la zona fluidizada no cambian mas.

Basandonos en la presencia de arcos existe un argumento que nos lleva a
la expresiéon Ec(4.7). Refiriéndonos a la figura FIG 4.4 definamos el nimero
de filas de granos que caen en el intervalo At

y el numero de granos en la regién de caida es AN = NpD. Cuando el
tamano del orificio se hace pequeno empiezan a formarse arcos, hecho que se
manifiesta en el aumento de las fluctuaciones del flujo, cuyo efecto serd hacer
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Figura 4.6: El flujo ajustado con la Ec(4.15) mostrando que la nueva ley es
valida para todo el rango de observacion.

que en At caigan N < N filas de granos. Escribiremos Nj como Np
menos el nimero de arcos. Para estimar este ultimo, supondremos que la
distribucién de longitudes de los arcos es la misma que la de las cadenas de
fuerza que se dan en los medios granulares, es decir, una exponencial [26]

P(l) = e ™ (4.9)

donde (8 es una constante. Para cada valor de D estamos interesados en
arcos de longitud [ mayor que un cierto [y relacionado con aquél, ya que
arcos menores no pueden sostenerse y son arrastrados por el flujo. Por tanto,
podemos escribir

Nj = Np — AP (1 > lg) = Np — Ae Pl (4.10)

donde A es una constante. Ahora el nimero de granos que caen es AN’ =
NpD y el flujo, usando las expresiones anteriores,

/
AA]Z _ Alt (NF - Ae—ﬁlO) D (4.11)
— é (vat - Ae—ﬁlO) D (4.12)
A
— _ —Blo
p (1 vate ) vD (4.13)
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y, recapitulando, podemos escribir

w' = p'Dv (4.14)

o =p (1 - Ae_bD) (4.15)

en el ultimo paso hemos redefinido la constante A y hemos puesto bD en
lugar de Bly puesto que [y es, esencialmente, D salvo una constante.

En la figura FIG 4.6 representamos el flujo ajustdndolo con la ley Ec(4.15)
y comprobamos que puede ajustarse todo el rango de observacion.
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Capitulo 5

Conclusiones y perspectivas.

El presente trabajo se ha centrado en el estudio mediante técnicas numéri-
cas de los medios granulares secos. Los dos primeros capitulos los hemos de-
dicado a exponer los algoritmos més habituales encontrados en la literatura
y a un andlisis detallado del método de dindmica molecular de particulas
blandas. Los capitulos tercero y cuarto muestran la aplicacién de este méto-
do a la descarga de silos por gravedad.

En el capitulo tercero examinamos el movimiento difusivo de los granos
al inicio de la descarga. Encontramos que las funciones de distribucién de los
desplazamientos son no gausianas, caracterizadas por colas anchas. El movi-
miento de los granos es superdifusivo, es decir, el desplazamiento cuadratico
medio escala con el tiempo con un exponente mayor que la unidad. Hemos
propuesto una ley para ajustar las funciones de distribucién encontradas,
asi como una hipdtesis sobre su origen, basada en el movimiento colecti-
vo de los granos y hemos sefialado una posible conexién con la mecanica
estadistica no extensiva. También mostramos que el perfil de velocidades
en el interior del silo, al inicio de la descarga, presenta estructuras peculia-
res que evolucionan hasta que se establece el perfil caracteristico del estado
estacionario.

El enfoque difusivo de los medios granulares densos y, en particular, en el
silo no es nuevo, como hemos sefialado [14, 15]. Sin embargo, los resultados
expuestos en este trabajo apuntan a una necesidad de revisar los modelos
tedricos puesto que estos no tienen en cuenta el escenario de difusion anémala,
al inicio de la descarga ni la evolucién del perfil de velocidades.

La mecanica estadistica no extensiva se asocia de manera natural con
una generalizacién no lineal de la ecuacién de difusién, pues las soluciones
de esta son distribuciones de Tsallis. El hecho de que las funciones de distri-
bucién que hemos encontrado para los desplazamientos de los granos sean
también funciones de Tsallis nos hace pensar en la difusiéon no lineal, y la
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termodindmica no extensiva, como un marco teérico apropiado para nuestro
problema. Este enfoque podria constituir la generalizacién antes menciona-
da.

El capitulo cuarto se centra en el estudio del silo a escala macroscopica,
en concreto, analizamos el flujo de materia a través de un orificio practicado
en su base. Este es un problema de interés practico que ha sido abordado
experimentalmente y para el que existen resultados en la literatura. Estos,
sin embargo, se centran en estudiar los flujos cuando los orificios de salida
son grandes comparados con el tamano de los granos. Al estudiar lo que
sucede cuando ambos tamanos son comparables (D < 9d) hemos encon-
trado desviaciones respecto a las leyes empiricas aceptadas. Al analizar el
flujo en estado estacionario, encontramos que las fluctuaciones del mismo
son gausianas en la regién de tamanos donde son vélidas las leyes experi-
mentales, mientras que son no gausianas en la region de orificios de salida
pequenos. Hemos explicado cémo estas ltimas fluctuaciones se relacionan
con el movimiento a pequena escala de los granos.

Cuando el tamano de la abertura es pequeno, el flujo estd afectado por
la formacion de arcos entre los granos que llevan a la detencién momentanea
del mismo, dando lugar a las fluctuaciones mencionadas. Basdndonos en la
presencia de arcos hemos deducido una ley para ajustar el flujo en todo el
rango de tamanos de la salida observados. Esta ley puede traducirse en una
modificacién de la densidad del medio granular en la regiéon de salida, que
pasa de ser constante para aberturas grandes a ser dependiente del didmetro
del orificio cuando este es pequefio. Este punto ha sido constatado midiendo
dicha densidad y comprobando que puede ajustarse a la expresién obtenida.

El trabajo hasta ahora realizado puede extenderse en varios frentes. En
primer lugar, en el aspecto“microscépico”’introducido en el capitulo terce-
ro, hemos extendido los cédlculos a tiempos de caida aiin mayores, de modo
que un grano se desplaza una decena de veces su didmetro. Estos resultados
deben compararse con los obtenidos a tiempos cortos. En este dmbito seria
deseable encontrar una motivacién rigurosa del uso de la estadistica no ex-
tensiva, hecho que pasaria por desarrollar una teoria o modelo microscépico
del movimiento de los granos en el silo.

En cuanto al estudio del flujo, nuestros resultados relativos a las fluctua-
ciones estan pendientes de una comparacién con los resultados experimen-
tales. De esta comparacion podrian surgir argumentos més rigurosos que los
presentados para la modificacién de la ley de Beverloo. El anélisis del flujo
con orificios pequenos puede completarse con el estudio de las avalanchas:
cantidad de granos que caen entre dos obstrucciones. Estas medidas se han
llevado a cabo experimentalmete y su andlisis nos ayudaria a arrojar luz
sobre el mecanismo de formacién de arcos que obstruyen el flujo.

42



Bibliografia

[1]
2]

[3]

J. Duran, Sands, powders and grains, Springer-Verlag, New York, 1999.

D. C. Rapaport, The art of molecular dynamics simulation, Cambridge
University Press, Cambridge, UK; New York, NY; 2004.

J. Shéfer, S. Dippel y D. E. Wolf, Force schemes in simulations of
granular materials, J. Phys. I (1996), 5-20.

T. Poschel y T. Schwager, Computational granular dynamics: models
and algorithms, Springer, Berlin, 2005.

M. Jean y J. J. Moreau, Unilaterality and dry friction in the dynamics
of Tigid body collections, Proceedings of Contact Mechanics Internatio-
nal Symposium, Presses Polytechniques et Universitaires Romandes,
Lausanne, Switzerland, 1992, pp. 3148.

T. Unger y J. Kertesz, The contact dynamics method for granular me-
dia, en Modelling of complex systems: seventh granada lectures. AIP
Conference Proceedings, volumen 661, 2003, pp. 116-138.

G. A. Bird, Molecular dynamics and the direct simulation of gas flow,
Oxford Science Publications, Oxford, 1994.

M. Miiller, S. Luding y H. J. Herrmann, Simulations of vibrated granular
media in 2D and 3D, en D. E. Wolf y P. Grassberger, eds., Friction,
Arching and Contact Dynamics. World Scientific, Singapore, 1997.

H. J. Herrmann, Simulating granular media on the computer, 3rd Gra-
nada Lectures in Computational Physics, eds. P.L. Garrido and J. Ma-
rro (Springer, Heidelberg, 1995), pp.67-114

M. P. Allen y D. J. Tildesley, Computer simulation of liquids, Clarendon
Press, Oxford, 1989.

L. E. Silbert, G. S. Grest y J. W. Landry, Statistics of the contact
network in frictional and frictionless granular packings, Phys. Rev. E
66 (2002), 061303.

43



[12]

[13]
[14]

Richard L. Burden y J. Douglas Faires, Andlisis numérico, Grupo Edi-
torial Iberoamrica, México, 1991.

Herbert Goldstein, Mecdnica cldsica Aguilar, Madrid, 1966.

J. Litwiniszyn, The model of a random walk of particles adapted to
researches on problems of mechanics of granular media, Bull. Acad.
Pol. Sci. 11 (1963), 593.

J. Mullins, Stochastic theory of particle flow under gravity, J. Applied
Physics 43 (1972), 665-678.

R. M. Nedderman y U. Tiiziin, A kinematic model for the flow of gra-
nular materials, Powder Technology 22 (1979), 243.

J. Choi, A. Kudrolli, R. R. Rosales y M. Z. Bazant, Diffusion and mi-
xing in gravity-driven dense granular flows, Phys. Rev. Lett. 92 (2004),
174301.

M. Z. Bazant, The Spot model for granular drainage, Mechanics of Ma-
terials 38 (2006), 717.

M. Ausloos y R. Lambiotte, Brownian particle having a fluctuating
mass, Phys. Rev. E 73 (2006), 011105.

R. Arévalo, D. Maza y L. Pugnaloni, Identification of arches in 2D
granular packings, Phys. Rev. E 74 (2006), 021303.

C. Tsallis, Possible generalization of Boltzmann-Gibbs statistics, J. Stat.
Phys. 52 (1998), 479.

C. Tsallis, A. M. C. de Souza y R. Maynard, Lévy flights and related
topics in physics, editado por M. Schlessinger, G. M. Zaslavsky y U.
Frisch, Springer, Berlin-Heidelberg-New York, 1995.

B. Utter y R. P. Behringer, Self-diffusion in dense granular shear flows,
Phys. Rev. E 69 (2004), 031308.

R. M. Nedderman, Statics and kinematics of granular materials, Nova
Science, 1991.

W. A. Beverloo, H. A. Leniger y J. Van de Velde, The flow of granular
solids through orifices, Chem. Eng. Sci (1961).

J. F. Peters, M. Muthuswamy, J. Wibowo y A. Tordesillas, Characte-
rization of force chains in granular material, Phys. Rev. E 72 (2005),
041307.

44



